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ASTRONOMIE     PHYSIQUR 


INTRODUCTION. 

X  outes  les  notions,  dont  rensemble  a  recu  le  nom  de  philosophie,  doivent 
leur  origine  k  ces  deux  penchans  irr^sistibles  dont  le  cr^ateur  a  dou^  notre 
mme:  celui  de  g^n6raliser  nos  idees  et  nos  connaissances,  et  celui  d^approfon-» 
dir  la  cause  de  chaque  eiFet.  L'un  et  Tautre  ont  ^te  abus^s  par  rhonime,  ainsi 
que  tout  ce  quM  a  recu  des  mains  bienfaisantes  de  la  nature,  sans  cepen* 
dant  pouvoir  enti&rement  dejouer  ses  desseins.  Le  dernier  pcnchaat  a  con- 
duit  les  hommes  aux  phis  importantes  d^couvertes  physiques;  mais  son 
abus,  et  la  manie  d^expliquer  des  efTets,  avant  que  Ton  en  eut  une  connais* 
sance  solide,  firent  naitre  ces'  innombrables  syst^mes  et  hypolheses  qui  ont, 
peut-^tre,  retard^  les  progrbs  des  sciences  plus  qu^aucune  autre  chose.  On 
peut  dire  sans  la  moindre  partialit^,  que  Vastronomie  a  moins  de  reproches 
k  se  faire  sur  ce  point,  que  les  autres  sciences.  On  n^a  fait  des  hypothfeses 
ea  astronomie,  que  pour  faciliter  le  calcul,  ou  pour  donner  aux  observations 
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une  •direction  convenable.  Uastronomie  ratlonneUe  ^tait  entiferement  achev^e, 
avant  qu^on  songeAt  fc  l'as(ronomie  physique^  et  celle-ci  ^fait^  dans  toute  son 
^tendue,  le  r^sultat  de  la  premifere:  on  connaissait  parfailement  les  mouve- 
mens  des  corps  c^lestes^  avant  qu^on  cntreprit  de  les  expliquer^  et  cette 
connaissance;  ainsi  que  )*ordre  parfait  de  ces  mOuvemens,  qu^eile  faisail  voir, 
fut  la  cause  qui  for^a  les  astronomcs  de  songer  h.  une  eAplication  physique. 
Lorsque  le  philpsophe  a  fait  la  revue  de  toute  la  richesse  d^observa* 
tions  anciennes   et  modernes,    dont  les  deux  premiers  tomes  de   cet  ouvrage 

• 

ofTrent  les  r^sullals^  quand  h.  travers  le  labyrmthe  des  mouvemens  plan^lairesy 
il  est  parvcnu  k  la  connaissance  du  m^canisme  de  cette  grande  machine,  et 
quMl  s^aper^oit  enfin,  que  tous  ces  mouremens  qui  paraissent  si  conipliquds, 
et  qui  se  pr^sentent  sous  lant  de  formes,  se  font  suivant  une  seule  regle  sim* 
ple  et  g^ndrale;  alors  il  ne  lui  reste  qu^un  bcsoin,  d'autant  plus  pressant, 
que  c'esf  le  dernier.  Quelle  cst  la  cau^e  ediciente  de  ce  mouvement  unifor- 
me?  Quelle  force  porte  cette  infinil^  de  corps  immenses,  a  ob^ir  k  la  m^me 
loi,  sans  s'^carter  jamais  des  orbites  qui  leur  ont  ^t^  prescrite&7  Quel  est 
le  dernier  ressort  qui  met  en  mouvement  le  rounge  de  cetle  machine? 

Riei^  n'est  plus  naturel  que  ce  passage  ^  Tastronomie  physique.  II  est 
probable  qu'elle  n^exisierait  pas  sans  la  th^orie  Kepl^rienne  qui  d^couvrit  la 
loi  simple  et  g^n^rale  des  mouvemens  c^lestes:  on  peut  au  moins  regarder 
Page  de  Kepler  comme  f^poque  de  Torigine  de  cette  science.  Comment 
aurait-on  pu  penser  h,  chercher,  par  les  principes  des  math^matiques  et  de 
la  physique,  la  cause  de  ph^nom^neS|  dans  lesquels  on  n^apeigut  aucon  des- 
•ein  d^termin^,  aucun  ordre  g^om^trique?  N^aurait-il  pas  valu  mieux  attri* 
buer  ces  mouvemens  sans  biit  et  sans  ordre,  au  pur  hazard  qui  les  laisse 
exister,  jusqu*k  ce  qu^ils  se  d^truisent  eux-m£mes7  II  est  vrai  que  les  phi- 
losophes  grecs  ont  propos^  des  questions  qui  semblent  appartenir  k  rastro* 
nomie  physique;  mais,  sans  avoir  en  vue  une  th^orie  geom^lrique  des  lois 
du  mouvement,  ils  sVgaraient  dans  un  labyrinthe  d'hypoth^ses  m^taphysiquea 
qui,  dans  le  fond,  n^ont  rien  de  commun  avec  la  physique.  Au  lieu  der 
chercher  une  simple  fqrce  mouvante,  ils  franchirent  les  bornes  que  nous  de* 
vons  UiCttre  ^  uos  recherchcs ,  ils  projettaient  des  plans  d^apr^s  lesqueU  Tu* 
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txivers  devait  Stre  produit,    et   tachaicnt    de  p^ndtrer   Tessence  des  premiers 
^l^mens   ou  atomes  qui  devaient  le  composer.     Une  philosophie   plus  solide, 
et  une  connaissance  plus  parfaite   du  systbme   du  monde,    fit  disparaitre  ces 
r^veries;  et  peu  de  tems  apr&s  que  Copernic  eut  d^couvert  le  vrai  systbmei 
on   commen^a   h  faire   des  recherches  sur  la   partie  physique   ou  m^caniqua 
des   mouvemens   c^Iestes.    JJastronomie  physique   est  une  de  ces  sciences  qui 
doivent   leur  existence   au  dix-septieme  si^cle ,    si  riche    en  d^couvertes ,    et 
qui   font  le  plus  grand  honneur  k  Tesprit  humain.    EUe   a  produit    les  plus 
grnndes   d^couvertes^   et  m&me    la  science   enti^re  de  la  dynamique.    Jamais 
peut-Stre  Tesprit  humain  ne  s^est  montr6  plus  grand,  que  lorsqu*il  d^veloppa     ^ 
les   premiferes    propri^t^s  essentielles    de    la  mati^re;    lorsqu'iI   remonta  h.  la 
premi^re  source  de  cette  varidt^  infinie  de  mouvemens  que  la  nature  pr^sente 
aux  ^tres   pensans^   lorsquUl   d^chifTra   Tessence    de  ces  substances  intellectu- 
elles  qui,  selon  lesanciens,  conduisent  chaque  planbte  dans  son   orbile  cur- 
viligne,  et  la  retiennent  dans  une  distance  convenable  au  soleil;  lorsquUl  osa 
concevoir  des  ^lres  invisibles  et  jamais  con^us;  lorsque,  ^ans  se  perdre  dans 
des   sp^culations   m^aphysiques  sur  la    nature  desjbrces,   il  les  soumit  aux 
mesures  g^om^triques  les  plus  exactes,  comme  si  c^^laient  des  corps,  et  r^dui- 
sit  les  lois  de   leurs  actions  en  un  syst^me  qui,   par  rapport  h  la  solidit^  et 
r^tendue,  n^est  point  inf^rieur  aux  autres  sciences  math^matiques;  en  un  mot| 
lorsque  Newton  entra  dans  sa  brillante   carrifere. 

II  ^tait  ais6  de  prevoir,  (]ue  les  premieres  hypoth^ses  physiques  se- 
raient  aussi  peu  satisfaisantes  que  celles  de  Tastronomie  rationnelle,  et  que  Ton 
raffinerait  longtems,  avant  de  revenir  k  1'hypoth^se  la  plus  simple;  cependant 
]os  choses  all^rent  beaucoup  plus  vite  dans  rastronomie  physique.  Des  Car- 
tes  est  sans  doute  le  premier  qui  ait  compos^  un  syst^me  complet,  pour 
expliquer  le  m^canisme'  des  mouvemens  c^lestes^  mals  il  lui  manque  cette 
simplicit^,  dont  la  nature  ne  s'£carte  jamais,  et  les  connaissances  astronomi- 
ques  plus  exactes  ont  bris^  les  iourbillons  Carl^iens  depuis  longtems.  Plu- 
sieurs  ans  auparavant  Kepler  ^mit  des  id^es  relativement  k  1'astronomie  physi- 
que,  qui  sont  peu  diflf^rentes  de  celles  qui  font  encore  aujourd'hui  la  base 
de    cette  jciencej    et  il  parait  qu'on  n'a  paa  assds  reconnu    les  m^rites  que 
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ce  grand  g^nie  a  aussi  de  cette  pai  tie  de  rastronomie.  On  trouvera  davis  la 
•uile  de  ce  livre,  plusieuis  passages  de  ses  ouvrages,  qui  pouvaient  ais^ment 
^conduire  un  genie  tel  que  Newton  h  ses  sublimes  id^es.  On  peut  dire,  sans 
4tre  injusle,  que  Newtoii  a  i[6  instruit  par  Kepler,  non-seulement  parce 
qu'il  a  (i^duit  toute  sa  thc^orie,  comnie  une  cons^quence  immediate,  des  lois 
de  Kepler,  sans  lesquelles  celte  th^orie  n'existeiait  pas,  mais  encore  a  cause 
de  ces  passages  si  clairs  et  si  solides,  que  Newlon  ne  les  g^rait  pas  des- 
avou^s.  Les.  connaisseurs  ne  penseront  pas,.  que  cette  remarque  soit  pr^ju- 
diciable  au  mirite  de  Newton.  II  y  a  toute  apparence,  que  Kepler  lui-merne 
aurait  liri  de  ses  propres  d^couverles  ,  toutes  les  conclusions  de  Newton, 
si  cela  n^avait  exig^  encore  heaucoup  d^autres  ddcouvertes  math(5matique8 
qui,  en  partie,  furent  faites  peu  de  temsavant  Newton,  mais  principalement  par 
lui-m^me.  Connaissant  profondement  toutes  les  observalions  astronomiques 
et  toutes  les  d^couvertes  des  grands  geom^lres  de  son  tems ,  anim^  par  un 
g^nie  ardent,.  ^clair^  par  une  saine  philosophie,  el  libre  de  la  manie  de  faire 
des  hypolheses,  NeWton  fraya  lui-meme  la  roule,  dans  laquelle  il  a  fait  une 
suite  de  d^couverles,  dont  une  seul^e  aurait  immorlalis^  son  nom.  La  th6o- 
rie  Kewtonienne  fut  bientot  reconnue»  de  tous  les  asironomes  pour  une  verite 
d^mootr^^e,  et  les  recherches  et  calculs  astronomiqnes  les  plus  importans 
depuis  Newton ,.  ne  sont  qu'une  application  de  celte  iheorie  a  un  cas  parti* 
culier.     Uastronomie  physigue  est   le   s}sleme  {\es  d<5couvertes  de  Newton. 

Les  premieres  propri^les  fondamcnlales  de  la  Hialifcre,  et  les  lois  geni- 
rales  des  forces  mouvanles,  sp^cialcment  des  forces  centrales  qui  sont  la  base  de 
Tastronomie  physique,  auraient  pu  ^tre  supposees  ici.  Mais  pour  que  ce  tome 
ne  fut  pas  un  fragment,  mais  un  traite  complet ,  il  ^tait  uecessaire  de  faire 
priceder  Ics  premiers  pnncipes  des  movrtnitns  de  translation  et  de  rofation 
(IJ^.  /..  el  Ia\\  IK*  Chap.  1.  2.  3.).  Au  moyen  de  ces  principes  ,  Newton 
.  conclut  de  la  th^orie  Kepl^rienne  des  mouvemens  plan^taires,  fexisience  d^une 
Jorce  centrale,  dirig^e  i^ers  le  ^oleil,  ct  la  loi  suivanl  laquelle  cette  force  agit  a 
dijferenies  distanccs  {liv.  JI,  Ch..  i.)..  Cette  loi  itant  conuue,  les  mouveaiens 
des  plan^tes  suivant  les  lois  de  Kepler  en  ^taient  une  suite  n^cessaire  ,  et 
\sL  force  qui  retient  ^ternellement  les  plan^tes  dans  leurs  orbites,  ^lait  d^cou-^ 
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Terte  {IJp.  IT.  Ch.  ^^,  II  etait  natufel,  d^appliquer  ces  raisonnemens  austi 
aux  systemes  i\es  satellites,  ou  les  lois  de  Kepler  sont  ^galement  ex^cut^es, 
et  d'eten({re  la  loi  de  la  iorcc  cenirale  a  des  distances  quelconques,  parce 
qu'on  nc  concoil  pas^  pourquoi  elle  ne  serait  active  qu'h  de  certaines  dislan- 
c<*s.  Cest  ainsi  que  J^ewlou  d^couvrit,  que  Saturne,  Jupiter,  et  la  terre, 
sout  ilou^s  d'une  iorce  cenlrale,  seniblable  a  celle  du  soleil^  que  cetle  force 
centiale  de  la  tcrre  est  la  meme  que  celle  qui^  k  sa  suiface,  est  appell^e 
grcvifo  ou  pesanlcur;  el  que  la  foice  centrale,  ou  Vattraction  est  une  proprieti 
cummune  a  tout  ce  qut  est  materiel ,  et  par  cons^quent  proportionnelle  a  la 
masse  {Iji\  111.  Ch^  i.\-*  II  en  r^sulte  quelques  petites  corrections  de  la 
thcorie  Kepleiienne  du  mouvement  elliptique  des  planfetes  autour  du  soleiI| 
suppose  immobile  au  foyer,  quand-meme  il  n'y  aurait  pas  d^autres  corps 
(Z/V.  777.  Ch,  2.  3.).  Le  rapport  qui  existe  entre  la  force  centrale  et  Iamasse« 
donne  des  ^claircissemens  tr^s-importans  relalivement  a  la  valeur  intrins^que 
ou  aux  densitcs  et  masses  des  corps  qui  composent  notre  syslfeme  solaire 
{Liy.  III,  Ch.  40*  Cetl^  d^couverle  de  rattraclion  ou  de  la  pesanteur  uni- 
verselle  n^^tait  rien  moius  qu^ine  spdculation  inutile,  et  Newton  lui-m^me 
iuontra  les  cons^quences  impurtanles  que  ron  peut  en  d^duire^  comme  la 
d6termina'ion  de  Vaplatissement  de  la  terre  (IJv,  IF',  Ch.  7.),  Texplication  de 
la  precession  des  ^quinoxcs  (Lir.  IV,  Ch^  6.^ ,  et  des  perturbations  des  corps 
cilesles  {Liv^  y,\  Cetle  partie  a  ^l^^le  moins  approfondie  par  Newton,  et 
le  plus  enrichie  par  les  travaux  des  astronomes  et  analystes  modernes,  prin* 
cipalement  par  les  reclierches  sur  la  libration  de  la  lune  (Li^,  IV.  Ch.  5,), 
iur  les  perturbations  de  Juplter  et  Saturne  (Liv.  V.  Ch.  5.6.7.),  ^^  ^hc^one  de  la 
lune  (Liv.  V.  Ch,  8.),  celle  des  ^fl/e^/ZrVe^  de  Jupiter  (lJv\  V,  Ch.  9.),  et  sur  les 
ehmgemens  de  fttat  du  systeme  solaire  en  geniral  (Z/V'.  V  Ch,   lO.). 
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DES  LOJS  GtNtRALES  DU  MOUFEMENT. 


CHAPITRE    PREMIER. 


N.otions  generales  du  mouvement  et  des  forces. 

$•   I.   JLja  notion  g^n^rale  de  ce  que  nous   appelons   corps,    est  une 

des  plus  simples  et  des  premiferes  qui  se  forment  dans  notre  ame:    une  lon- 

gue   suite   de  tems,   des  efTorts  penibles,    et  un  heureux   d^veloppement   de 

nos  facull^s  les  plus  secrfetes,  ^taient    n^cessaires,  pour  que  notre  esprit  p\it 

franchir  Tabyme   invisible  qui  s6pare  le  monde  mat^riel  du  monde  intellectuel, 

et    tourner    son    altenlion    des    objets    ext^rieurs    a   son    int^rieur.     Cepen* 

dant  cette  id^e  n^est  pas  tout-a-fait  simple;  car  quiconque  combine  une  idde 

distincte  avec   le  mot  corps ,  en  met  resseniiel   dans  les  deux  propri^t^s  sui- 

vantes,  dont  chacune  peut  £tre  r^gard^e  comme  le  r^sultat  d'un  dc  nos  sens 

principaux,    Torgane   de  la  vue   et  celui    du  toucher:    ces  proprietes    sont   i) 

une   certaine  grandeur  ou  6tendue^    a)    Vimpdnetrabilit^,    qui    donne    a  chaque 

corps  un  lieu  propre  k  lui.  Le  premier  point  de  vue  en  fait  des  objets  de  la 

•  g^om^trie,    le  second  en  fait  des  objets  de  la  dynamique  et  de  la  physique: 

le   premier    donne   Texistence  h  un   6tre  id^al,  au   corps  geomctrlque  propre- 

nent  dit,    tt  toute  la  richesse  des  v6rit£s  g^om^triques   en  e>t   d^velopp^e; 
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le  second  falt  des  corpS)  ce  que  Ton  entend  vulgairement  sous  ce  mo\  ,  et 
il  les  rend  susceptibles  des  innoinbrables  qualiles  physiques ,  dont  les  vari* 
ilig  et  les  combinaisons  composent  la  nature  enliere,. 

$.  a.  Sans  ces  deux  propri^t^s  nous  ne  pouvons  seulement  concevoir 
un  corps  comme  possible.     Mais  dfes  que  nous  Timaginons  comme  r^ellement 
txishini  hors  de  nous^  des  qu'il  doit  former  une  parlie  de  la  nalurCf   tout  ce 
qui   ^tait    ind^lermin^    disparait,     et  ses  rapports  ii  toutes    les  autres  parties 
de  la  nature  doivent  ^tre  entiferement  delermiri^s.     Le  premier,  et  en  faisant 
abstraction   des   qualit^s  physiques,   le  seul  rapport   qui   doit   6tre  d^termini 
pour    que   le  corps   existe,    est   le  lieu    qu^il  occupe.     Aucun   corps   ne'  peut 
exister,   sans  occuper  un  lieu  d^lermin^.    Nous    lui  attribuons  donc  un   cer« 
tain  lieuy  Ahs  que  nous   le  regardons  comme  un  Stre  r^el.    Mais  comme  tout 
lieu  lui  est  indiSlfrent,   tant  qail  n'est  pas  mis  en  rapport  avec  d'aulr.es  corps, 
nous  sommes,    pour  ainsi  dire,   irr^solus  sur  le   lieu   qu'il  faut  lui  attribuer: 
nous  le  pla^ons  par   la   pens6e    tantot    dans   un  lieu,     tantot   dans    un   autre, 
nous  le  transporlons  ainsi   d'un  lieu  dans  un  autre^  et  voil^.Ia  premifere  idde 
du  mouvement.  Comme  toutes  les  parties  de  Pespace  immense  sont   indifKreo- 
tesy  il  n'y  a  aucune  raison,    pour  que  ce  transport  du  corps  ,    form^   dans 
aotre  imagination,  finisse.  Nous  pouvons  nous  figurer  les  corps  en  moupement, 
aussi   bien  qu'en  repos;   mais   ces  deux  cas  renferment   une   infinitd  d^autres 
cas.     Les  lieux  du  irepos,  ainsi  que  les  directions  et  vitesses  du  mouvement, 
sont  innombrables;   cependant   le  corps  ne  peut  avoir  qu^une  seule  de  toutes 
ces  modifications.  Ce   labyrinthe  immense  eiTraye  Tesprit  humain^  Tinstinct  de 
decouvrir  la  cause  de  cbaque  eflet,  le  porte  k  chercher  la  d6termination  du 
repos     ou   du    mouvement   du    corps   dans    un  ^^tat    pr^c6dent;    mais    il  se 
Yoit   toujours    ^galement  ^loign^   de   Tissue   de    ce  lab^rinthe,    et  ne  trouve 
rien    dans   le  corps   meme,    qui   puisse   le  d^terminer    plutot   h  un  ^tat   qu^i 
Tautre;  )usqu'a  ce  qu'enfin  il  est  conduit  ici,  comme  partout,  au  commence- 
ment  d^  son  existence,  et  k  Yidie  d^un  Stre  tout^puissant  qui  cr^a  le  corps, 
mais    qui    ne  pouvait   le  cr^er,   sans   d6terminer  en  mdme  tems    sa  maniire 
d*4tre,  son  Heu,  son  repos  ou  son  mouvement.    II   ne  peut  plus  se  figurer 
ftucun  corpSy  sans  voir  U  main   qui  le  reposa  tranquillement  dans  un  lieu 


•  I 
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cle  Tespace  absolu,  ou  ie  lanca  dans  rimivers  avec  une  vitesse  mesuree,  et 
suivant  une  direelion  dilermin^e.  Par  Ik  T^lat  du  corps  est  d^lermine  pour 
r^ternitd,  tant  qu^on  fait  abslraction  de  sa  liaison  avec  d'autres  corps.  11  ny 
a  rien  qui  puisse  troubler  son  rcpos,  ou  all^rer  la  direclion  et  la  vilesso 
de  son  mouvement.  Nous  ne  pouvons  concevoir  le  corps ,  qu^en  rapos  ou 
dans  un  mouvement  delermin^;  et  tanl  que  son  premier  elat  n'esl  pas  d^- 
range  par  des  causes  ^trangeres,  le  rrpos  sera  ^ternel ,  el  le  ivouvewetit  uni^ 
Jbrmc  ct  recti!'gne ,  cVsta-dire,  conservant  la  vilesse  et  la  direciion  du  muii- 
vement  qui  lui  avait  ite  impiimS  au  cbmmencemenl  de  son  exislence.  Ces 
deux  cas  ou  ^lals  sont  egalemenl  possihles,  egalemcnt  contbrmes  a  la  nature 
du  corps:  quil  soit  cn  repos  ou  en  mouvement,  qu'il  se  meuve  suivant  celte 
direrlion  ou  une  autre,  avec  telle  vitesse  ou  une  autre;  c'est  ce  dont  on  ne 
peut  trouver  la  source  que  dans  une  cause  externe  qui  lui-a  commnnique  ce 
repos  uu  ce  mouvement.  Mais  dans  tout  cas  il  conservera  eternellenient  le 
repos  ou  le  mouvement  qui  lui  a  i\i  imprime,  sans  clianger  de  directioa 
ou  de  vitesse,  tant  quil  ne  sui\icnt  une  nouvelle  cause  externe  qui  agitsur 
lui   ('). 

Cest  a  peu  prbs  de  cette  manibre,  que  Ton  est  parvenu  k  d^couvrlr 
la  troisieme  propri^t^  essentielle  des  corps,  qui  est  connue  sous  le  nom 
dWnertie,  et  k  laquelle  on  a  souvent  donn^  ie  nom  peu  convenable  de  la 
Jbrcc  dUnertie  (i'is  inerticc),  Toute  la  m^canique  et  dynaniique  est  fond({e  sur 
elle^  et  ridee  meme  des  Jorces  mouvanles  se  r^duit  finalemenl  au  prin- 
cipe  on  n  la  loi  d'inertie,  qui  peut  etre  exprim6e  de  cette  maniere:  »L'etat 
»duns  lequel  se  trouve  un  corps,  soit  repos  soit  mouvement,  et  toute  alti- 
»rail;);i  ile  cct  ^lat,  soit  le  passage  du  repos  au  mouvement  et  r^ciproque- 
»ment,  soit  un  cliangement  de  direction  oxi  de  vitesse,  ne  peut  pas  ^tre  Teflet 

{ij  ii  y  a  (les  pfrs-.iines,  a  (jui  1«  ronlluu  tu>ii  iJu  iiioiiveinenl  uniturnie  uc  p.irail  pas  de  laiui^me 
cvulenrr,  que  rellc  du  rcpos;  ni.ii*  rrlui  qui  Joulc  (lc  ia  pr  .mi^re,  esi  ohli-iie  de  nier  en  nieiuo 
Irni^  la  possibiiiic  ilu  iiKiuvcmenl  uniforine  eu  f^euf^ral.  L<;  corps,  auquel  un  rertain  niouve- 
ixicnl  rtil  coinnmniijue  au  (-ouiiiiencenienl  do  son  cxislencc  ,  doil  ie  continucr  au  nidiiis  pen-> 
danl  quelque  tcnis;  car  <iulrcini'nl  il"  serail  circctivcmcnt  en  rcpos,  parce  qu*.iucun  mouvcmcnt 
ne  peul  cxistcr  sans  duirc ,  qucJque  pelitc  qu*clte  soit.  Mais  al(»rs  ii  peut  durcr  tout  auisi 
bien  elerncileinenl;  car  on  ne  con^oit  pas,  pourquoi  le  corps  perdriil  s(m  mouvcincnt ,  aprii 
raToir  coustrve  pendani  quetque  temt^  a  moint  quo  det  c<iusei  extemes  n*u^istenl  lur  lui. 
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»da  corp«  mimei  pour  lequel  toutes  les  conditions  sont  indiflSrenteti  maif 
»d'une  cau3e  ^trang^re  qui  a  agi.  sur  le  corps.    Chaque  nouvelle  alt^ratioft 

•  suppose  une  nouvelle  action:    une  alt^ration  continuelle  juppose  donc  une 

•  action  non-interrompue,  ou  renouvel^e  dans  chaque  instant^.  C*^eat  ainsi 
que  se  fofme  Tiii^e  des  forces,  q«ut  ne  suppose  que  rapplication  du  principo 
d^inertie,  modifi^e  de  nouveaucdans  chaque  instant.  Lorsqu'un  corps  change 
de  direction  ou  de  ^itesse,  il  &ut  qu^il  ait  re^u  dans  ce  moment  une  nou* 
velle  impulsion;  et  si  ce  changement  se  fait  sans  interruption  suivant  la  loi 
db  continuit^i  par  ez.  si  le  corps  parcourt  une  ligne  courbe,  il  faut  nices* 
sairement  supposer  des  Jbrees  qui  agissent  de  ro^me  suivant  la  loi  de  con- 
tinuit^  I  et  qui  le  n^cessitent  k  changer  son  monvement  dans  chaque 
instant:  la  loi  de  ce  changement  servirm  donc  k  diterminer  ies  forces  qui 
le  produisent« 

§.  3.  Chaque  nouvelle  impulsion  communiquera  donc  au  corps  une 
Douvelle  vitesse  et  direction,  qu'il  ponservera  d^aprfes  le  mftme  principe,  aussi 
longtems  qu'il  n'est  pas  expoai  k  Paction  d'une  nouvelte  caose  itrangiire : 
aon  mouvement  aprks  rimpulsion  sera  ^galement  uniforme  et  rectiligne,  mais 
plus  ou  moins'vite  que  le  pr^c^dent,  et  suivant  une  autre  direction,  con» 
formiment  k  ceile  de  rimpulsion.  Sa  route  sera  d^toum^e  par  chaque  nou- 
velle  impulsion:  elle  sera  donc  une  ligne  brisie,  lorsque  les  impulsions  suc- 
cfedent  Tune  ii  Tautre  par  des  intervalles  finis,  et  une  ligne  courbe,  s\  ces 
intervalles  sont  infiniment  petits»  ensorte  qu^il  se  fait  une  nouvelle  impres* 
sion  dans  chaque  instant.  Une  pareille  impulsion  non  interrompue,  mais 
continu6e  suivant  la  loi  de  continuit^,  est  ce  que  Ton  appelle^rce.  La 
courbe  que  dicrit  un  corps  sollicit^  par  des  forces^  se  forme  simplement 
suivant  la  loi  d^inertie»  comm»  le  mouvement  uniforme,  avec  cette  difGfrence 
que  cette  loi  doit  dtre  autrement  appliqu^e  dans  chaqve  instant :  car  Tessentiel 
de  rioertie  est  que  le  corps  est  susceptible  de  chaque  impression,  et  qu^il 
s^approprie  chaque  mouvement  qui  lui  esf  communiqui  par  une  impulsion 
<{iielconqoey  parce  que  chaque  Aat  de  repos  ou  de  mouvement  lui  est  indif- 
fifreiii.  II  en  est  de  mftme  de  la  vitcsse.  Chacun  de  ses  changemens  est 
d^uM  gjcaadeory   ou  finie^   ou  ivaneuissa^te  snivant  la  loi  de  conlinuit^j    la 
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vitesse  peut  donc  fetre  repr^senlie  par  le«  inclinaisons  d'une  ligne  bris^e  oil 
courbe,  seion  que  les  inlervalles  des  impuisions  sont  finis  ou  infinimenl  pe-* 
tits.  selon  que  runiforDiit^  du  mouvement  est  alt^i^e  par  des  impulstons  pro« 
preuirnt  diles  ou  par  i^esjorces;  mais  tous  les  deux  cas  r^sultent  du  m^me 
principe  d^inertie.  Cesl  pr^cis^mrnt  de  la  m^me  maniere,  qu'en  g^om^trit» 
la  uaissance  'des  courbes  est  expliqu^e  par  ia  route  qu'un  point  parcourtt 
La  proposition  que  la  couibe-^a,  dans  cbaque  point,  la-direction  de  sa  tan* 
genle,  est  evjuivalente  au  principe  dUnertie.  Tous  les  principes  de  la  m^ca« 
niqnc,  ei  >outes  les  formules  ^t^mentaires  du  mouvemcnt  acc^l^r^,  sont  fon<* 
des  sur  la  stipposition  qu'on  peut  traiter  de  la  m^me  manifere,  les  lignes  que 
decrivent  Ips  corps  sollicit^s  par  des  forces,  et  que  celles-ci  ne  sont  autre 
cbose  que  des  impulsions  rc^it^r^es  une  infiniti  de  fois  sans  intervalles  assig-* 
nab!es,  ensorte  que  la  vitesse  et  la  direclion  des  corps  sont  conformes  ii  lii 
loi  combinee  dMnertie  et  de  continuit^. 

§•  4*  ^^  cette  maniere  on  se  fera  une  id^e  distincte  des  diflR^rentes  es» 
pbces  de  forces.  Les  impulsions  innombrables  dont  une  force  est  compos^e^ 
peuvent  Atre  toutes  de  m^me  grandeur,  ou  elles  deviennent  plus  fortes  oa 
pliis  iaibles:  d^ou  il  resulte  des  forccs  constantcs  ou  vaHables.  La  diiectioo 
des  iiupulsiuns  donne  encore  un  point  dc  vue,  sous  lequel  on  peut  diviser 
les  forces  en  diir<frenies  esp^ces,  dont  la  plus  importanle  renfeime  celles  qui 
sont  constamment  dirig^es  vers  le  irieme  point  qui  est  appeli  centre  des  forces* 
Ces  Jorces  centraks  sont  le  fondement  de  toute  fastronomie  physique,  il  est 
donc  necessaire  de  s*en  faire  unc  idde  bien  distincte.  I^a  pcsanieur^  ou  la  pres« 
sion  et  la  chute  des  corps  graves  a  sans  doute  donne  la  premi^re  id^e  de 
ceite  espece  de  forces.  Lorsque  nous  apercevons  que  tous  les  corps,  dans 
quelque  lieu  de  la  lerre  qu'ils  se  trouvent,  parcourent,  s'ils  n.e  sont  pas  ar- 
r£t^s,  le  plus  court  chrmin  ou  la  ligne  perpendiculaire  i^  la  surface  de  la 
tene;  quand  iidtre  main  qui  les  emp^che  de  tomber,  sent  la  pression  qu^iU 
exercent  suivant  cette  direction;  et  que  lious  dous  rappelonsi  que  la  terre 
est  une  sphfere:  nous  comprenons,  que  toutes  les  directions  des  corps  tom« 
Imus  se  rencontrent  aii  centre  de  la  terre,  que  par  cons^quent  la  pesanteur 
est  une  force  constamiueni  dirig^e  vers  le  ceutre  de  la  terrei  ou  une  ibrce 
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centrale.  Elle  est  un  phdnonifene,  dont  rexplicalion  physique  serail  apparcm- 
aicnt  de  peu  d'ulilit6  pt)ur  naus.  II  nous  sufBt  de  savoir,  qu'il  y  a  iine  force 
qui  pousse  ou  qui  tire  tous  les  corps  rers  le  centre  de  la  terre.  Chacun  est 
le  maitre  de  choisir  celle  de  ces  deux  images  ou  d^nominations,  qui  lui  pa*' 
rait  la  plus  claire;  mais  il  ne  faut  pas  oublier,  que  les  mols,  iircr  ou  pousser, 
ne  sont  pas  des  explications  ou  des  hypothfeses,  mais  scnlement  dcs  termcs 
employ^s  pour  abr^ger.  Au  lieu  de  s'^garer  dans  des  spt^culatioiis  sur  la  ve- 
ritable  nature  pu  cause  de  cette  force,  au  lieu  d'imagincr  une  nouvelie  force 
ou  impulsiou  qui  pVoduit  lo  phtinomene  de  la  force  centrale,  on  fera  mieux 
de  tacher  de  d^couvrir  les  lois,  suirant  lesquelles  elle  agit,  pour  pouvoir  les 
employer,  lorsqu'on  apercevra  encore  d*autres  forces  centrales  dans  la  nature. 
$.  5.  S'il  est.permis  de  regarder  la  force  centrale  couime  wwt  atlmction, 
seulement  pour  indiquer  sa  direction;  lc  corps  attirant  ou  le  ccntre  des  for« 
ces,  et  le  corps  attir^  seront  ce  qui,  dans  la  th^orie  des  machines,  est  ap- 
pel6  puissance  et  poids  ou  massc;  relativement  h.  la  pcsanteur,  le  poids  est 
le  corps  tombant,  la  puissance  est  le  centre  de  la  terre.  II  se  presente  ici 
une  grande  difTiirence  entre  les  forces,  qui  ne  r^sulte  gas  de  leur  nature, 
mais  des  difllfrens  sens  que  nous  altribuons  au  mot  forcc,  La  plupart  des 
forces  que  nous  coanaissons,  sont  d*une  grandeur  d^terminee,  et  reiTet  qu^el- 
les  produisent,  ne  peut  aller  au  delk  d'une  certaine  mesure.  H  8*en  suitn^ 
cessairement,  que  de  pareilies  forces  communiqueront  h,  un  plus  grand  poids, 
ou  k  une  plus  grande  masse,  un  mouvement.  moins  rapide,  qu'k  une  petite 
masse:'  on  ne  peut  donc  pas  d^terminer  la  vitesse  ou  Vaccderaiion  aui  eat 
eoinmuniquee  h  la  masse,  sans  connaitre  celle-ci  aussi  bien  que  la  force. 
Afin  que  la  masse  soit  transportee  avec  une  certaine  vitesse,  ii  faut  que  ia 
Bi^me  vitesse  soit  communiqude  k  chaque  molecule  de  la  masse.  Or  la  quan* 
ttt^  de  ia  force  ^tant  d^termin^e,  elle  doit  Stre  distribuee  h  toutes  les  niold- 
cules  uniformement,  ou  proportionnellement  h,  leurs  masses:  la  force  doit  £tre 
pattag^e  en  autant  de  porlions  ^gales,  que  I&  masse  renferme  de  molecuieS| 
ou  en  autant  de  portions,  que  la  masse  contient  de  parties  ^gales  ^  celle  que 
Ton  a  prise  pour  unit^  dea  masses.  Comme  la  nature  du  mouvement  sup« 
poi.e  n^cessairementi  que  la  lorce  exerce  une  action  ^gale  sur  chacune  des 
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moMcuIes  qui  parlicipent  au  mouvement;  il  e$t  claify  que  aon  action  aur  U 
masse  eniiferei  ou  racc6l6ration,  sera  d^autant  plus  petitei  que  le  nombre  des 
mol^culesy  6u  la  masse  est  plus  grande:  donc,  pour  trouver  l'effet  que  la  forco 
•\erce  sur  une  masse  donn^ei  il  faut  la  diviser  par  la  masse; '  c'est-k*direi  les 
acc^l^rations  ou  vitesses,  communiqu^es  par  des  forces  ^gales  a  diiKrentes  mas- 

aos,  soiit  en  raison  inverse  des  masses.  Nommant  donc  P  la  force,  M  la  masse 

P 

mise  en  mouvement,  son  acc^l6ration  pourra  £tre  exprimte  par  tt  $    en    sorte 

qu^en  d^signant  une  autre  force  et  une  autre  masse  par  p  ei  m^  le  rapport 
des  acc^l^rations  sera  =  -  :  -  =  P  m  :  p  M  :  c'est4i-dire,  en  nommant  9)  et  9B 
la  force  et  la  masse,  qui  sont  les  unildtf  par  leSquelles  on  exprime  toutes 
les  forces  et  masscs,  les  acc^l^rations  seront  comme  les  nombres  ^  •  ;^^  ^  •  ^j 
chacun^  de  ces  quatre  facteurs  itant  un  nombre.  On  appelle  --  ou  P  la  quan- 
iiii  absolue  de  la  force,  ou  la  force  absolue,  et  --  la  mesure  de  Taccil^ 
ration  relativement  k  ia  masse  M,  ou  la  force  acctUratnce^  c^est-ii«dire,  ceilo 
qui  produit  du  mouvement  ou  qui  communique  une  certaiue  vitese. 

$.  6.  LViTet  d^une  force  est  le  mouvement  qu^elle  produit,  ou  qu*elle 
tend  k  produire,  si  le  mouvement  est.  arr^td  par  quelque  obstacle;  et  cette 
tendance  se  tait  seutir  par  une  pression.  Cette  pression,  par  laquelle  les  for- 
ces  deviennent  sensibies  k  rorgane  au  touclier,  ainsi  qu^a  celui  de  la  vue 
par  la  vitesse  communiqu^ei  nous  donue,  de  ce  que  i'on  appelte  forcc,  la 
Qotion  la  plus  simple  que  nous  en  aurons  peut-fttre  jamais:  elle  coustitua 
k  grandeur  absolue  de  la  force,  ^et  personne  nCh^sitera  k  regarder  une  forco 
^omme  deux  fois  plus  grande,  si  elie  exerce  une  pression  deux  fois  plue 
iiorte,  qu^une  autre;  ellc  est  donc  ce  que  nous  avons  nommi  P  ($.  5.).  Cette 
pressipn  est  invariablement  la  mdme,  tant  que  la  force  P  ne  change  pas, 
quelld  que  soit  la  grandeur  de  la  masse  M3  mais  dans  une  plus  grande  mas^ 
ae,  la  pression  se  distribue  sur  un  plus  grand  nombre  d^^t^mens;  chacun  de 
il^  il^mens  iprouvera  c|ipnc  une  pression  d^autant  plus  faible  qui »  n'ilaifi 
ijjutre  chose  que  la  tendance  k  produire  du  mouvement,  communiquera  ii  cha* 
q.ue  ii^ment,  et  par  cons^quent  k  la  maase  enti^re,  un  mouvement  d^autant 
plus  lent,  Pacc^l^ratiun  sera  d^autant  plus  petite;  eUe  sera  donc  propottionnelle 
\  Ifi  irMption  —  •    La  presaion  est  proprement   la  mesure   des  tbrces.    Maie 
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eomnie  il  est  difficile  de  la  r^duire  a  une  mesure  d^tenDin^e,  on  a  dtS  ob* 
ligd  de  se  servir  d^un  agtre  eflet  des  forces,  lequel,  ^tant  une  suite  imm^dia* 
te  de  la  pression,  frappe  cependanl  un  autre  de  nos  sens,  dont  les  sensaMona 
sont  plu)  ais6es  k  mesurer,  que  celles  du  toucher.  Jtn  eSet,  la  pression 
n'£tant  autre  chose  que  1'action  de  la  iorce,  qut  est  arrgt^e  par  un  obstaclei 
et  par-li^  rendue  senstble  au  toucher,  il  est  clair,  que  i^elTet  qui  a  lieU|  lors- 
i|ue  i^obstacle  est  entev^/  doit  £tre  proportionnel  k  la  pression^  etqu^en  con- 
i^quence  il  peut  dtre  employ6  au  lieu  d'elle,  pour  mesurer  les  forces.  Or 
Tefietlqui  a  lieu,.  quand  Tobstacle  est  lev^,  est  le  mouvement  de  la  masse, 
dont  la  qnantit^  est  d^lermin^e  par  fespac^  qt^elle  parcourt  dans  un  certaia 
lems,  ou  si  Ton  veut,  dans  le  premier  instant.  Deux  forces  P,  11,  qui  fbnk 
parcourir  2i  des  masses  ^gales,  des  espaces  ^gaux  durant  un  certain  tems, 
font   ^gales,   parce  que  leurs  effetB.  ^tant    les  m&mes,    ils  le  seront  encore, 

lorsqu^^tunt  arr^l^  par  un  obstacle,  ils  ne  feront  sentir  qu^une  pression.    Oc 

p 
Qn   peut  consid^rer  P  comme  dtant  composde   de  n  forces  ^gales  k  — ,  donl 

chacune  meut  —  de  la  masse  M:  on  aura  donc  n=:P=/t.  — ,  c^est-k-dire. 

P  ^  M 

les  forces  11,  — ,   sont  en  raison  de  n:  i  =M:  --,    ou  des  masses  '  aazquel- 

a  n  ^ 

les  elles  font  parcourir  les  mAmes  espaces  dans  le  mftme  tems.  Une  force  Q  qui 

fai-t  parcourir  Jt  la  m£me  masse  un  espace  double  ou  n  fbis  plus  grand,  seiti 

deux  ou  n  fbis  plus  grande:  car  elle  peut  dtre  envisag^e  comme  ^tant  compos^ 

de  n  forces  ^gales,  dont  chacune,  faisant  parcourir  k  la  masse  Fespace  simple, 

esl  ^gale  k  la  force  P.  On  en  conclura  ais^ment  cette  proposition  g^n^rale:»  lea 

«  forces  sont  proportionnelles  aux  espaces  qu^Iles  font  parcourir  k  des  massea 

sdgales  en  tems  ^gauz,  ou  a  leurs  acc^l^rations;  elles  sont  aussi  proportionnel- 

3iles  aux  masses,    auxquelles  elles  font  parcourir  des  espaces  ^gaux  en  teme 

9^gaux«.    Soient  donc  P,  II,  Q,  les  forces,  G,  G,  H,  les  espaces  parcourus 

dans  le  m^me  tems  en  vertu  de  ces  forces,   et  M*,  N,  M,   les  masses  qui 

iont  sollicities  par  les  forces  P,  11,  Q:  cela  pos^  on  aura  P:n::M:N,  et 

P:Q::G:H,d»ouilsuit,  n:Q::N.6:M.H::^:5,  et^:5::G:H,  Les  for- 

H      N  ri      Al 

«es  ou  les  pressions  sont  donc  proportionnelles  aux  pioduits  de  la  massa 
par  respace  parcottru;  «i  lea  forcea  acciliiattices  sonl  proportiunnelies  4 
ees  espaces» 


t 


\   ^ 
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$.  7.  On  verra  bientdt,  que  les  vitesses  sont  en  raison  des  espaces 
]parcoDriis  dans  le  ni^me  tems,  G,  H;  il  suit  donc  de  la  proposition  prici^ 
de^nto,  que  les  forces  acc^l^ratrices  sont  proportionnelles  aux  vitesses  qu^elies 
fommuniquent.  On  a  beaucoup  di&pute|  si^cette  proportionnalil^  peut  ^tre 
demontr^e  i  priori,  ou  si  elle  est  une  v^rit^  que  TeAp^rience  seule  nout 
Apprend,  une  loi  de  la  nature,  de  Texistence  de  laquelle  nous  sommes  cer* 
tains,  sans  pouvoir  la  demontrcr.  S'il  m>st  permis  de  dire  mon  avis  surua 
sujet,  sur  lequcl  les  plus  grands  g^om^tre?  ont  eu  diflT^rentes  opinions,  je 
dirai  qu'il  m'a  toujours  paru,  quMI  y  a  quelque  mal  entendu  dans  cette  dis- 
pute.  II  ne  s*agit  pas  du  tout  ici  d^une  loi  de  la  nature,  mais  delalogique: 
la  qurstion  est,  qucl  est  lepoint  devue  le  plus  simple,  le  plus  naturel,  sous 
lequel  on  peul  envisagcr  ce  que  nous  appelons  force  accdl^ratrice.  II  s'agit  sim- 
plement  de  la  d^finition  de  ce  mot,  comme  Ta  dit  Dalembert  ('),  et  il  pa- 
rait  inutile  de  discuter,  si  cette  loi  existe  r^ellement  dans  la  nature,  ou  si 
les  forces  sonl  en  elTet  proportionnelies  aux  vitesses^  car  nous  ignorons  ab* 
snlnment ,  si  Ics  forces  en  general,  telles  que  nous  les  concevons,  existent 
bors  de  notre  pensde.  Ce  que  nous  appelons  force,  n'est  qu*un  6tre  id^al, 
une  abstractioni  dont  nous  nous  servons,  pour  soumettre  les  lois  du  mou- 
vement  au  calcul,  une  certaine  fonction  de  Tespace  parcouru  ou  de  la  vitessei 
comme  les  logarithmes  le  sont  de  leurs  nombces.  Nous  appelops  ^rtre^  ce 
dont  le  mouvement  depend,  comme  Teffet  de  sa  cause.*  ce  mot  admet  donc 
plusieurs  sens,  aussi  bien  que  la  cause  d'un  ^v^nement;  et  Ton  peut  envisa- 
ger  les  forces  sous  plusicurs  potnts  de  vue.  Mais  comme  il  est  sur,  que  la 
cause  doit  £tre  proportionnelle  k  son  effet,  la  force  Test  aussi  necessairement 
i  son  effet  qui,  k  la  verite,  n>st  pas  la  vitesse  seule,  mais  qui  en  sera  tou- 
jours  une  fonction.  On  peut  donc  prendre  pour  relTet,  la  vilesse  v  elte-m£me, 
ou  son  carr^,  ou  son  produit  par  la  masse  m,  etc.  et  Ton  peut  nommer  force, 
la  cause  proportionnelle  h  Fun  ou  Tautre  dc  ces  eiTets,  c^esl-k- dire,  on  peut 
mesurer  les  forces  par  v,  ou  par  v^,  ou  par  vm,  %^m,  etc.  Mais  pour  ^viter 
toute  confusion,    il  sera  bon  de  distinguer  chacune  de  ces  rspfeces  de  forces, 

t 

(ij    lyoite  de   Hynam.  art.  I9.  Pour  nuus«   sati&  vuuloir  (iiscut^r  ,    i\  iv  priucipe    eH  d*uDe  verit4 
,in^cesiaire  uu  coiiiirgentc,  noui  nous  contentcrons  de  le  preodre  pour  une  definiiion*^ 
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an  plutftt  de  ces  notibns  ou  (onctions,  par  diderentes  denominations.  Cest 
ainsi  que  Ton  a  appete  force  acc6!vralrice  celle  qui  cst  propoilionnelle  a  «, 
motnce  cellfi  qui  esl  en  raison  de  vm,  force  iwe  celle  qui  est  mesurie  par 
v^m,  etc.  On  trouvera  les  m^mes  r^sultals,  en  employant  Fune  ou  fautre  de 
.  tes  fonctions,  pourvii  qu'on  ne  les  confonde  pas  dans  les  raisoij^nemens  ou 
dans  les  calculs.  La  virltablo  loi  de  la  nature,  est  celle  ^jue  Newton  a  Irou^ 
▼ee,  savoir  que  la  vitesse  qtic  lesoleil  communique  dans  un  inslant  aux  plane* 
tes,  est  en  raison  inverse  du  carrd  de  leur  distance;  et  il  en  eut  pu  d^duire 
toutes  les  ddcouvertes  qui  composent  Tastronomie  physique,  sans  prononcer 
le  mot  de  force  au  lieu  de  vilosse.  II  suit  de  celte  loi,  que  tout  ce  qui  est 
proportionnel  k  la  vilesse,  suit  n^cessairement  le  m^me  rapport,  soit  qu'oQ 
lui  donne  le  nom  de  force,  de  force  acceleratrice,  ou  tel  autre  nom.  Si  New» 
ton  avait  suppos^  la  force  proportionnelle  au  carri  de  la  vitesse,  il  aurait 
trouv6  lemtoe  riJsultal;  mais  alors  il  aurait  fallu  dire  que,  non  la  foice,  mais 
ia  nicine  carrde  est  en  raison  inverse  du  carr^  des  distances. 

$•  8.    Uaccil^ration   d'une   force »    dont   Tintetisit^  est  d^une  grandeur 
donQ^e,  d^pend  donc  de  la  quantit^  de  la  masse  acc^l^r^e;  il  en  est  tuut  au- 
trement  de  la  pesanteur  et  des  foices  semblables.    Im  forces  de  la.premifere 
espece,   les  forces  m^canitfues  proprement  dites,   ne  peuvent   dtre  appliqu^es 
imm^diatement  qu^a  uoe  partie  du  fardeau  ou  de  la  masse,  et  eilcs  ne  mou« 
vraient  que  cette  partie  seule,  si  la  coh^sion  des  autres   parlies  ne  s^y  oppo- 
sait:  ponr  vaincre  cette  r&istence,    la  force   doit  n^cessairement  se  distribuer 
aur  toute  la  masse,  pour  communiquer  k  chaque  partie  le  mdme  degr^  de  vi« 
tesse.-  La  pesanteur,   au.contiairei  est  une  propri^ti  de  la  masse  elle-m^meg 
•lle  p^nfetre  Tint^rieur  de  tous  les  corps^    elle  s^attache  ii  chaque  partie  imr 
miJiatement  et  avec  la  mdme  force,  ensorte  que  la  coh^sion  des  parties  n*a 
aucune  influence  sur  son  action»  Deux  corps  graves  tombent  ^galement  vite« 
floit  qu^ils  soient  s^par^  ou  r^unis  en  un  seul  corps,   parce  que  chacun  en 
particulier  est  acc6i^r^  par  la  pesanteiur.    II  s^en  suit  n^cessairement,  que  ia 
pression  quVn  corpa  ^prouve  par  la  pesanteur,   et  qui  est  son  poids^  est  la 
somme    des    pressions    innombrables    que    tous   aes    ^l^mens    ^prouveraient, 
quaad  mhvskt  ila  feraieat  s^parda  de  ltti>  qu'en  cons^^uence  la  prcs^on  P  c|e  la 
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pesanteur,  qu^une  maste  quelconque  M  ^prouye,  ett  propprtionneUe  i.la  mass^, 
P=nM,  n  ^tant  une  quantit^  constante.  .Teut  le  monde  est  persuad^  de 
cette  yerit^y  celui  mdme  qui  n'a  jamais  r^fl^chi  Hi-deMus.  Deux  massea  ig/k^ 
lesy  deux  balles  de  plomb,  exerccnt  sur  la  main  ou  sur  la  balance  une  pre»- 
sion  deux  fois  plus  grande  q«'une  seule  dc  ces  balles,  et  leur  pression  n^eil 
poirt  alt^r^e,  si  on  les  fond  en  uhe  seule  (')•  'Uexpjrience  noua  ayant 
dOnc  appris,  que  toutes  les  mol^cules  ^ales  cprouvent  la  m^e  pression^ 
soit  que  chacune  forme  s^par^ment  un  corps ,  ou  qu^elles  soient  x^unies  k 
d^autres  corps,  cVst  k-dire,-  que  la  pression  est  proportionnelle  k  la  matse/ 
il  est  evidcnti  que  tous  les  corps,  quelle*  que  soit  ieur  grandeur  ou  ieur 
pesanteur  sp^cifique,  ,Bont  ^galement  acc^l^r^s  par4a  pesanteur.  En  effet,  P 
ttant  ^gal  ii  /iM,  Tacc^l^ration  de  cbaqae  mku%  -  est  ane  quantit^  constan- 
ie  n.  Cette  v^ril^  est  aossi  constat^e  par  Fexpfirience,  eC  elle  n^eat  qu^une 
cons^quence  n^cessaire  de  la  notion  g^u^rale  d'une  force  centrale.  On  ni 
sauroit  se  Timaginer  autrement  que  comme  femplissant  tui  espace  apIiMquta 
autbur  du  corps  central.  Tout  ce  qui  eatre  dans  cette  sphkre  d^acltvit^,  est 
entrain^  vers  le  centre  par  ces  forcei|,  aemblablea  k  dea  rayona  divei^na. 
II  y  a  un  nombre  infini  de  eea  rayens,  auivant  la  ioi  de  continuit^;  ila 
existent  toujours,  et  deviennent  actifs,  dfes  qu^ils  rencontrent  une  ma#se^;  iU 
aeront  doubltaient  actifs,  s^ils  rencontrent  une  masse  double»  ete.  LUdde  ne 
peut  pas  avoir  lieu,  que  leur  activiti  doive  £tre  divia^e  par  la  ma&se:  un 
corps  ne  perd  rien  de  son  poids,  Iorsqu'un  autre  s^n  approche^  la  peaan- 
teur  sur  la  terre  ne  diminuefa  pas>  si  la  masse  s^y  accumule.  11  8>n  suit, 
que  la  pression  proportionnelle  k  la  masse,  ou  la  quaniitii  constante  de  Tao- 
c^I^ration,  n^est  pas  nne  propri^tii  exclusive  de  la  pesantear>  'maia  Commune 
2i  toutes  les  forces  centrales.    Dte  qoe  Ton  aatt|   que  la  force  est  constam- 

ment  dirigde  vers  un  point  .fixe,  il  est  k  pi  ^sumet  qu^ii  Tin^tar  de  la  pesan- 

p 
teur^  il  y  a  rr  =n;    et  comme  il  tie  s'agil  ici  que  de  rapportiy    on  peut 

igaler  n  k  Tunit^;   mais  il  ne  faut  pds  oublier  q«e  P  ef  M  ne  sent  paa  tf 

m^me  chose,  mais  des  quantit^s  h^t^r<}gfetie8«  DaM  un  caa  particnlier  oa  peat 

^nrplpr  P  h  M,  ^r  ^iinr»r«?>fif   1p  p^i^s  i>ii  la  rn^ft^inn  i^ntJV  a  Ij»  Tmssp;  ni«is  alora 
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on  a  d^termin^  la  mesure  ou  runit^  des  forces  une  ibis  pour  toutes.  Si  la 
masse  M  est  ^loign^e  de  la  terre,  ou  qu^elle  3oit  transportee  dans  la  sph^re 
d'activili  d^ine  autre  planfete,  P  sera  plus  ou  moins  grand  qu^a  la  sur&ce 
de  la  terre,  tandis  que  M  ne  change  pas:  a  cetle  nouvelle  distanee,  ~  sera 
^galement  une  quantit6  constaate,  mais  diflSrente  de  ce  qu^elle  iStait  -origiuai- 
rement:  t;—^  ^^  ^^^  plu^  ^gale  h  Tunit^.  Cependant,  la  pesanteur  k  la 
surface  de   la  terre  nous  6tant  plus  familikre  qu^aucune  autre    foroe,   il  est 

naturel,  de  d^terminer  la  mesure  universelle  des  forces  ensorte,   que  P  soit 

p 
^al  k  M,  ou  --  =  T,  lorsque  P  est  cette  pesanteur:  cela  ne  veut  dire  autre 

ehose,  si  non  qiie  la  pesanteur  k  la  surface  de  la  terre  servira  d'unit£  pour 

mesurer  une  force  quelconque.   On  verra  plus  bas,  qu^k  cause  de  la  rotation 

de  la  terre,  le  coefficient   n  m6me  a  des  valeurs  diffdrentes   de  Tunite,   qui 

d^pendent  de  1a  hauteur  du  pule. 

La  chule  de  tous  les  corps  graves  sur  la  lerre  ^!ant  la  meme  dans  ua 

certain  tems,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  elle  sera  un  espace  d^termin^, 

te   tems    6(ant    donnd }    on  peut  donc  -^rendre  cel  espace  pour  la  mesure  do 

l^cc£16ration:    alors  tout  sera  reduit  ^a  une  mesure  connue.     Uusage  adoplj 

presque  g^n^ralement  est,   de  prendre   la  seconde  pour  unile  des  tems,   et  de 

d^signer  par  g  F^space   que  parcourent    en    une   seconde  les  corps,   tombant 

lihrement  k  la  surface  de  la  terre,  c^est^^k-dire,    sMls   n^ont  pas  k  surmonter  la 

risistance  de  Tair  ou  d*un  autre  obstacle.    On  a  trouv^  par  un  grand  nombre 

d'exp^riences,  que  gr  est  ^gnl  ii  i5^625  rr:  i5  ^^  pieds  rhinlandiques:  je  supposerai 

^iz: 3,65622  melres,  ce  qui  est,  suivant  M.  de  Lapiace,  la  valeur  "ie  ^  sur 

le  parall^le  dont  la  latitude  est  de  35^i5'52'',  le  carr4  de  son  sinus  elanl  \  (*), 

Cest  ce  que  Ton  appelle  acc^leration  de  la  pesanteur  k  la  surface  de  )a  terre: 

elle  est  proportionnelle  a  la  force  acc^I^ralrice  (§.  6.).    Scit  donc  Q  la  force 

absolue  d^un  autre  corps  cenlral,  ou  de  la  tene  k  une.autre  distance,  N  une 

autre  masse,  h  Tespace  que  la  force  Q  lui  fait  parcourir  en  une  seconde:  cela 

^       P      Q  P 

pos£  on  aura  g  •h\i  -^  :  --.    Supposant  donc  rr  =  i»  et  nommant  n  la  quan- 

^  Q  ^.  ^  h  O   - 

iiii  constante,  ^gale  k   r-,  il  viendra  g:h  =  i:n,  /1=  —  ,  et  h—ng—^g. 
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§.  9.  JjSl  mdtaphysique  ne  parv)enc(ra  peut-etre  jamalsi  par  les  sp^cula* 

tions  les  plus  subliles,  a  analyser  parfaitement  rid^e>  de  ce  que  nous  appeions 

force.    Nous   avons  du  nous  conlenter  de  considerer  son  efieL  immddiat,  une^ 

pression. sensible,   ou  un  mouvement  vi.sible;  et  Ton  a  vu,  que  cet  eflfet  peut 

scrvir  k  comparer  les  forces  entre-ellef,    ou  a  lejs  mesurer.     Mais  cet  etlet 

mSme  est  encore  vague,    et  de-I^  naiL  rambiguit^  d\x  ,mo{  Jbrcc.     £n  distin^* 

guant   la  force   d^avec  le  poids,    on  regarde  la  premibre  comme  la  propri^td 

d^une  substance  difli^rente  du  poids^    on  envisage   par  ex.  la  force  de  la  pe- 

santeur  comme    une  attraction   inherenle  -k  la   terre,    qui    lui  appartiendrait, 

* 
quand-m^me  il  n'y  aurait  pas  dautres  corps,   sur  le&quels  clle  pourrait  agir. 

On  regarde   donc    la  force  comme   une  chose    distincte   de  son  eflet ,   de  Ja 

pre^sion,  ou  du  mouvement  qu^elle  produit.  Cette  force  abstraile  que  Ton  se 

figure  sans  aucune  relation  k  d^autres  corps,  est  une  pure  notion  m^taphysi- 

• 

que,  mais  qui  est  toujours  suppos^e  tacitement  dans  les  recherches  math^ma- 
tiques.     On   pourrait   appeler  sa  grandeur    d^termin^e,    force  absolue;    mais 
comme  elle  ne  tombe  pas  sous  les  sens,  et  que  par  consdquent  elle  ne  peut 
pas  6lre  mesur^e,    ce  n^est  pas  un  objet   des  math^maliques.     Ce    que   Ton 
peut  mesurer,  cesont  les  eflets  sensibles  des  forces,  qui  supposent  des  corps 
dtrangers:    c^est   par   le  moyen   de  la  liaison   qui  existe   entre  la  force  et   le 
poidsy  que  la  comparaison  ou  la  mesure  devieut  possible.  Mais  quel  efletest 
le  plus  propre  pour  cela,  et  comxnent  faut-il  mesurer  reiTet  Iui*mcme7     On  a 
YU|  comment  cela  se  fait  h.  Taide  de  respace^*parcouru  dans  un  certain  tems, 
par  ex.  xine  seconde,  c^est-k-dire,  par  racc^I^ration:  mais  ceci  n^est  pas  encore 
asses  d^termind.    II  est  vrai  qiie  relativement  aux  forces  centrales,  Tacc^Idra* 
iion  est  ind^pendante  de  la  quantit^  de  la  masse  acc^I^rde;  mais   il  est  ais6 
de  prevoir,  qu^a  de  plus  grandes  distances  du  corps  central,  ou  du  vdritable 
si^ge  de  la  force,  Tacceldration  diminuera,  comme  tous  les  eflels  qui  se  r^pan* 
dent  par  un  espace  sph^rique^  la  quantit^  acciUratrice  des  forces  centrales  d^ 
pend  donc  de  la  distance  au  corps  central.     Quant   aux  autres  forces,  Tacc^- 
l^ration,  dependant  de  la  masse  accel^r(5e  (§.  5.),  est  un  eflet  tout-k-fait  vagucu 
En  nommant  la  grandeur  absolue  d^un^  de  ces  forces  m^caniques  P,  la  masse 
Mc^I^r^e  M,  ef  la  force  ace^I^ratrice  relativemQnt  k  cel.te  mA^.p,  on  aura 


Vt 
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zj:—p   (§•  5.),   M  et  ;?  6tant  variables,    et  P  ^lant  une  quantil6   constante. 

Soit  encore  h  raccel^ration ,  ou  Fespace  que  P  iait  parcourir  k  M  en  une  se* 

conde ,  g  Fespace  parcouru  par  M  et  par  tout  autre  corps  en  vertu  de  la  pe« 

santeur,  et  que  la  force  accdl^ratrice  de  la  pesanteur  soit  z=i:  alors  on  aura 

P 
(S*  S.)  p  :  1  : :  h  :  gf  h  =.pg—  —  g,  et  Mh  —  Vg  sera  une  quantiii  constante, 

piiisque  B^  et  ^  sont  invariables.     Ce   produit  conslant  MA  est  un  elTot  de  la 

force  P,  qui  suffit  pour  la  d^ferminer,  parce  que  P  rz .     II  est  en  raison 

compos^e   de  Tespace   parcouru  h,  et  de  I^  masse   acc^ler^e  M;    il  est   donc 

proportionnel  k  -ce  qu*on  appelle  quantite  du  moiwement,    Ainsi  les  forces  m^- 

caniques  sont  proportionnelles  au  produit  de  la  masse  par  sa  vitesse,    ou  au 

mouvement   produil:    c'est  par  cette    raison  qu'on  les  appclle   forces  motnccs 

qui,  dans  un  pareil  cas,  ne  sont  pas  diOTerentes  des  forces  absolues,  ou  plut6t, 

qui  leur  sont   proportionnelles.     Mais    quand  on  veut  appliquer  ces  diffi^ren- 

tes  denominations  aux  forces  centrales,    il  se  pr^sente  une  difT^rence  impor- 

tante.    Alors  P  n^est  plus  une  quantit^  constante:  la  quantit^  du  mouvemeAt 

M/i,  ou  la  iorce  motrice,  est  donc  variable,   et  proportionnelle  k  la  masse; 

mais   cela  m^e  prouve,  que  P  n^est  pas  ce  que  Fon  pourrait  appeler  gran- 

deur  ab'$olue    de  la  force  centrale.    II   ne  sera  donc  pas  inutile,   d^expliquer 

le  vrai   sens  de  ces   trois    termes    de  force   absolue,    accdliratrice ,   et  motrice, 

relativement  aux  forces  centrales.  Pour  fixer  les  iddes,  j^en  ferai  Tapplication 

k  la  terre ,    -en  supposant    comme  une  chose  g^n^ralement    cohnue,    quf  la 

pesanteur  diminue  a  de  plus  grandes  distances  de  la  terre. 

§.   10.  La  pesanteur  des  corps,'ou  la  force  qui  les  pousse  vers  le  cen« 

tre  de  ia  terre,  peut  Stre  envisag^e  comme  reiTet  d^une  force  attractife,  inh^- 

rente    k  la  terre,   ainsi   que  nous   atlribuons    Tattraction   du  fer  ii  une  force 

attractive  de  Taiman,  quoique  nous  nous  trompions  peut-6tre  dans  les  deux 

cas.  Ainsi   nous  nous  reprdsentons  la  force  centrale  de  la  terrC)  independam* 

ment  des  corps  qu'elle  a(tirc:    nous   devons  donc  attribuer  k  cette  force  ab- 

straite   une    certaine  intensit^,   susceptible   d'augmentation   et  de  diminution, 

sans   songer  k  ses  relations    k  d^autres  corps,    ainsi  qne  nous  parlons   de  la 

valeur  intrinseque  d^un  aiman,  de  sa  force  pius  ou  moins  grande,  sans  pen« 

•er  ii  une  certaine  masse   de  fer,   attir6e  par  lui  k  une  certaine    distance: 


\ 
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c^est  sous  ce  rapport  que  nous  disons,  que  le  soleil  ou.  Jupiter  a  une  forc* 
attractive,  plus  grande  que  celle  de  la  terre.  Cette  manifere  d^envisager  les 
forces  donne  leur  quafitit^  absoluc:  elle  est  ind^pendante  des  corps  ^trangers. 
Mais  chaque  eifet  individuel  qu'elle  produit,  d^pend  non-seulement  de  la 
masse  sur  laquelle  elle  agit^  mais  aussi  des  circonstances ,  dans  lesquelles 
cette  masse  se  4rouve  r^Iativement  au  centre  de  la  farce  absolue.  La  masse 
donne  la  quantit^  moirice  de  la  force,  les  circonstances  d^terminent  la  quan* 
iii6  acGeUrotrice^  II  est  certaiUt  que  la  force  attractive  de  la  terre  pourrait 
itre  renforc^e,eQ  augmentant  la  masse  dont  elle  est  compos^e;  oa  ne  disconvien* 
dra  pas  noa  ptus^  qu^un  corps  k  la  mdme  distance  serait  altir^  pJus  ou  moins 
fort ,  s^il  ^tail  transporl^  k  une  autre  planfete,  ou  sHI  appartenait  h.  un  autre 
monde,  tonstruit  suivant  les  mdmea  loiS|  mais  d^aprfes  une  autre  ^chelle. 
Cette  intensit6  n^appartient  pas^  pour  ainsi  dire,  au  droU  naiurcl,^  mais  au  droit 
posiiif' de  la  naturej  elle  e&t  une  de  ces  quantit^s  absolues,  arbitraires,  ou 
donn^esi  auxquelles  la  solution  de  chaque  probl^me  de  math^matiques  con- 
duit  finalement,^  et  lesqueliesj  aprfes  la  solution,  doivent  £tre  d^termin^es 
par  des  o^bservationsi  sans  avoir  aucune  influence  sur  la  solution  m^e.  Des  rai» 
sonnemens  a  priori  ne*  peuvent  les  d^couvrir:  c'est  ici  que  la  philosophie 
^naturelie  finit,.  et  que  la  r^v^lation  commencei  c^est  ici  quUI  faut  ouvrir  le 
code  ^crii  de  la  nature,  et  croire  aux  sens.oii  la  raison  ne  suffit  plus.  Quand- 
m6me  nous  serions  enti^rement  convaincus  de  la  n^cessit^  des  lois  du  mou» 
vement  et  du  rapport  dans  lequel  ies  forces  centrales  changent  avec  la  dis- 
tance^  de  sorte  que  le  monde  ne  pourrait  exister  sans  ces  loisj  nous  ne 
pourrions  pas  disconvenir^  qu^un  autre  monde  serait  ^^alemei^t  possible,  dans 
lequel,  avec  les  mdmes  lois^  une  autre  d^terminalion  des  quantil^s  absolues^ 
une  autre  dchelle  aurait  ele  adopleej  dans  lequel  ia  m^me  disposition  des 
corps  cdlestes  aurait  ^t^  ob^^rv^e,  leur  grandeur,  distance„  etc.  ^tant  chang6es 
dans  un  rapport  ronstantj[  dans  let^uel  la  pesanteur  serait,  conime  dans  le 
ndtre,  en  raison.  inverse  du  cari^  des  distances,  mais  les  corps  k  la  surface 
da  la  terre  parcoui  raient  en  une  seconde„  3o  pieds  ou  tel  autre  espace,  au 
lieu  de  i5  pieds.  Mais  le  grand  arckitecte  de  Tunivers  a  dioisi  r^chelle 
actuellej  nous  devons  croire  q.ue  c^est  le  meilleur^  lui  seul  saii  pour^uoi.  Cetl^ 
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intensit4^  ou  cette  quanlit^  arbitraire  de  la  pesanteur  (parce  qiie  nous  en 
ignorons  ta  raison),  ^ui  est  d^termin^e  ensorte  que  tous  les  corps  a  la  sur- 
face  d*une  sphere  dont  la*  densil^  et  la  grandenr  sont  6gales  k  celles  de  la 
terre,  parcourent  3,6S622  mfelies  eu  une  secbndej  c^est  ce  que  Ton  appelle 
quantitd  ahsolue  de  la  force  centrale. 

Cette  force  communiqule  a  tous  les  corps,  grands  ou  petits,  une  acc^- 
l^ration  de  3,6j622  mistres,  lorsqu^ils  se  trouvent  a  la  surface  de  la  terre; 
ii  des  distances  plus  grdncles,  celte  acc^l^ration  est  moindre,  et  le  rappovt 
dans  lequel  elle  diminue,  est  ia  grande  loi  de  la  nature,  ddcouverle  par 
Newton.  Ce  rapport  nVst  pas  arbitraire»  mais  une  loi  de  la  nature,  laquel- 
le,  quoiquo  nous  en  ignorions  la  raison,  n'At  pas  moins  n^cessaire.  L'acc^" 
l^ration  k  une  distance  donn^e  d^pend  ^  la  fois,  de  la  force  absolue,  et.  de 
la  distance  suivant  cette  loi:  elle  est  reffet  de  la  force  absolue,  modiii^  par 
la  distance:  ainsi  la  force  absolue,  quoique  constante,  produit  des  tSeis  qui 
iont  difiiSrens  d^apr^s  les  circonstances.  Supposons  qu^un  cprps,  k  une  dis* 
tance  double,  spit  acc^l^r^  quatre  fois  moins:  alors,  comme  on  appelie  force 
tout  cequi  produit  dumouvement,  il  est  naturel,  d'attribuer  cet  effet  quatretbis 
moindre,  h  une  force  quatre  fois  plus  faible^  mais  cette  comparaison  n'a  pas 
lieu  relativement  i  la  force  absolue ,  les  circonstances  externes  n'^tant  plus 
les  mdmes..  Cette  nouvelie  force  centrale^  ou  plut6t,  cette  force  envisagie 
sous  un  autre  point  de  vue,  est  donc  proportionnelle  k  Pacc^l^ration  ou  k 
la  vitesse  qu^elle  communique  aux  corps|  c'est  pour  cela*qu'on  Tappelle  quan» 
lil^  acc^ierafrice  de   la  force  centrale. 

L'acc^l6ration  consiste  k  mettre  une  masse  en  mouvement:  le  mouve* 
menti  ou  Teffet  qu'elle  produit,  est  d^autant  plus  grand,  que  la  vitesse  et  la 
masse.  sont  plus  grandes.  La  quantit^  qui  est  mesur^e  par  cet  effet  complet, 
est  appel^e  quantit^  motrice  de  la  force  centrale:  elle  est  donc  propoition- 
nelle  au  produit  de  la  vitesse  par  la  masse  acc^I^r^e.  Elle  est  ce  que  1*00 
nomme  le  poids  d'un  corps,  tant*  qu^il  est  en  repos,  ou  la  yiolence  du  choc 
qu'il  donne  en  tombant.  C^est,  pour  ainsi  dire,  la  force  qui  a  pass^  du 
corps  central  au  mobile:  car  la  pression  ^u  le  poids  des  corps  est  aussi 
regard6  comme  une  force  inh^rente  it  ces  corps,  parce   qu^il  peut  produire 
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Lois  generales   du   mouvement.      • 

§.  la.  1-J^xplication  donnie  plu«  liaul  (§.  3.  ^Oi  d^apr&s  laquellecha- 
que  force  est  envisagiie  comme  ^tant  compos^e  d^une  infinit^  d^impuUions, 
r^il^r^es  suivant  la  loi  de  continuit^,  est  tr^s-propre  a  d^duire  les  lois  du 
aaouvement  d\ine  simple  application  de  la  loi  d'inertie.  Uintensit^  ou  refTet 
d^un  choc  ne  peut  6tre  d^termin^,  ni  par  Tespace  seul  que  le  corps  parcour- 
ra,  apres  avoir  iii  frapp^,  ni  par  le  tems  seul  peudant  lequel  il  continu^ra 
8on  mouvement,  parce  que  Tun  et  Tautre  croit  ^  infini  suivant  la  loi  dlnertie. 
Mais  Ahs  que  le  tems  est  connu ,  dans  lequel  le  mobile  p^rcourt  un  certain 
espace,  Tintensitd  du  choc  est  d^termin^e,  en  supposant  que,  pendant  cetema, 
le  mobiie  n'a  ^prouv^  auc^ae  nouvelle  impulsion.  II  est  donc  clair,  queles. 
chocs  et  les  Forces  ne  peuvent  £tre  mesiir^s  que  par  la  combinaison  du 
tems  et  de  Tespace:  c*est  ainsi  que  s.'est  d^velopp^e  une  nouvelle  notion,  la 
relalion  cntre  le  tems  et  Tespace,  ou  la  uH^sc.  L'espace  parcouru  dans  un 
certain  tems^  ou  la  vifcsse  engendr^e,  Foumit  donc  la  m^surie  d'une  impulsion; 
et  on  verra  ais^mrnt,  qu'il  est  iadiffiSrent,  si.Pon  prend  le  tems  grand  ou 
petit,  pourvu  qu^on  soit  certain  que  Tespace  parcouru  dans  ce  teirs  est  i*^ffet 
de  la  seule  impulsion,  qui  doit  6tre  d^termin^e.  Si  le  mobile  a  ^prouv^ 
successivement  plusieurs  chocs,  il  faut  que  Tespace  qui  servira  k  d^terminer 
le  premier  choc,  n'appartienne  pas  k  un  tems,  plus  grand  que  rintervalle 
entre  le  premier  et  le  second  cjioc:  d^oii  il  suit  que  le  tems  qui,  par  sa 
comparaison  avec  Tespace  parcouru,  servira  k  dAerminer  la  vitesse  engendr^ei 
et  par-Ik  Fintensit^  du  choc,  doit  6tre  d'autant  plus  petit,  que  les  chocs  sesuc- 
.  G^dent  plus  rapidcment.    La  mftme  pr^caution  esl  n6cessaire,  si  le  choc  qui 
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doii  ^tre  d^termin^,  nW  pas  le  premier:  dans  un  pareil  cas,  il  faat.s^parer 
la  yitesse  aprfes  1e  deraier  choc,  de  celle  que  le  mobile  avait  d^jk  acquisa 
par  les  chocs  pr^cddeas;  le  rdsiduv,  ou  raccroissement  de  la  vitessei  d^terini* 
nera  seul  le  dernier  choc,  au  Ireu  que  la  vilesse  totale  que  le  mobile  a  apr^  le 
dernier  choc,  depend  de  la  somme  de  tous  les  chocs  qu^il  a  ^prouv^s.  Nom- 
mant  doncp,  p',  p'%  elc.  les  diffiirentes  impulsions  que  le  mobile  ^prouve,  c,  c,  d% 
etc«  ses  vitesses  apr&s  la  premicre,  la  scconde,  la  troisifefne  impulsion;  on  aura 

'  pz:z\c,    p  -^ p^zzXc,    />  4-p'+p"  =  Xc",     etc. 

X  etant  un  coefficient  constant  qui  sera  A^termin^  par  ia  mesure  dont  on  se  ser« 

vira.  II  en  suit  p'ii:X(c' — c),  p^^~\{g'  —  tf),  elc.  ou  en  nommant  c  la  vitesse 

donnee  par  le  premiir  choc,  et  ^c,  A^c,   etc.  les  nouveaux  accroissemens, 

pz=:\c,    pzzXAc,    p^-rnX^^c,    et    ^4-p'^p''zi:X  (c  + Ac-|- a'o). 

$.    i3.  Si   tous   les  chocs   ne   sont   pas  seulement   d^une   force  ^gale, 

mais  succ^dent  aussi  Tun  k  Tautre  k  des  intervalles   ^gaux,    le  nombre  des 

chocSy    et  la  somme  des.vitesses  engefidr^es,    seront  proportionnels  au  tems. 

Nommant  r  rintervalle  entre   deux  chocs  successifs,  au  bout  du  tems  nr  la 

nombre  des  chocs  sera  —n,  et  leur  force  combin^e,  p -^p^ -[-p'^ -f-. ..  •  =:: 

X  (c-j-^c -^- a'c-}- •  •  0»    ''"°®  ®*  Taulre  do   ces  deux  s6ries   renfermant  n 

termes.    Or    par  hypothese  on  ^Lp—p^-zzip",    etc.  et  czn  i^czz,  ^ c,   elc. 

parce  que  les  ^itesses  sont  proportionnelles  aux  chocs  (J.  1 2.),  donc p -Hp'+p'V. ^ . 

zznp,  c-f- Ac-4- a'c-|---'=«c'  d'oii  il  suit  que  la  somme  de  tous  les  chocs 

est  npzzi\nc;  et  la  vitesse  totale  nc  est  proportionnelle  au  tems  nr.  Nom-* 

mant  donc  /  le  tems  entier  qui  s^est  ^could,  pendant  que  les  impulsions  ont 

M  donnees,    et  v  la  vitesse  finale^   on  aura  tzznr^    donc  nzz-  ,  et  0;=:: 

nczzi  —•  —  :—  •    Dans   cette  expression  X  et  r  sont  des  quantit^s  conslan- 
A  A  r 

tes  qui  d^peiident    de  la  mesure  adopt^e;  p  est  Tintensit^  de  chaque  choc^ 
qui   par  hypothbse    est  constante:    donc   la  vitesse   v  est  proportionnelle   au 
tems  t,  pendant  lequel  les  chocs  Ont  agi.    ^ 
^  Si  fon  suppose  que  les  chocs  succ&dent  Tun  a  Tautre  avec  une  rapi- 

ditd  infinie,  il  cn  resulte  ce  quon  appciie  yorce;  elle  sera  constante,   si  tou«* 
\tes  les  impulsions  p  sont  egales.     LMntervalie   r  entre  deux  impulsions  sera 
alors  infiniment  petit,  mais  tous  les  instans  r  seront  ^gauic,  par  hypothfese: 


\ 


•   *, 


• 
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T  6t  p  Bonl  donc  des  qu&ntit^s  constante^i  et  la  vitesse  v—^  proportionnelte 
au  tems  t,  comme  ci-dessus.  Cest  la  proposition  d^couvecte  par  Galilde,  sur 
laquelle  se  fonde  toute  la  th^orie  des  forces  constantes;  elle  esl^  comme  noui 
venons  de  voir,  une  suite  n^cessaire  de  la  loi  de  continuit^,  ou  de  la  d^- 
finition  des  forces,  d^api^s  laquelle  leur  action  est  non-inferrompue.  Deux 
chocs  sont  ^gaux,  qui  communiquent  k  un  mobile  la  m^me  vitesse,  ou  qui 
kii  font  parcourir  des  espaces  ^gaux  en  tems  ^gaux:  ^tanl  combines,  ils  lui 
donneront  une  vitesse  double,  soit  qu*ils  arrivent  en  menie  tenis  ou  successi- 
Tement;  et  en  g^n^ral,  la  somme  des  vitesses  engendrecs  est  proportionnelle 
au  nombre  des  impulsions  ^galeSi  simultan^es  ou  successives.  Si  les  impul- 
sions  succfedent  imniddiatement  Tune  k  Tautre,  leur  nombre  sera  n^cessairement 
proportionnel  au  tems:  d^oii  il  suit,  que  la  vitesse  imprim^e  par  une  Jorce  con" 
stante  est  proporiionncVe  au  icms, 

Dans  la  formule  v~^^  r  est  une  quantit^  infinimcnt  petile:  en 
oons^quence,  /  et  X  ^tant  dcs  quantites  finies,  i;  serait  infinie,  si  p  n^^tait 
en  m^me  tems  infiniment  petit:  cela  veut  dire,  que  la  vitesse  (i;.)/  imprim^e 
par  un  nombre  infini  de  chocs  [-^jt  serait  infiuie,  si  chaque  choc  (p)  n*^tait 
infiniment  petit;  ce  qui  est  d^ailleurs  dvident.  II  suit  encore  de  c—^^ 
que  la  vitesse,  communiquje  par  un  seul  cYioc  ou  dans  un  instant,  est  infi* 
aiment  petite.  Les  quantitds  r  et  t,  dont  Tune  est  constante,  Tautre  varia* 
ble,  d^pendent  de  la  mesure  arbitrairo  du  tems;  et  rinteusil6  des  impulsioni 
p  d^termine  la  quantite  acc^l^ratrice  de  la  force,  ou  lui  est  proportionnelle. 

Kommant   donc   P  la  force  acc^liratrice,  ^  est  une  quantit6*conslante,  finiei 

P  ^ 
et  proportionnelle  a  P:  supposant  donc  —  =:iu.P,   fx  ^lant  un  coefficient  con- 

atant,  on  aura  vrz:^  Vt,  ou  meitaul  X  au  lieu  de— ,  v  =  XP/;  oii  il  faut 

encore  d^terminer  la  consLante  X. 

J.   i4-  Si  la  force  P  est  lariahle,  sans  changer  cependant  brusquement, 

mais  par  des  nuances  insensibles,  suivant  la  loi  de  continuitd;   on  peut  sup- 

poser  que,  dans   chaque  instant,    elle  est  d'une  grandeur  d^lermin^e  qui  ne 

change  pas  pendant  un  tems  infiriment  petil,  cVsi-a-dire,  on  peut  Tenvisager 

conune  une  force  corstante  pendanl  un  inlervulle  inLriment   pclit:  autrement 

tl  serait  absurde   de  vouloir  comparer   entre  elUs  dcux  ibrces  variables,   ou 

de'/dire  que  Tfi^e   fftt  plus  grande   que  Tautrc;    car  ccla    suppose  qu^on   lui 

s 
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«tlribue,  dans  un  instant  donn^,  une  grandeur  d^termin^e  qu^elle  c^nserr^ 
invariablement  pendant  un  tems,  quelque  petit  quMI  soit,  parce  qu^aucun 
efiet  pbysique  n^est  possible  sans  une  dur^e  quelconque.  Tout  ce  qui  a  ^t^ 
prouv6  relativement  aux  forces  constantes  ($•  i3.),.8era  donc  applicable  auk 
forces  variables,  si  t  est  un  tems  infiniment  petit.  LMquation  v— XP/(§.  i3.), 
appliqu^e  k  ce  cas,  nous  apprend  donc  ta  proposition  suivante:  U  vitesse, 
communiqn^e  par  une  force  variable  dans  un  tems  infiniment  pelH,  est  pro- 
portionnelle  au  produit  de  la  quantit^  acc^i^ratrice  que  la  force  avait  dahs 
cet  ihstant,  par  le  tems  infiniment  pelitj  I9  premier  facteur  d^terminant  l^in- 
tensiti,  ei  le  second  le  nombre  des  chocs.  Cest  une  suife'  ^vidente  de  la 
loi  Ae  continuiid,  sur  laquelle  sont  fond^es  les  grandes  dddonvertes  de  la 
gdom6trie  mpderne.  Une  courbe  quelconque  a,  dans  chaque  point,  une  di- 
rection  d^termin^e,  suivant  laquelle  elle  d^crit  un  arc  infii^iment  petit;  un 
mobile  quelconque  a  ^galement,  dans  chaque  point.  une  vitesse  d^termin^e, 
avec  laquelle  il  d^crit  uniform^ment  une  portion  infiniment  petite  de  sa 
route:  une  force  variable  quelconque  aura  donc  aussi,  dans  chaque  instant, 
une  grandeur  d^termin^e,  avec  laquelle  elle  agit,  pendant  cet  instant,  comine 
une  force  constante.  Cest  uniquement  par  cette  maniisre  de  se  reprdsenter 
les  choses,  qu^il  nous  est  possible  de*comparer  les  forces  variables  entre 
elles  ou  avecdes  forces  constantes,  ou  de  supposer  Tune  plus  grande  que 
rautre:  car  une  force  variable  pouvant  successivement  devenir  plus  ou  moins 
grande  qu'une  force  quelconque,  elle  ne  peut  ^tre  cqmparde  avec  d'autres, 
k  nioins  qu^on  ne  borne  la  comparaison  k  un  certain  instant,  et  que  Von 
suppose  quVUe  a,  dans  cet  instant,  une  valeur  dt^termin^e  et  invariable.  Si 
Ton  exprime  la  vitesse  d^un  mobile  par  la  direction  d^unc  ligne  droite,  qui 
sera  alteree  par  cLaque  impulsion,  ensorte  que  la  nouvelle  direction  fait  avec 
la  pr^ccdenie  un  angle  plus  grand  enraison  de  la  violcnce  du  chpc;  les 
chocs  proprement  dits  formeront  une  ligne  bris6e,  les  forces  constantes  un 
cercle,  et  les  forces  variablea  une  courbe  quelconque,  dont  la  courbure  dd- 
terminera  ia  loi,  suivant  laquelle  la  force  change.  De  mdme  que  le  g6omb» 
tre  regarde  les  arcs  inGniment  petits  d^une  courbe,  comme  des  arcs  circulai- 
res  d'un  rayon  d^termin^,  qu'on  appelle  le  rayon  de  courbure;  de  mhme  ou 
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est  n^cessiW  ici,  k  consid^rer  les  forces  variables  comme  eonstantes  pendaat 
vn  tems  infiniment  petit» 

Dans  l'^quation  pr^c^dente,  v  —  Wi^  t  est  donc  un  tems  infiniment 
pelit,  et  V  n^est  plus  la  vitesse  elle-mSme^  qui  est  Teffet  de  toua  les  ^taie 
prec6dens  de  la  force  P,  mais  Taccroissement  de  la  yitesse,.  acquis  dans  le 
tems  infiniment  petit,  pendant  lequel  \df  force  est  consid^r^e  comme  constante 
($.  12.):  il  faut  dohc  substituer  dt  et  di;  au  Ueu  de  t  et  v,  c%  q^ui  donneiflL 
pour  les  forces  variables  P»  cette  dquation^ 

dv  =  xpa/. 

II  est  ^vident  que  X  a  icL  la  mdme  valeuc,  que  relativement  aux  forces  con-- 

stantes,   parce  que   X  est   entre   dans  le   calcol  par   la  supposilion,    que  les 

.  ^rces  variables  agissent  commo'  les  constantes.  Pour  s^en  convaincre  entiere» 

meut,  on   n^a  qu^^l  intigrer  la   dernii^re  ^quation,.  en  supposant  P  constante;^ 

alors  elie  ^oit  donner  la  mftme  ^uatioa  qjue  colle  que  nous  avons  trouv^e 

pour   les  lorces.  constantes..    Qr  cet   iotegral   donne   i;=:XP/^    ce  qui  etant 

compar^    k  U  derniere  ^quation  du  §.  i3y.    prouve   q^ue  X  indique  la  mdn9 

^uantit^  dans  les  deux  cas.. 

^  $•   i5.  Tout  ce  que  nous  yeiioqs  dle  dire  des  forces  rariables,  est  aussi. 

applicable  k.  la  vitesse.  Un  corps,  accelere  pac  dcs  forces  quelconques,.  chan- 

ge  de  vitesse  coatinuellement.     II    faat  cependant  que,^  dans  chaque    instant, 

il  ait  une  vitesse  d^terminee,  avec  laquelle  il   decrira  uniform^ment  une  por- 

tion   infiniment  petite  de  sa  roule;  parce  qu^autrement  il  serait  alj>surde  d'at« 

iribuer  a  un  mobile  une  vitesse  plus  grande  qu'a  un  autre.     Le  mobile  aui^ 

donc,  aprfes  avoir  parcouru  une  poriion  s  de  sa  roule,.   une  certaine  vitesse 

\j  avec  la^uelle  it  decrixa  uniforiucment  le  petit  arc  cuqs^cutir  ^s,  pendant  la 

tems  d/.     Le    mouvemont  etant   uniforme    peadant  d^  et  d^^    les    vitesses  v 

sont  en  raison   directe    des   espaces  parcourus    ds,    et  en   raison   inverse  du 

d  S 

tems  dt,  ou  comme  •--.  Nommant  donc  S  Tespace^  parconru  dans  le  tems 
T  avec    la   vitesse   C,    on   aura   C:i;::  — i — ,  ou  i;:iz— -•  — .    Sait.C  la 

1l      dt  S        6t 

yitesse  par  laquetle  toutes  les  vitesses  seronl  mesuries,  eiisorte  que  C~ij 
kl  pst  naturel  dc  prendre  pour  unile  de  vitesse,  celie  avec  laqucile  un  es- 
j^ace  =1  est  parcouru  dans.  le  tcms.  rz  i ,.  ou  ce  qui  revicnt  aa  ni^me^  de 
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prendre  en  m^me  tems  S  pour  unit^  de  dislance^  et  T  pour  unit^  de  tems. 
On  a  dionc  C=::i,  Si^i^  T=  i»  d'ou  ii  3uit 

''  =  rr 

Mais  n  ne  uut  pas  oubtier  que  te  propre  sens  de  oette  ^quation  est  la 
proportion,  v:C:.'— -  :  —-,  car  ds  et  d/ sont  des  quantit^s  h^t^rogbnes.  On 
se  rappellera  que  nous  avons  toujours  suppos^,  que  le  tems  est  partagd  en  por« 
tions  ^gales  ($.  i3.))  ovr  que  dt  est  constant.  Ceia  pose,  la  dilTiSrentiation  de^ 
la  dernife^re  ^quation  donnera  dvz=:— — ,  ce  qui  ^tant  compar^  ayec  r^quation 
dvzn^PBt  (^.  14.)]»  donnera 

dds  =  \FdtK 
5.  \6.  Pour  d^terminer  Fa  constante  X,  on  pourrait  employer  chaque 
force  connue,  quand  mSme  eTIe  seraif  variai^le.  Mais  dans  ce  dernier  cas,  il 
faudrait  en  m6me  tems  indiquer  le  tems,  pendanl  leqUet  la  Torce  a  op^r^,  et^ 
connaitr&  ia  lof,  suivant  iaquelte  elFe  d^pend  du  fems,  parce  qu^  sans  cela 
sa  grandeur  ne  serait  point  d^termin^e.  II  est  donc  naturel ,  de  choisir  une 
force  consfante^  et  particulferement  celle  que  nous  connaissons  te  mieux,  parce 
^e  nous  ressentoas  coalinuellement  ses  eflets:  cVst  fa  pesanteur  k  la  surtace 
de  la  ferre.  II  esf  vra^f,  rigoureusement  parlanf,  que  cetfe  force  varie  avec  liat 
distance,  ainsi  que  toutes  les  tbrces  centrales;  mais  les  observations  quf  servent 
i,  ddterminer  X,  sonf  iaites  a  fa  suriace  meme,  et  la  chute  des  corps,  ou  les 
oscillatfons  du  pBnduie,  changent  la  distance  au  centre  de  la  ferre  si  insensi^ 
blementy  que  la  pesanteur  peut  eftre  regard^e  ici  comme  une  Torce  constante* 
Comme  on  a  done,  en  g^n^ral  pour  toutes  les  forces,  vzn  —  (§.  i5.)  et  re- 
lativement  aux  forces  constantes,  'u=XP/  [^,  i3.),  il  en  r^sulte  dszzXPtdt, 
lonf  rint^gral  est  5~  —  Ptt;  d*bik  it  suit  que  tes  espaccs  parcourus  par  les 
torps  graves ,  et  en  g^mrul  en  vertu  cTunc  Jhrce  consfar^te ,  sont  en  raison  dur 
earr^  dU  tems,  La  mesure  du  tems  ^tanf  arbitraire,  X  peut  recevohr  diir(§ren>»' 
tes  valeurs.  On  est  convenu  de  prendre  pour.unit^  la  plus  petite  partie  dis 
tems,  que  nos  pendules  marquenf  distfnctement,  c*est  la  seconde.  Faisant  donc 
tziziy  s  sera  Tespace  paironru  en  uiie  seconde,  zz:g  [§.  8.),  et  TequatioiL 
j  nr  *-  Ptt  deviendra  g  =  -^  P,  Si  Ton  prend  la  pcsaiiteur  pour  mesure  dcs  for^ 
ces,  P  sera  =:  i^  et  Xzz:2^  =  7,  ii  ...metres.     On  a  doac,,  relalivement  ii^  lik 
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pesanteur,  v  — ag/  (§•  i3.),  szzgtl,  donc  v^zzi/^gs,  s—  —  .    Cetle  haufeur 

4  ^ 
5,  dont  un  corps  dcil  6tre  tomb^,    pour  acqu^rir  la  vitesse  'v ,  est  appel^e  1* 

hauteur  due  a  la  vitesse. 

§.   17.  Maintenont  les  ^quafions  difTi^rentiellcs,  sur  lesquclles  se  fondent 

touies   les  recherches    de  m^caniquei    sont  r^duites  k  des   nonibres  connus; 

et    il  sera    bon   de   les    rassemblcr  ici.     Prenant  la  pesanteur  pour  unit6  de 

force,  la  seconde  pour  unitd  de  tems,  et  le  m^tre  pour  mesure  des  distan* 

ces,    la  vitesse  avec  laquelle  un  mobile  parcourt  un  mStre  en  une  secondt 

sera  runil^    de  vitesse,   ^  =  3,60622,    et  en  nommant  P  une  force  acc^l^ra* 

trice    quelconque  par  rapport  a  la  pesanteur,    5  et  1;  le  nombre    de  m^tres 

qu^elle  fait  parcourir  auz   corps  en  /  secondes  et  en  une  seconde,    au  bout 

du   tems   t,  ^v   sera  la  vilesse  engendr^e  dans  le  tems  t,   et  nous  aurons  les 

^qiiations  suivanles  (§.   i5.): 

^  s 
I.  V—-    ;        a.  dds  —  dvdt;       3.  dv  —  !igVdt;       4*  39^— a^P3/*. 
0  t 

La  dernifere  de  ces  ^quafions  est  celle,  dont  on  fait  le  pius  fr^quent  usage 
dans  rastronomie  physique:  c^est  k  rapplication  et  k  Tint^gration  de  cette 
^quation,  que  nous  devons  les  grandes  d^couvertes,  faites  dans  cette  science. 
Je  ferai  ,  relativement  k  cette  ^quation,  une  observation  qu^il  ne  faut 
pas  oublier. 

U^l^ment  dd^,  ou  Tespace  que  1e  mobile  d6crit  dans  1e  second  in- 
stant  dt  qui  succbde  au  tems  t,  nest  pas  reflet  de  Tinertie,  mais  de  rac- 
tion  continu^e  de  la  force  P;  ce  qui  est  ^vident  par  Tequation  4*  ^^ 
335~o,  si  P  n:o.  En  ellet,  si  le  mobile  n^esl  soUicit^  par  aucune  force, 
son  mouvemcnt,  du  k  rinertie  seule,  sera  imiforme:  nommant  donc  ds,  dsf, 
f)s*',  etc.  les  espaces  parcourus  dnns  le  premier,  SQcond,  troisieme,  instant 
dt,  on  aura  ds—ds^znds",  donc  d/ — ds—dds  —  o.  Supposons  maintenant 
qu^une  force  agisse  sur  le  mobile  suivant  la  direction  de  son  mouvement; 
alors  il  est  clair  que  ds'^ds',  ds^  "^  ds',  etc.  et  ces  accroissemens  dea 
premiferes  clifferjentielles,  ou  les  secondes  diffdrentielles  ds'  —  ds  ~dds  sont 
^gales  a  i^gVdt'^.  Mais  quoique  dds  soit  Teffet  de  Taction  seule  de  la 
force  P,  il  n'en  suit  pas,  que  la  Corce  P  ait  pouss^  imm^diatement  le  mo- 
bile  par  respace  entier  dds,  ou  que  dd5  soit  Tespace  que  la  force  P  e&t 
fait   parcourir  a  un  corps  en  rcpos,  dans  le  premier  instant  dt:    cela  n'est 
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▼rai  que  dans  1e  cas,  ou  d/  est  le  premier  instant,  ou  t~o,  Suppo^ons 
que  le  mobile  ait  acquis^  en  vertu  de  son  mouvement  pendant  lo  tems  t, 
la  vitesse  v:  il  parcourrait  dans  le  premier  instant  suivant  df,  i^espace  vd/, 
en  vertu  de  Tinertie  seule;  ^tanl  donc  sdllicit^  par  la  force  P,  il  parcourra 
iin«espace  ds  pliis  grand  que  vdf;  supposons  3^  iz:  rd/ -|~  3oj,  dw  elanl  IV- 
apace  parcouru  en  vertu  de  la  force  P.  Mais  ce  n^est  pas  le  seul  etfet  de 
la  force  P:  elle  a  encore  angir.ent^  la  vitesse  v,  durant  finstant  dt,  ensoile  . 
qu'au  ^out  du  tems  / -f- d/,  le  mobile  aura  la  vitesse  v-f-^',  avec  laquelle 
il  d^crirait  dans  le  second  ins?ant  Bt^,  eti  vertu  de  Tinerlie  seule,  un  espacc 
d/  plus  giaud  que  d^  ~i;3/ -f- 3(o;  savoir  ds'  ~  ds  -^-  ^dt.  Oulre  cela,  lu 
force  Jui  fera  parcouiir,  dans  Tinstant  d/',  le  meme  espace  (9oj,  que  dans 
rinstant  d(:  on  aura  donc  ds^zzds-^dw-f-i^dt,  et  ds^ — ds  ou  dds—d^-^-j^dt^ 
i^oik  il  suil,  que  dd^  est  plus  grand  que  Tespace  du  que  la  force  eut  fait 
parcourir  au  corps  dans  le  tems  dt,  s'il  eut  6ii  en  repos;  et  il  esl  ais^  de 
voir  que  dd^zzadb).  Prenons  pour  unit^  de  tems  une  porlion  infiniment 
petite  r,  au  lieu  dVine  seconde,  et  nommons  g  la  chute  des  corps  k  ia  sur- 
face  de  la  terre,  pendant  le  premiei  motiient  r,  ensorte  que  g  est  Tespace 
que  la  pesanteur  seule^  fait  parcourir.  Toute  autre  force  P  pouvant  dtre 
cpnsid^r^e  comme  constante  pendant  le  moment  r,  le  m^me  espace,^  relati* 
vement  b  cette  force,  que  nous  avons  appel^  dco,  sera  =:^P,  et  durant  le 
lems  dt  on  aura  dcj=^Pd/^^  parce  que  les  espaces  sont  comme  les  carr^t 
du  tems,  la  force  ^tant  constante  ($.  16.).  On  peut  s'en  convaincre  aussi 
par  le  raisonnement  suivant.  Soit  d/zn/ir:  alors  le  mobile,  pendant  le 
tems  dt,  ^prouvera  n  fois  plus  d'impuIsions,  et  la  dur^e  de  son  mouvement 
sera  n  fuis  plus  longue:  Tespace  sera  donc  n  fois  plus  grand  en  vertu  de  la 
forQe,  et  n  fois  en  vertu  de  Tinertie^  par  cons^quent  Tespace  sera  n^  foi« 
plus  grand  que  dans  le  tems  r,  donc  dui—gVdt\  Ur^-dds  etant  nayPd^* 
en  vertu  de  r^quatirn  4>  ^^  ^  Bds~^dWf  ce  qui  veut  diie,  qu^un  mobile, 
^tant  sollicit^  par  des  forces,  parcourra  dans  chaque  ihslant  un  espace,  plus 
grmnd  que  celui  parcouru  dans  rinslanl  pr^<  edent  de  meme  duree,  du  double 
de  Fespace  que  les  forces  auraient  fait  parcourir  au  mobile,  dans  le  mdme 
instant,  s^ii  avait  iii  en  repos  au   comipenreTiient  de  Taction  des  forces. 
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Lt s  for ces    centrales. 

$.  18.  JLj^essentiel   des  {brces   cpntrales  consiste   en   ce  qu^elles  sont 
constamment  dirig^es  vers  le  mSme  point,  et  qu^eiles  agis$ent  avec  la  m£me 
force  sur  chaque  mol^cule,  en  sorte  que  la  pression,  ou  la  quantit^  du  mou- 
vement  qu^elles  communiquent  k  un  corps,   est  proportionneUe   k  la  masse: 
d'ou    il  suit,    qu^elles    impriment  la  m^me  vitesse    k  tous  les  corps  qui  no 
sont  difTirens  que  relativement  k  la  masse.    Si    donc   plusicurs   mobiles  s« 
meuvent  autour  du  m^me  corps  central,    la   recherche  de  leurs  orbites  oti 
des  lois  de  leur   mouvement,  est  ind^pendante  de  leurs  masses,  et  celle  du 
corps    central  n^entrera  ddns  le  catcul,   que  lorsqu^^il   s^agit  de  comparer  ces 
orbites  avec  celles  qui  sont  diicrites  autour  d^un  aulre  corps  central,  suivant 
des   lois   semblables»    Tout    depend  de  la  force   acc^l^ratrice,    ou  plutot  du 
rapport  dans  lequel  elle  varie,  c^esta-dire,  de  la.loi,  suivant  laquelle  la  force 
djpend    de  la  distance.     II   est  ais6  de  voir    que,   les  orbites    d6pendant  de 
cette  loi,   elles  ne  pourront   £tre  d^termin£es,  si  cette  loi  n^est  pas  connue. 
K^anmoins  le  mouvement  d^un  corps,  sollicit^  par  des  forces  centraies,  a  des 
propri^t^s  g^n^rates,  qui  sont  fond^ps  sur  cela  seul,  que  les  forces  sont  con- 
staihment  dirig^es  veh  le  m^me  point,  et  qui,  par  cons^quent,  auronl  Heu, 
quelle  que  soit  la  \oT  d^acc^I^ration :  ces  propri^t^s  g^n^rales,  sur  lesquelles 
.  se  fondent  les  recherches  suivantes,  sont  le  sujet  de  ce  Cliapitre. 

Comme  la  recherche  mdtaphysique  sur  la  nature  des  forces  n'a  aucun 
int^rct  pour  Tastronomie,  la  queslion  n^^est  pas  ici,  si  de  pareilles  forces, 
diiigces  vers  un  centre,  evisteni  reellement  ou  non.  II  ne  s'agit  que  de  di- 
couvrir  la  loi  gen^rale  desmouvemers  cel^stes;  et  cebut  seraatteinti  lorsqu^oa 
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petit  indiquer  une  foice  quj,  suivant  les  piincipcs  de  ia  m^canique,  produi- 
rait  les  mouveniens  qne  les  observations  indiquent,  soit  quc  la  force  r^ella 
soit  teile  que  nous  Timaginons,  ou  non.  D^s  «qu^on  aura  trouv6  que  les 
oibiles  sonl  telles,  qne  fon  peut  d^lerminer  au  dedans  de  ces  orbites,  un 
point  fixe  qui  fi^rait  d^crire  aux  corps  les  memes  orbii)?s  autour  de  lui,  sHi 
^tait  dou^  d^une  force  centrale;  on  sera  autorisii,  de  regarder  cette  force 
centrale  comme  la  veritable  cause  du  mouvement,  et  ce  poiut  comme  le 
centre  des  forces.  .De  plns,  comme  Tastronomie  ne  consid^re  que  les  mou- 
vemens  relafifs  oes  corps ,  la  force  centrale  ne  subsistera  pas  moins ,  si  le 
centrc  des  forces  est  aussi  en  mouvcment,  pourvu  que  Torbite  entiere  parti- 
cipe  a  ce  mouvement:  car  alors  le  lieu  des  corps,  relativement  u  ce  centre, 
^era  chang^  pr^cisement,  comme^si  ia  force  centrale  ctait  dirig^e  vers  un 
point  Cxe.     Cette  remarque  sera  d^un  grand  usage  dans  la  suite. 

§•  19.  Lorsqu'un  point  mat^riel  M  (^Fig.  i.)  decrit  la  courbe  AMmB, 
etant  soHicil^  par  des  forces  qui  sont  constamment  ding^es  vers  le  point  C, 
la  nature  de  la  courbe  AM  sera  d^termin^e  par  les  m^tfaodes  usit^es  dans  la 
g^m^trie.  Si  Fon  mfene  par  C  une  droite  arbitraire  AB,  de  laquelle  les  angles 
ACMc=$  sefont  compt^s,  et  que  l^on  nomme  la  distance  variabjb  CMzzr; 
Vorbite  A  Vl  sera  d^termin^e  par  une  ^quation  entre  $  et  r,  et  le  mouvement 
du  point  M  sera  donn^  par  rapplication  des  ^quations  fondamentales  (§.  17.) 
aux  diir^frentielles  .de  (p  et  der.  Ayant  abaiss^  sur  AB  la  perpendiculaire  MN, 
U  force  centrale ,  dirig^e  suivant  MC,  peut  etre  d^compos^e  en  deux  au- 
tres  suivant  MN  et  NC;  et  ces  trois  forces  seront  dans  le  rapport  des  lignet 
MC,  MN,  NC,  conformiment  aux  principes  de  ia  siafigue.  Les  lois  g^i  ira- 
les  du  mouvement  doivent  ^tre  appliqu^es  k  chacune  de  ces  forces.  £n  nom- 
mant  donc  P^  M,  N,  les  forces  acceleratrices  suivant  MC,  MN,  NC,  on  aura 

P  :  M  :  N  : :  M  C  :  M  N  :  N  C  : :  i  :  sm  (J) :  cos  $. 
Soit  CN=:x,  NM— j-,  et  Parc  infiniment  petit  Mm  —  dsz=:V\Jdx^-]-dj^):  le 
point  M  ayant  donc  decrit  Farc  ds  en  vertu  de  la  force  P,  il  peut  fitre  envi- 
sagi,  comme  ayant  parcouru  les  espaces  — dx  el  dj,  en  vertu  des  forces 
N  et  M.  Mais  ces  deux  forces  ^tant  dirig^es  de  manibe  a  diminuer  les  li- 
gnes  X,  jf  il  faut  les  legarder  comme  nigatives  relalivement  a  x,  y.  L'applica- 
lion  de  T^quation  4*  (5*  '7*)  donnera  donc  ces  deux  ^quations, 
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ou  llifL£2jZ2-!i!i  =  N^  —  M «;  eladdx+>'aa^=— 2^(Nx-|-Mjr)d/».  En 

^S^^  ^lx^y y  9 x) 

substituant  MzPsincp,  NzzPcosCp,  onaura— ^^ —^ ^z:P(jcos(p— xsincp), 

et  xSdjj+j-ddjzi: — a  jrP;^xcosCp-|-jrsin$)  3/^  Mais  on  a  aussi  xzzrcos^f 

yzzr sin  $,  d'oii  il  viendra 

I.     3(j:3jr^ — jdjr)zzo,     II.     33xcos  $-{- ddjrsin  $  =  — a^P3/^ 

Les  difEirentiations  successives  de  x,  y,  donnerunt 

3a;  — 3rcos$  —  rd^sin  $,     9jr  —  drsin$-|-r3$  cos  (p, 

33x  =  d3rcos  $  —  adrdcpsin  (p  —  r3d$  sin  (p  —  rd$^cos(p, 

33jzi:33rsin  (p-4-  sdrd^cos^)  4-rdd$  cos  $  —  r3(p*sin  (p. 

En  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  jrsin^p^j^cos^ZOi  et  jrcoscp+j^sin^r:!^ 

les  ^quations  pr^c^dentes  prendront  la  forme, 

III.     a(r*a(p)  =  o;     IV,     ddr  — racp^  =  — agPd/^; 

qui  sont  les  deux  ^quations  fondamentales  pour  toutes  les  forces  centrales. 

Pour  int^grer  ces  ^quations,    il  faut  se  rappeler  que,  dans  toutes  ces    . 

formules,   T^l^ment  d/  est  suppos^  constant,  ou  que  le  tems  a  ^t^  partag^  en 

portions  ^gales  ($.  i3.)5    d'oik  il  suit  que  la  constante,  qu^il  faut  aj^uter  k  la 

difKrentielle  trouv^e  par  la  premifere  int^gration,  sera  muItipU^e  par  d/.  Cela 

pos6,  r^quation  III.  donnera 

V.   r*a(p  =  Aa^ 

A  ^tant  la  constante  arbitraire,  introduite  par  rinl^gration.    Substituant  cette 

A  d  f 
valeur  d(p= — —-  dans   T^quation  IV,  aprfes  Tavoir  multipli^e  par  adr,  elle 

a  A*  ^  r  ^  /' 

deviendra,  2drddr = ^-^gPdrdl^^zo^  d'oili  Ton  tirera  en  int^grant, 


r» 


VI.   3r^4.^^-!+4^a/YP3'-+Ba/*  =  o, 


v 


B  ^lant  une  constante  ajout^e  h  fint^grale.  Le  d^veloppement  de  Uint^gral 
/P9r^  P  itanl  variable,  suppose  que  P  esl  donni  en  fonclion  de  r,  ou  que 
Ton  connait  la  loi,  suivaut  laquelle  la  force  acc^l^ratrice  d^pend  de  la  distan- 
ce:  la  recherche  g^n^rale,  dont  nous  nous  occupons  actuellement ,  ne  peut 
donc  £tre  port^e  plus  loin.  II  est  clair,  que  T^quation  V.  qui  est  ind^pen- 
dante  de  P,  renferme  les  proprlc^tes,  communes  k  toutes  les  forces  centralea 
en  gin^ral,  et  que  T^quation  VI.  contient  celles  qui  d^pendent  de  la  loi  . 
d^acc^l^ration  d'une  eertaine  force  en  particulicr.  La  premifere  ^quation  nout 
apprend  plusieurs  v^ritds  importantes  que  nous  allons  chercher. 


v.^ 
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$.  20.  Scit  mjx  un  petit  arc  de  cercle,  d^crit  du  centre  C  et  du  rayoa 
Cmzzn  mii  sera  =/^(p,  et  r^l^ment  du  secteur  ACM  =  S  sera  le  triangle 
MCm=ir*3(p  =  3Sj  d'ou  ron  tirera,  k  Taide  de  r^quation  V,  aaS  =  A3/, 
;et  en  int^grant,  S  =  —  i:  d'ou  il  suit  que  les  aires  des  secteurs  ddcrits  autour  de  G 
(S)  soni  proporiionnelles  au  tems  (/),  ou  qu^elles  croissent  uniform^ment.  Cest 
une  des  lois  queKepler  avait  trouv^es  par  ies  observations  (II.  $.  ii8.):  elleala 
premifere  donn^  Heu  ^la  d^couverte  d'une  force  centrale  r^pandue  dans  runivers. 

Newton  qui  d^couvrit  cette  v6rit6,  eti  donna  la  d^monstration  suivante 
(').  Si  le  mobile  a  parcouru,  dans  un  instant  dt,  la  ligne  AB  {Fig.  a.)f 
k  loi  d^inertie  lui  ferait  d^crire,  dans  rinstant  suivant  dt,  la  ligne  BczrAB 
sur  la  prolongation  de  AB;  mais  la  force  centrale  suivant  BS  lui  fera  par« 
courir,  dans  le  mSme  tems,  une  ligne  B7.  Faisant  donc  cC  parall^le  et  ^gale 
Si  B7,  le  mobile  parviendra,  par  son  mouvement  compos^j  au  bout  du  tems 
d/  en  C;  de  sort^  que  les  secteurs,  d£criti  dans  les  tems  ^ux  ^i,  seront 
ASB  et  BSC.  Les  aires  destriangles  ASB,  BSc^  ayant  la  mSme  base  ABrBc^ 
et  le  mfime  sommet  S,  sont  jgales,  ainsi  que  celles  des  triangles  BSc^  BSC, 
parce  qu^ils  ont  une  base  commune  BS,  et  que  leurs  sommets  sont  situ^s 
dans  la  ligne  cC,  parallMe  k  la  base.  II  s*en  suit,  queles  triangles  ASB,  BSC, 
sont  aussi  ^gaux:  donc  les  ^l^mens  des  surfaces  des  secteurs  sont  ^gaux  en  temi 
^gaux,  donc  leurs  «nt^grales  sont  aussi  proportionnelles  au  tems.  II  est  vrai  quCi 
rigoureusement  parlant,  Bc  n'est  pas  6gal  k  AB,  leur  diflerence  dtant  ce  que 
nous  avons  appel^  ($.  17.)  dds  —  dojizdoj.  Mais  comme  c^est  une  diiKren- 
tielle  du  second  ordre,  elle  s'^vanouit  par  rapport  aux  diffdrentielles  du  premier 
ordre  AB,  Bc^  conform^ment  aux  premiers  principes  du   calcul  ditT^rpntiel. 

$.  21.  On  peut  d^duire  de  r^quation   V.  encore  une  autre  v^riie  im- 

portnnte.  Soit  {Fig.  i.)  CT  perpendiculaire  k  la  tangente  de  la  courbe  MP: 

les  triangles  CMT,  /7tMfji,  aj^ant  ie  mdme  angle  en  M,  et  des  angles  droits 

en  T  et  en  /x,  seront  semblables.    Faisant   donc  pour  abr^ger,  CTnii^  on 

aura  r:u  : :  Mm  :  mix  ::  d^;  rdCl).  ou  3^= ^.   Substituant  donc  ds~vdt 

^  A 

(5-   17    n.  I.)  et  r^dcprzAd/  (§.   19.  V.),   il  viendra  vzz— ,   ce    qui    veut 
dire,    que   dans   toutes   les  courbes,    d^crifes    en  vertu    d'une  force  centrale 

(T)  Prino.  PhiL  Nat.  Maih.  Uh.  I.  §.  53. 
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quelconque,  les  ^uiesses  {y  >  sonf  en  rfiUon  injHTsc  (les  porpondiculi.^rcs  {li),  menees 
du  cenfre  dcs  forces  d  la  kwgenle  (Vo} .  I.  §.  267  J.  II  en  sull  encore ,  <jue 
les  vitesses  angulaires  sv  sont  en  misoti  ini^crse  du  carre  des  disfances  r.  Ert 
eSely  on  a  v  =  —  .  w  —  —  *  uonc  viw:id.s:d^:ir  lu,  ou  w—  —  —  — ^ 
§.  22.  Ces  deux  propriet^s  ne  sont  pas  seulement  communes  a  toutes. 
les  forces  centrales,  mais  ces  forces  sonl  les  seules,  qui  puissent  produire  un 
mouvement  *  ciaiis  lequel  ces  propri^t^s  ont  lieu.  Ln  efiet,  si  Taire  S  est 
propoftionnelle  au  lems  t,  ou  Sii:^,A/,  on  aura  3S:niAd/,  et  ddS  —  o^  ou 
d(r^d(p)i=:o.  On  trouve  le  mSme  r^sultat  par  la  supposition^  que  la  perpen- 
diculaire  ii  la  tangenle  est  en  raison  inverse  de  la  vitesse,  ou  u— —.:  cav 
u  ^tant  —  — -—  i§.  21.)  et  v=  -- ,   on  en  tirera  r^d(^—Adt,  d'ou   ii  suit 

a  S  a  t 

^galement^  9(r^d(p)  — o.  Or^r^d^pz.Jcdy  —  ydx  (§.  »9*%  douc  ozd  xd/— j3j:)y 
ou  xBdj — yiddx  —  O.  Soient  JVJ',  N  ,  les  turces  accei^ralrices  suivailt  MM 
et  NC,  ou  auivant  —  j-et — x^  cela  pos^  r^qualion  4-  (§•  >70  donnera  ddj  — 
—  2j^M'd/^,  et  ddxzz —- ^^gWdt^,  Ayant  substitui  ces  v^ileurs  dans  T^qua- 
tion  xddj — yddx=Oj  on  trouvera,  en  diyisant  par  ^gdt^,  ozzN  y — M'xy 
donc  N' :  M^ ::  j:;  :  j  ::  NC  :  MN.  La  r^sultante  de  ces  deux  ibrces  est  donc 
constamment  dirigde  vers  C,  ou  une  force  centrale,*  r^sidant  en  C.  II  suit 
donc  de  la  seconde  loi  de  Kepler^  que  les  plan^ti&  sont  sollicil^es  par  une 
£orce  centrale  du  soleil^  et  toute  Tastronomie  physique  est  Cond^e  sur  ca 
th^or&me,  q^ufL.Newton  d^montra  de  la  manifere  suivante  ('). 

Si  \e  mobile  d^crit  dans  le  sccond  moment  BC  (lig»  2.),  au  lieu  de 
Bc  =  AB,  cela  doit  ^tre  refTet  d'une  force  qui  le  conduit  par  cC,^  pendant 
qu^en  vertu  de  la  loi  d^inertie  il  parcourt  Bc^  ensorto  que  la  composition 
des  forces  lui  fait  parcourir  la  diagonale  BC:  la  force  est  donc  dirig^e  sui- 
vant  cC.  Or,  les  triangles  ASB,  BSC,  ^tant  ^gaux  par  hypoth^se,  les  triangles 
BSC,  BSc^  seront  aussi  ^gaux,.  parce  que  ASB,  BSc^  ayant  la  mlme  baae 
AB  =  Bc^  sont  ^gaux.  II  suii  de  T^galit^  des  triangles  BSC,  BSc^  qu*ayant  la  m^me 
base  SB^  leurs  sommets  C,  c,  sont  situ^s  dans  une  ligne  parall^le  k  la  base:  la^ 
direction  de  la  force  cC  est  donc  jsarall^le  k  BS,  ou  elte  passe  consttimment  par  S- 
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Loi   de   la  force  centrale  du  SoleiL 

§•  23«.  Lja  d^couverte  de  la  fbrce  centrale  du  soleil,  qui  retlent  les 
planfeles  dans  leurs  orbites,  est  une  suite  si  ^vidente  des  lois  de  Kepleri 
qu^on  s.era  peut-^tre  ^tunn^  de  voir,  que  Kepler  Iui-ni£me  ne  s^en  est  pas  , 
aper^u ,  et  qu'il  s*est  ^coul^  un  sifecle^  avant  que  Newton  Ht  cette  applica- 
tion  des  lois  de  Kepler,  qui  jusqu'k  cette  ^poque  ressemblaient  k  une  pierre 
pr^cieusei  dont  on  ne  connaissait  pas  toute  la  beaut^.  On  sera  moins  ^tonn^, 
qu^nd  on  verra  que,  pour  d^duire  du  mouvement  elliptique  des  planfetes  Fa 
loi  de  raltraction  du  soleil,  ou  seulement  pour  prouver.  rexistence  d^une 
force  centrale  par  raccroissement  uniforme  des  secteurs,  Tanalyse  doit  avoir 
|ait  des  progrfes  dont  elle  6tait  bien  loin  k  Tdpoque  de  Kepler.  La  g^om^- 
trie  n^avait  pas  encore  la  perfectioni  dont  elle  a  besoin  pour  conduire  Fas- 
tronome  k  ces  grandes  d^couvertesj  et  si  la  r^forme  de  ta  g^omftrie  et  de 
rastronoipie  n'avait  pu  dtre  Touvrage  d'un  seul  homme,  il  est  possible  que 
.plusieurs  si^cles  seraient  dcoulc^s,  avant  que  le  hasurd  eut  dirigd  les  difle- 
rens  travaux  vers  le  meme  but.  Heureusement  le  dix-septifeme  sifecle  pro- 
Auisit  un  homme  q.ui  avait  asses  de  toixe,.  pour  ae  cbarger  de  cette  double 
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prbjecHori,  communiqufe  k  la  lune  au  conimencement  de  son  exi«4ence,  et 
h,  une  force  centripMe,  dirig^e  rers  la  terre,  la  m^me  que  nous  appeions 
pesahteur'  a  la  surface  de  la  terre;  sans  qu^^aucun  systeme  dc  Tancienne  phi- 
losophie  ait  profite  de  cetle  v6ril^  importante.  On  nVst  pas  moins  ^tonn^ 
de  voir,  que  Kepler  qui  connaissait  tr^s-bien  les  auteurs  classiques,  ne  s^est 
pas  npercu  de  ce  passage  qui  pouvait  lui  apprendre,  que  le  mouvement  cur* 
viligne  peut  naitre  d'une  i^is  aitractorin,  sans  qu'on  ait  besoin  de  supposer 
fibras  circulares  in  Sole  vel  tellurc,  \oyis  dans  la  nole,  ce  que  dit  Plutargue  (*). 
11  est  int^ressant  de  voir,  combien  Kepler  ^tait  pr^s  de  trouver  la 
v^ritable  loi  de  Fattraction,  dont  la  d^couverte  fut  r^servee  k  Newton,  et 
pav  quels  paralogismes  il  s'en  ^carta.  II  convient  [C/iap,  36.;  d'avoir  iii  long- 
tems  troubl6  par  robjection,  que  la  comparaison  de  la  force  du  soleil  avec 
]a  lumi&re  parait  prouver,  qu^eHe  doit  ^tre  proportionnelle  au  carrd  de  la 
distauce,  fandis  qu^^il  est  certain,  dit-il,  qu^ainsi  que  les  vitesses  des  plan^tet| 
elle  ne  peut  6tre  que  dans  le  simple  rapport  des  distances.  Pour  obvier  k 
cette  objection,  il  se  donne  beaucoup  de  peine  k  d^montrer,  qu'au  fbnd 
Taction  de  la  lumifere  est  aussi  en  raison  inverse  des  distances,  et  non  de 
leurs  carrds.  Ces  sophismes,  par  lesquels  Kepler  se  priva  du  plaisir  de  faire 
cette  d6couverte,  dont  il  ^lait  si  pr^,  et  qu'il  avait  m^me  ^nonc^e  sa^s  le 
savoir,  iStaient  bien  pardonnables  dans  un  tems,  oix  Ton  n'avait  pas  encore 
appliqu6  la  gdom^trie  aux  lois  du.  mouvement^  et  sans  6tre  iujuste /Cnvers 
Newton,  il  est  permis  de  douter  quHI  eut  fait  toutes  ces  grandes  d^couvortes 
qui  lui  ont  m^rit^  Tadmiration  et  la  reconnaissance ,  du  genre  humain,  st 
Kepler  ne  lui  e&t  livr^  tous  les  mat^riaux,  et  si  Tart  d'employer  ces  mati-^ 
riaux   n'cut  6ii  porti  h  un  haut  degr^  de  perFection  par  Galii^e,   Hnyghens, 

^— — — — .— ^■— — — ^— — — ^— — ^P— — — — — —  ■  ■  ———————— ^M—M—i—^ 

(l;  DeJ^acii:  in  orie  lunae,  IV.  dans  lesOeutfres  rneWiis  t/e  P/ufarifue,  par  ^^ntjot,  lbl3.  2\  II»  p, 
809.  810.  ,,  II  y  a  le  mouvemeDl  de  la  iune,  qui  engarde  qu*ellc  ne  tombe,  ct  la  violence 
,,de  sa  r^yoluiion,  ne  plus  ne  moins  (|uc  lcs  pierres,  ct  luul  ce  qu'on  met  dans  uqc  fronde, 
,,sont  empech^s  de  tombcr,  parce  qu*ou  Ics  tournc  yiolentcmcnt  en  rond.  Gar  chaque  corps 
„  8e  mcut  selon  son  mouvcmcnt  naturel,  s*il  n*y  a  autre  cauie  qut  Ten  ddtoume.  Ccst  poiu 
«^quoi  la  lune  ne  se  meut  point  selon  Ic  niouvcnncut  de  sa  pesonteur,  ^tant  empcchee  par  la 
ii,  violence  dc  la  r^volution  circulaire.  —  La  terrc  dcmcure  ferme  sans  aucun  pied  qui  la  sou* 
,,tienne;  <§taDt  cn  son  lieu  naturcl  qui  csl  cclui  du  niilieu:  car  e^c.st  cclui  auquol  toutes  cho- 
4«  scs  graves  ct  pesautes  tcjideiit,  iQciincAt ,  conirepoussent ,  et  aspirent  nAturelleiptnt  dt 
„lous  cdt^»>"    "  il^-  .      . 
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<e!c.  La  fustice  que  nous  devons  a  ces  deux  grands  hommes,  nous  fait  ua 
devoir  de  les  r^v^rer  avec  reconnaissance ,  sans  vouloir  d^cider,  lequel  des 
deux  a   rendu  les  plus  grands  services  k  rastronomie. 

$.  24."  II  ne  sera  pas  superflu,  de  itiontrer  avec  plus  de  d^tail,  com- 
bien  Kepler  ^tait  pvhs  de  la  d^couverte  de  la  loi  dattraction,  et  de  quelle 
pelite  circonstance  ou  inadvertance  de  Kepler  il  a  dopendu^  que  ce  n^est 
pas  lui  mais  Newton ,  qui  a  fait  cette  grande  decouverte.  Nous  .avons  vu 
que  Kepler  eut  Tid^e  tres-juste,  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux 
vitesses,  ou  aux  espaces  parcourus  dans  le  mdme  tems,  d^oii  il  conclut  qu'eU 
les  ^taient  en  raison  inverse  des  distances,  parce  que  c^est  le  rapport  des 
vilesses,  ou  des  arcs  d^crits  dans  les  apsides.  II  se  trompa  donc,  en  confon- 
dant  la  vitesse  sur  Torbite  avec  la  chute  vers  le  soleil,  ou  ia  force  suivant 
la  tangente  avec  la  force  contripete:  erreur  fort  naturelle,  parce  que  dans 
r^tat  imparfait  de  la  dynamique  de  son  tems,  rid^e  ne  pouyait  pas  lui  ve« 
Dir  de  composer  le  mouvement  plan^taire  de  ces  deux  forces;  il  chercha 
donc  k  expliquer  ce  mpuvement  par  une  seule  force  qui,  par  consequenti 
ne  pouvait  pas  itre  dirig^e  vers  le  «oleil ,  mais  suivant  la  circonfifrence  de 
Tellipse,  ou  comme  il  s'exprime,  fibras  habere  circulares.  ,Si  Kepler  ei!it  con* 
nu  le  parall^Iogramme  des  forces  ou  des  mouvemens,  il  eut  sans  dout^  d6« 
couvert  la  force  centrale  du  soleil. 

L'espace,  parcouru  dans  un  instant  cn  vertu  de  la  force  centrale,  n'est 
pas  Tarc  de  Torbite,  mais  son  sinus  verse  qui,  ^tant  tr^s-petit,.  est  proportion- 
nel  au  carr^  de  Tarc.  Or,  Kepler  lui-m^me  ajant  trouv^  que,  dans  les  apsi- 
des,  les  arcs  sont  en  raison  inverse  des  distances,  il  8*en  suivait,  que  la  force 
centrale  du  soleil  est  dans  le  mdme  rapport.  Soil  (lig^  ^g.  Toni.  II.)  AB  la 
ligne  des  ap^ides,  le  soleil  en  S,  Taph^Iie  en  A,  le  p^rih^lie  en  B,  et  nom* 
mons  les  distances  SA—a,  SBznb,  les  angles  d^crits  dans  le  m^me  inslant, 
ASazza,  BS|B=:p,  les  forces  qui  agissent  sur  la  planfete  en  A  et  B,  P  et  Q. 
Kepler,  ay^nt  trouv^  par  observation,  Aa:Bp::b:a,  en  conclut,  P  :Q::b:a. 
Mais  si  Ton  d^signe  par  P,  Q,  les  fbrces  centrip^tes,  leurs  effets  imm^diats  qui 
donnent  la  mesure  de  leur  grandeur,  ne  sont  pas  les  arcs  Aa,  Bp^  mais  les 
chules  vers  le  soleil,  ou  les  abscisses  des  points  a,  p,  prises  de  A  ct  B,  que 
nous  nommerona  s,  a/.  Or  en  nommant  les  ordonn^es  j,  y,  on  a  dans  Tellipsey 
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^r:X.r(AB— x),  jr^— X.r'(AB— .r'),(A  ^lant  le  rapport  d.»  rarr^   <^u  pefit  axe  ii 
celui  du  grand  axe.   II  s>n  suit  j:  :  y  ou   P:^:: 


y^ 


et  en   fai- 


Al»  — X      Ab  — x'* 
$ant    j  — Aa,     y  zz:  B^p,     parce    que    les    arrs    Aa,    B  p,    scmt    suppos^s 

infininient   petils,  on  anra  P:Q : :  Aa^:Bp^.  Or  Kepler  ayaot  trouve  par  ebser- 

▼alion,   Aa:Bp::^.-fl,   il  en  suivait   PrQ::^'*:^^^  ou  Tattraction   du  soleil  en 

raison   inverse   des  carr^s    des  distances.     On   peut   tirer   la  ni^me   conclusion: 

de^    ^^x\jf  premieres   lois   de    Kepler.     En    etfel ,    nous  renons   de  voir  qu'oii 

a   dans    IVllipse  P:Q::j^:/^.     Or   les    aires    des   secteurs    sont    AceS  — — ^., 

BfBSiz  ^  J*    donc,  les  tems  ^tant  suppos^s   ^gaux,     la   seconde  loi  de  Kep- 

ler  donne  a  .yzzzb  .y^  ou  y  -iy  \\  b  \a  et  j'*  \y*^ : :  ^*  :  ci^  : :  P  :  Q. 

On  aura  remarqu^  que,  dans  toute  cette  recherche^  le  point  S  que 
le  soleil  occupe  dans  la  l>gne  AB,  est  ind^termine  et  tout-a-tatt  indifiiirent^ 
eependant  ia  iot  de  la  force  centrale  que  nous,venons  de  trouver,  n^a  liea 
que  dans  te  cas  oil  le  soleil  se  trouve  dans  un  des  fo^^ers  de  l^ellipse.  li 
en  j^ulte,  que  cette  demonstration  exlrfemement  simple  est  limit^  aux  ap» 
sides,  ou  plutot.  il  ^aut  en  conclure,  que  le  soleil  occupe  effectivement  un 
des  foyers,  parce  qu^autrement  il  faudiait  supposer  qu'une  autre  ioi  eut  iiett 
hors  des  ap&ides,  que  dans  ces  deux  points.  Au  reste,  cette  recherche  n^est 
c[u'une  digiession  qui  nous  a  d^ja  occup^   trop  longtems. 

§.  2$.  II  parait  que,  depuis  Kepler  'jusqu'a  Newton,  les  g^omMre^, 
principalemeDt  Huyghens  et  Hooke,  ^taient  persuad^,  que  les  plan^tes  ^taient 
aollicit^es  par  des  forces  qui  sont  ta  eause  de  leur  mouvement  cui> 
yiligne ,  et  qui  leur  font  d^crire  constamment  lea  m^mes  courbea.  LVxi^- 
tence  de  ces  forces  r^ulte  imm^diatemeut  de  la  loi  d^inertie  {%,  2.).  II  sV 
gissait  donc  d^examiner,  quelle  devait  6tre  la  nature,  la  direction,  et  la  loi 
de  ces  fbrces,  pour  que  les  erbites,  d^crites  par  les  planetes  en  vertu 
d^ellea,  fussent  les  m^mes  que  celles  qui  ^taient  donn^es  par  les  observa- 
tions  et  les  d^ouvertes  de  Kepler.  Cette  question  ne  pouvait  donc  6tre 
fiecid^e  que  par .  Tapplication  de  la  g^om^trie  aux  Loi&  de  Kepler,  qui  •• 
i^uisent  aux  suivantes  (II.  %,  i^^.   i25.   126.]. 

1..   Lcs  plan^tes  ddcrivent   des   tUi^cs   autour  du  sqUU  ^uL  occupe  rua. 
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a.  Les   atres  des   secteurs   elliptiques  sont   proporlionnelles   aux  tems,    dant 

lesquels  \\s  z6r\\  d^crifs. 

3.  Les  carres  des  rivolutlons  piriodiques  de  difTiSrentes  plan^tes  sont  propor* 

tionnels  aux  cubes  des  grands  axes  de  leurs  elHpses.  i 

La   premifere    de  ces  lois  d^terroine   la  courbe,   la  seconde   donhe  la 

loi  suivant  .laquelle    la  planfete  parcourt  cette  courbe,   et  la  troisi^me  sert  k 

comparer  entre  elles  les  orbites,  decrites  par  difTc^rens  corps  autour  dumftme 

corps  central,  et  ^  former  un  ensemble  de  ces  diverses  parties. 

Pour  fonder  Tastrcfnomi^   physique  sur  ces  lois,   Newton   proc^da  dV 

f 
.   pres  le  plan  suivant.     Apr^s  avoir  prouv^  par  la  seconde  loi,  que  les  planfc- 

tes  sont  sollicit^es  par  une  force   centrale,    dirig^e  vers  le  soleil,   ii  se  ser- 

vit   de  la  prcmihre,    pour   d^terminer    la    loi   d^acciil^ration   de  cette  force  ii 

difTi^rentes  distances   du  soleil;    d'oia  il  d^riva  la  troisi^me,   comme  une  suite 

n^cessaire.     Mous  suivrons  la  m^me  marche. 

§.  26.  II  a  d^jk  ^t^  prouv^  (§.  st».),    que  le  mouvement  des  planfetes 

est  acc^l^r^  par  des  forces  centraies,  dirig^es  vers  le  soleil;  et  Ton  a  vu  que 

c^est  une  suite  n^cessaire  de  la  sesonde  loi  de  Kepler,  Si  le  mouvement  d'un 

corps  est  tel,  que  les  aires  d^crites  par  les  rayons  vecteurs,  ou  les  triangles 

compris  par  un  arc  de  Torbite  et  par  deux  droites,  men6es  des  deu.x  extrj* 

mit^s    de  cet  arc   a  un    point   fixe  G,    sont   constamment   proportionnels  au 

^tems  que  le  corps  a  mis  k  d^crire  cet  arc;  il  r6sulte  des  premiers  principes 

de  la  dynamique,  que  le  corps  est  sollicit^  par  une  force  centralei   dirig^e 

vers  le   point  C,  quelle  que  soit  ia  courbe   que  le  corps  d^crit  (§.  33.).  Or 

Kepler~ayant  d^couvert,  que  cVsl  le  cas  des  mouvemens  plan^taires,    il  est 

certain,  que  les  planbtes  sont  constamment  attir^es  ou  poussies  vers  le  soleil* 

<^ue  cette  force  centrale  soit  regard^e   comme   une  altractlon  ou  comme  une 

rnipulsion ,  cela  est  tout-a-fait  indifT^rent  pour  le  g^om&tre  €|t  pour  fasfronomei 

qui   par  cons^quent   nVst  pas  oblig^    de  r^pondre    k  Tobjection ,   que    Tattra- 

ction )    ^tant  une  actio  in  distans,  parait  ^tre  absurde*    LVxistence  et  la  dire- 

ction  de  cette  force  est  d^montr^e,  et  la  dernibre  ne  peut  6tre  mieux  expri- 

mee  que  par  le  terme  aftraction,  ainsi  que  nous  regardons  la  pesanttur  com« 

me  une  attiaction  de  la  terrei   ou  la  force  qui  pousse  le  fer  vers  raimant^ 
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comine  une  altractioni  sans  vouloir  expliquer  par  ce  terme  la  nature  de  \a 
force.  Les  disputes  qui  ont  eu  lieu  sur  ce  grknd  objel,  et  qui  ne  sonl  que* 
des  logomaGhies 9  sont  d^autant  moins  pardonnables ,  que  Nevvton  s'etait  L\^]k 
prononc^  avec  une  grande  prdcision  a  cet  dgard  (^').  II  est  certain  que  le 
soleil  agit  sur  toutes  les  planetes.  Nous  ne  connaissons  pas  la  nature  de 
cette  force,  mais  nous  savons  que  les  planetes  lui  obeissent  daas  chaque  dis- 
lance,  dans  chaque  partie  de  leurs  orbites,  dans  chaque  rdgion  du  cielf 
qu^ellc  pdn^tre  tout  Tespace  que  nous  appelons  le  systfeme  solaire,  et  que 
lien  ne  limite  son  activitd.  Une  distance  immense  peut  rendre  insensible 
aon  influence;  mais  tous  les  corps  qui,  ainsi  que  les  conietes,  entrcnt  dans: 
sa  sphere  d^aclivit^  que  les  planStes  nous  font  connaitre,  doivent  obdir  » 
ses  lois»  Cest  par  cette  raison,  que  chaque  corps  cdleste,  soit  pianete,  soit 
comfete,  qui  approche  du  soleil  autant  que  la  plus  ilojgaie  des  planfetes,^  peull 
servir  k  vdrifier  les  lois  de  Kepler,^  et  les  forces  centrales  qui  sont  fonddes: 
U^-dessus.  Cest  par  ces  raisonnemens,  que  Newtoa  ddcouviit  la  tli^orie  desi 
comfetes  et  des  pertuibations  de   la  lune.. 

$.  27.  Les  orbites  des  planbtes  sont  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe 
Utt  des>  fojers,-  et  nous  avons  prouv6  que  leur  mouvement  est  animd  par 
des  forces  qui  peuvent  ^tre  r^duites  &  une  seule  force,  constamment  dirig^e 
rers  le  soleiL  Pour  en  conclure  la  loi,  suivant  laquelle  cette  force  d^pend 
de  la  distance,  nous  mettrons  pour  base  f^quation  de  rellipse,  le  foyer  ^tant 
Forigine  des  abscisscs  prises  sur  le  grand  axe.  En  nommant  20,  ^b,  le  grand 
ct  le  pelit  axe,  e  le  parametre,  2c  la  distance  entre  les  foyers,  on  a 

(l)  Phil,  Nat.  Pn'nc.  JJath,  lAh,  J.  §.  8.  MVoces  attrnctionis ,  impulsus,  vpl  pr-pensionis  ru> 
,,  juscunqoe  in  centnim,  indirTerenter  usurpo;  has  vires  non  pliysice  sed  mathematice  tantum- 
ffConsiderando.  Undc  caveal  lector,  ne  per  hojusmodi  voces  cogilet  me  speciem  vel  moduz» 
„  actionis,  causanive,  aut  rationera  p)iysicam  dc6nire,  vel  centris  vires  vere  et  physice  tribuere, 
^,  si  forte  aut  centra  trahere,  autvires  centrorum  esse  dixero**.  —  Ihid.  Scct.  XI,  au  commcu- 
„cement;  ,,  Considerando  vires  ceniripetas  tanquam  attraciioneSf  quamvis  fortaase«  si  physioe- 
filoqnamur.  verius  dicantur  impulsus.  In  roathematicis  enim  jam  vcrsamur;  et  propterea,  mis- 
,,  tis  disputationibus  physicis.  familiari  utimur  sermone;  quo  possimus  a  lecloribus  mathemaii- 
,tci8  farilius  inielligi*'.  —  Ihid.  §.  296.  ,,Vocem  attractionis  hic  generaliier  u.surpo  pro  cor- 
,,poruni  conatu  accedendi  ad  invicem;  sive  conatus  iste  fiat  ab  actione  corpurum  vel  se  mutuo- 
iipetentium,  etc.  Eodem  scnsu  generali  u&urpo  vocem  impuhut^  nnn  species  virium  etqudlita— 
t^tes  physicas,  ted  quantitatet  et  propurtiones  mathematicai  ia  hoc  tractatu  •xptfndcni**- 
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ouvrage  De  moilbus  stellae  Martis  plusieurs  passages,  oh  il  s^exprime  avec 
beaucoup  Ue  clart6  sur  cet  objet.  Dans  le  Chap,  33.  il  prouye  par  rexpen- 
tricit^  des  orbites,  et  par  la  vitesse  plus  ou  moins  grande  des  pjanetes,  k 
mesure  qu^elles  approchent  du  soleil,  nviriutem,  quae  planetas  moi^etj  residere 
»in  corpore  Solis'\  Le  mdme  chapitre  contient  plusieurs  passages  semblables; 
mjbns  virtutis  motricis  in  Solem  competit.  —  Si  terra  mo^etur,  a  Sole  et  ipsa 
mmopebitur,  et  id  celerius  vel  tardius,  prout  ei  propior  aut  ab  eo  remotior  Juerit : 
^manentc  in  corpore  Solis  iuiiute  perpetuo  constante,  —  Malo  unam  lunam  mo^ 
» %'endam  pcrmittere  virtuti  in  terra  sedenti, "  —  —  PIus  loin,  en  mettant  en  pa- 
rallele  cctte  force  et  la  lumiere,  Kepler  observe  que,  malgr^  son  imznat^ria* 
lit^,  lea  eQets  qu^elle  produit,  peuvent  ^tre  trailes  g^om^triquement ,  aipsi 
que  ceux  de  la  lumifere.  II  est  vrai  que  le  Cliapitre  34.  intitul^  mCorpus 
wSolis  esse  magneticum**,  prouve  que  Kepler  n^avait  pas  des  id^es  bien  clai- 
res  des  forccs  centrales,  en  les  confondant  avec  Tinertie  ou  la  premi^re  pro« 
iectlon.  Cest  par  cette  raison  qu^il  tache  de  d^montrer,  que  la  force  du  so- 
leil,  au  lieu  d'dtre  dirig^e  vers  cet  astre,  doit  avoir  un  mouvement  circu- 
lairet  ainsi  que  les  planbteif  et  que  par  consequent  le  soleil  doit  tournec 
eur  son  axe.  mSpecie  ergo  mota  in  gyrum,  ut  eo  motu  motum  planetis  injerai^ 
9  corpus  Solis,  seu  fontem,  una  moveri  necesse  esj;  non  quidem  de  spatio  in  spa- 
mtium  mundi,  scd  super  suo  centro  seu  axe  immobilibusJ^  La  comparaisoQ 
avec  Taimant  lui  donne  le  r^suKat,  que  la  force  du  soleil  est  proportionnelle 
k  aa  masse  {cum  ejus  molc  crescit)}  mais  qu'elle  n'est  pas  une  attractioUi 
comme  celle  de  raimant,  parce  qu'aIors  les  planfetes  se  pr^cipiteraient  dan« 
le  soleil,  et  qu^elle  agit  plutot  suivant  des  cerclcs  concentriquea.  »//i  SoU 
M  non  esse  uUam  vim  planetarum  attractonam ,  ut  in  magnete  {accederefU  enim  ad 
» Solem ,  donec  cum  ipso  conjungercntur  penitus) ,  sed  Jibras  habcre  circulares  in 
meam  plagam  circumporrectas,  quae  monstratur  a  circulo  Zodiaco** 

Le  passage  suivant  de  Plutarque  est  trbs-remarquable  sous  deux  rap- 
ports.  II  ressemble  k  un  m^t^ore  qui,  sans  laisser  aucune  trace  visible,  dis* 
parait  au  moment  m^me  de  son  origine:  on  est  ^tonn^  de  voir,  que  quel« 
ques  uns  des  anciens  philosophes  avaient  les  id^es  les  plus  justes  du  mou* 
Tement  de  la  lune  autour  de  la  terre,    en  rexpliquant  par  une  vitesse  de 
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^ivers  suivant  la  m^me  loij  quoiqu'il  soit  hors  de  toute  probabilit^,  que  cetfe 
loi  qui,  d^aprfes  les  observations ,  a  iieu  dahs  les  diverses  di.stances  de  cha- 
que  plan^te  au  seleil,  soit  brusqucment  inlerronipue  dans  les  intervalles  en» 
Ire  deux  orbites.  11  faul  cependant  convenir,  que  la  d^nionslraiion  prici- 
dente,  ou  rellipticite  des  ovbites,  sous  le  rapport  g^omelrique,  ne  nous  au« . 
torise  pas  a  donner  k  la  loi  cetle  ^tendue.  En  effet,  elle  suppose  que  a,  b, 
sont  des  quantit^s  constantes,  ce  qui  n'est  le  cas  que  tant  qiron  considbre 
i^ne  seule  orbite:  on  pourrait  doi/c  douter,  que  la  raison  inverse  des  carr^s 
des  distances  ait  encore  lieu  ,  si  Ton  passe  d'une  orbite  a  Tautre,  pour  les 
comparer  entre  elles,  parce  qualors  a  et  ^,  ayant  d^autres  Taleurs,  doivent 
Alre  regaidees  comme  des  variables.  La  question,  que  la  loi  de  Newton  a 
lieu  partouty  ou  seulemeht  dans  chaque  orbite,  no  peut  Stre  decid^e  que  par 
rexpdrience  relative  au  rapport  qui  existe  entre  les  diff^rentes  orbites,  c^est- 
il-dire  par  la  troisi^me  loi  de  Kepler   (Voy.  §.   :?9.\ 

%,  28.  La  consifante  A  rdsulte  de  rintdgration  de  T^quation  III,  com- 
mune  k  toutes  les  forces  centrales  (§.  19.  V.):  elle  ne  d^pend  donc  pas  de 
la  hi  d^attraction ,  mais  de  la  force  elle-m^me,  ou  de  ce  que  nous  avons 
appel^  sa  quantitd  ubsolue  ($.'9«)-  Ainsi  la  quantil^  A  servira  ^  d^terminer 
le  rapport  de  la  force  centrale  du  soleil  k  toute  autre,  quand  m^me  elle 
suivrait  une  autre  loi,  sHl  y  en  a.  Puis  donc  que  facc^l^ration  de  la  pesan- 
teur  a  la  surface  de  la  terre  est  Tunit^  dans  toutes  les  ^quations  pr^c^den- 
tes  (§.  16.),  P  sera  le  quotient  qui  indique,  combien  de  fois  la  pesanteur 
est  contenue  dans  la  force  P.  Or  P  d^pendant  de  la  distance,  il  y  aura  ni- 
cessairement  une  distance  f,  h  laquelle  ^  est  egale  k  Taccel^ration  de  1a  pe- 
santeur,  ou  Pzri.  En  fuisant  donc  r—f^^,  27.  (8)),  on  aura  P  =  i, 
Q—p-,  k—fVgc,  Pzz^,  ou  en  nommant  p  Taccel^ration  de  la  pesan- 
teur,  p  :  P  ::  r^  :7^  Si  Ton  ddsigne  par  P' ,  ce  que  devient  P,  Icrsque  la 
distance  r  est  ^gale  au  demi-diametre  de  la  terre  f,  la  proportion  pr6c6dente 
deviendra  p  :  P'  '*'- f" '-f^ ,  ce  qui  est  en  mcme  tems  le  rapport  de  rintensiti 
de  la  pesanteur  k  celle  de  la  force  centrale  du  soleil,  parce  que  p,  P^,  ^ont 
leurs  acc^lerations  k  la  m^me  distance  f.  La  grandeur  absolue  de  Vattra- 
ction  du  soleil,  la  pesanteur  ^tant  prise  pour  unit6,  est  donc  =:  ^ouy^, 
le  dejii-diamc*re  de  la  terre  f  ^tant  runit^  des  distances.  £n  nomn^ant  donc 


/ 
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M  h  force  ahsolue  Avl  corps  cenlril,  on  ^mdi- h'^ —f^egzzMeg,  Ola  iloa- 
nera  raiie  du  secteur  diciit  aulaur  <iu  soieil  dans  le  lenis  t,  S:zl  — /  ;§.  20.),  ou 

Soil  T   le  tems  tfune  revolulioa  d'une  planete*,  E  Taire  de  son  oibite 
entiferey  7^  —  3,  i4  .  •  .   le  rapport  de  la  demi-circonf^ience   au  rayon:  bn  aura 
l^ziZTcab,   E  :S::T:  <,   par<ant  A=  —  —  —  —  — —^     et 

A^= ' —  =  — -r, —  =  Mcflr    donc  M  zr  —  ~-  , 

tous  les  tems  (^T;  ^tant  exprim^s  en  secoiides,  et  toules  les  lignes  {a,  g^  ea 
rayons  de  la  lerre.  Si  l'on  prend  pour  exemple  la  parallaxe  du  soleil  r:z8'',6> 
Faun^e  sid^rale  zz  365,  256i8J5  jours,   on  aura  T  iz:3j558i5i,  5  sec.  5    a-zz. 


cotang  8'', 6^23984,-  g  ^  peu  prtszT 


iSuoouo 


;  parfant  Mn  35549-2;  c^esl-i-dire^ 


Fintensite  de   la  force  centrale  du  &oleil  est  presque  36oooo  fois  plus  grande 
que  celle  de  la  terre. 

§.  29.  La  dernibre  ^quation  donne  —  z=  —  ^,  d'oii  il  suit  que,  si  M 
se  change  pas,  c'est-k  dire  pour  tous  les  mobiles  qui  circulent  autour  d'un 
commun  corps  central,  ;-^  est  une  quantit^  constante,  et  que  par  cons^quent 
les  carr^s  des  r^volutions  des  planetes  autour  du  soleif  sont  proportionneU 
aux  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites.  La  troisi&me  loi  de  Kepler  est 
donc  une  sulte  imm^diate  de  la  loi  de  rattraction  du  soleil^  d^couverte  par 
Kewton,    s'il  est  permis    de   f^lendre  d^une   planfete    &   Tautre:   car  e^est   ce 

c 

que  nous  avons  fait,  en  supposant  dans  Tdquation  Piz:--^,  rzzy  et  rzz^ 
(§.  28.).  Soient  r,  /,  les  distances  apb^iies  et  pdrihflies  de  la  terre  au  solei)*, 
et  d^signons  par  s ,'  s  ,  les  memes  quanlit^s  relatives  &  Jupiter,  par 
P,  P',  Q,  (^)',  les  forces  ceatrales  qiie  le  soleil  exerce  dans  ce»  distanceai 
cela  pos<5,  it  a  et^  prouv6  ,%.  27.),  que  P:?';:/^^:^^  el  Q  :Q' .:  s'^  :  5*; 
inais  il  n'est  pas  permis  d'en  conclure  la  proportion  P:Q::5^:r^  que  nous 
avons  suppos^e  tacitemenf.  11  s^en  3uit  seulcmenf,  que  Jupiter  decrit  une 
ellipse  suivant  1a  meme  loi  que  la  terre;  maia  il  n'en  suit  pas,  que  cette 
etlipse  est  de  la  m^me  grandeur  qu'elle  aurait,  si  la  force  Q  qui  agit  sur 
Jupiter  ^  une  distance  cinq  fois  plus  grande,  etait  la  25«»«  partie  de  la  for- 
ce  P  qui  agit  sur  la  terre.  Cette  queslion  ne  peut  6tre  d^oid^e  que  par  la  com- 
paraison  de  la  grandeur  ou  des  axes  des  deux  ellipses  avec  la  vitesse^  par  le. 
rapport  qui,  conform^ment  aux  observations,  a  iieu  entre  les  diif^rentes  orbites 
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autour  du  m^me  corps  central,  enfin  par  la  troisieme  loi  deKepIer,  qui  r^u- 
nit  ces  orbiles,  malgr^  le  grand  intervalle  qui  les  s^pare.  La  premifere  loi 
de  Kepler  donne  le  rdsultat  {$.  27.)»  q"®  1*  force,  en  verlu  de  laquelle  cha- 
que  planfete  d^crit  son  ellipse,  est  Pn: — 1«~'  ^^  marquant  donc  d'ua 
trait  les  quanlit^s  relafives  h,  une  autre  orbite,  on  aura  F'— ^.t::-^-,  par- 

A«a     A'»a'  a  ^  6'»  r'«  '   ^ 

tant  P:P'::  tj-i  '  TT^ Z/2'    ^  teconde  loi  de  Kepler  (§.  20.)  nous  fournit  les 

^quations  Azz.  — ,  A^zz,—^  ou  en  ^j^alant  les  secteurs  S,  S%  aux  airei 
des  ellipses  entieres  E,  E^,  et  iiommant  T,  'F,  les  r6voIutions, 

-»  —  '^'  >    ^  —  "t^* 
Mais  Ezz-irai,  E'n:^o'A',  donc  Azz  —  - — ,     A'ir: — -^ — ,  et 

A«  a 4  7r«a^        A^a^  ^  4^'fl'^ 

"^V  'pa       >      ~^/a      "^       '|ya      • 

Or  la  troisibme  loi  de  Kepler  donne  T*  :  T'^  : :  «3  .•  a'3,  d^oA  Ton  tire 

A«  a         A'"  o'     j  Ti    Tv        "        *        ^a    _a 

— -^  =  -775-  >  donc  P  :  F  : :  -  :  -7;  : :  /* :  r*. 

II  est  donc  prouv^  par  les  observations  de  Kepler,  que  la  loi  de  Newton^ 
suivant  laquelle  la  force  centrip^te  <lu  soleil  «st  en  raison  inverse  des  car* 
r^s  des  distances,  a  lieu  dans  loute  r^tendue  de  Tunivers,  et  pour  toutes 
les  distances,  d^une  orbite  plan^taire  k  Tautreu 

$.  3o.  li  en  suit  de  plus,  que  les  secteurs  S,  S^,  que  deux  plani^tes 
quelconques  decrivent  autour  du  soleil  dans  le  m^me  tems  f,  sont  ptopor* 
tionnels  aux  racines  carr^es  des  parametrps  de  leurs  orbitcs,  c,c.  En  eHetona 

S  •  S'  ••  A  •  A'  ••  —  •--•  •  ''^'"  ■  "'"^^  "'  ^' 

T         T'  T  l         ^ 

vu  que  e  ~  — .      Or    T  :  T^  : :  a  y  a  :  a'  K  a'    suivant  la   troisieme    loi    da 

Kepler,    donc 

S:S'::ye:y^, 

rapport  qui  a   lieu  dans  toutes  les  sections  coniques;  ce  qui  suit  imm^Jiate- 

ment  de   la  seconde  U>i  de  Kepler,  S:  S^ :-.  Ai :  AW ,   en  y  subslituant  Ar= 

YMge  et  A^cVMgf/  (§.   a8.),  parce  qu'il  est  prouv6  par  la  troisibme  loi 

de  Kepler,    que  M  a    la  m^me  valeur  pour  toutes  les  orbites:  les  sccteurs, 

d^crits  autour    du  soleil    dans  diff^rentes   orbites   et  en  di(i(£rens.  tems,   sont 

par   cons^quent    comme   ces    lems    et  comme    les    racines    dcs    param^treS| 

S:S'::^ye:/yV. 
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Si  Fon  reut  comparer  lea  tecteurs,  d^crits  autour  de  diffiSrens  centres, 
dont  Fintensiti  des  fbrces  centrales  est  exprimde  par  M  et  M",  on  aura 
S:*S': -./VMe: /^VmV.  Si  les  orbites  sont  dea  ellipses  E,  E%  parcouruea 
dana  les  tems  ^,  T',  on  aura  E :  E^^^tVMc:  TyMc',  et  en  substituant 

«ya:fl'y^::TyM:ryM^ouf^^::M:M^et?^,  =  ^^|;; 

ce  qui  est  la  troisifeme  loi  de  Kepleri  appliqu^e  iTdiffiireQs  syst^mes.  On 
Terra  que  les  forces  absolues  M,  M^,  sont  comme  les  masses  des  corps  cen« 
Iraux,  nif  rri^  d'oii  il  vient 

T'«        m     T*'  #  me 

On  a  TU  dans  ce  chapitre,  que  tout^  Tastronomie  physique  d^coule 
ides  lois  de  JCepler;  et  il  sera  bon ,  de  jeter  encore  un  f oup  d^oeil  sur  ren- 
cbeinement  det  raisonnemens  pr^c^dens.  La  seconde  loi  de  Kepler  prouve 
VexiMtence   d^une  force  centrale  qiii  pousse  toutes  les  planfetes  veri  le  soleil 

■ 

i^  a6.)«  La  premi^re  donne  la  /bi  de  cette  force,  aiiivani  laquelle  elle  agit 
snr  chaque  plankte  dana  les  diffiSrentes  portions  de  son  orbite,  en  raison  in^ 
wme  da  darri  de  la  dislance  ($.  27.).  II  suit  enJBn  de  la  troisihna,  que  )f 
G^roe.  centnle  da  aoleil  varie  aussi  d^un.e  orbite  k  Fautre,  et  par  toote  Viies^ 
ilae  dit  aystteie  aolaire,  suivant  la  mtene  lot,  que  par  consiquent  la  force 
qin,  soUicitB  i^ie  plankte,  serait  ^gale  k  celle  q^i  agirait  aur  chaque  autrcti 
djgalement  <Ioignife  da  soleil,  malgr^  la  diversit6  de  leurs  masses:  d*o&  it 
ioit  qvm  la  jntme  force  dnime  toutes  lea  planktes,  que  race^Uration  dea  pli^ 
aifttes  vere  le  soieil  M  la  mAme  k  ^ggle  distance^  qua  par  cons^quent  leur 
poida,  leur  pression  vers  le  soleil  esf  proportionnelle  k  leurs  massesi  et  auz 
Bnasses  divisiea  par  les  cait&  dea  distances,  A  cellea-ci  ne  sont  pas.^gales.  Lee 
wiriiii  importantes  de  la  pesanteur  uniiserselle  et  deaperturbaUonadaacorps  e^Ie* 
wtMf  aont  fond<ei|  snr .  la  -  deniitee  proposition  qni  est  une  juite  de  la  troisifa* 
floe  lol  de  Kepler:  c'est  ponrquoi  nooa  avona  jugi  nfoeasaire  de  la.prouver 
jrigooreQsenifnt. 
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CHAPITRE     11. 


Dctermmatim  des  whites  par  la  loi  de  tattraction. 

« 

^.  3i.  JLja  preuve    de  la    loi  de  raKracti^on  que   ndus  avoils  dbnn^ir 

dans  le  Chaprtre  pticidenlj    ne  parait  £tre  qii^une  induction,   et  mSme  unw 

Ihductioill  ussis  incompl^te,  attendu  que  le  nombre  des  plan^es  conAues  est 

inconsid^rable  par  xapport  k  la  totalrt^  des  corps  qmi  composent  le  syst^nie 

•olaire.    II  est  vvai  qae  ceUe  hiduction   a  iii  singulikrement  compMtte  de^ 

puis^  Kepler,    par  tin  grand  nembre  de  nouveHes  pjanetes,  cemfeies  et  satel^ 

liies,  et  qu'elle  Pest  encore  ehaque  aanfc.  Maia  o»  nr'a  pas  liesoia  dc  compt^ 

Ibs  temoins;    la  nature  de  cette  loi  est  telle  qu'un  seul  exempte  suffit  poar 

h  prrouviBr.    Uorbrte  eiliptlque  de  Mercure  pr^uve  imm^diatemeDt^  qae  dtag 

fa  coucfae  sph^rique  dent   lee  diamHres  int^rieur   et .  ezt^rienr  aottl   OiSo^S 

et  0,4^7  diamifitres  de   Forbite  terrestre,    la  foree    cenlrale  dm»  soleii  agit 

•tiivaht  cette  loFf  mais*  eettfl'  actton  sutt  la  loi  de  continuit^^  par  let^aria» 

tioh^  les  plus  insensibles  de  la  distance;  la  mdme  lei  est  retrouv^e  auK:ldif» 

lancet -Oy  );  1;    v»  5;  5;  lo;  tgf  et  dans  leurs*  ptu»  petitea  variatian«#    Om 

est  donc   fbrcA  de   la  .regarder  comme   une   lei  g^nerale^f  Tipandue  dault 

aysfirmesolairef  autrement  it  faudrait  supposer  que  la  foroe  acG^iiittlripe  £ftt 

HDe  JUneiio    disconiinm  de  ia  distancey  «>si-&-dife  quVUo  n^edt  aucune   lofi 

gfo^le,   eo'  qiii  est  absnrde,    Ge  serait  aaDs  doute  une  des  ddcouvertesi  let 

plus  int^ressanfea  dttnflT  la  m^taphysique  dev  coBpai  siToB  pohvait  dteonleet 

cette  loi  o  priori:    alorr  rastvononie  aerait , .  eomM  Il^  g^om^txie ,  «ne:  partie 

dcs  math^matiques  pures,    et  elle  serait   par  rapport  k  rastranomie  acti^ello^ 

ce   que    la    physique   purenieiit  tJk^griqMe   est   relativement   i^   la    physiquo 

oxpirimentale» 
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»  'Notis  ne  ponyons  nous  former  une  id^e  d^uae  force  qui,  iUni  dirip^e 

de  tous  cAiis  rers  un  point  fixe,  remplit  Fespace  sphdrique  auiour  de  ce  cen« 
tre,  qm'en  hnagiuant  des  rayons  qui  en  sorient^  or  puisque  la  densit6  de  ces 
rayons  doit  n^cessairement  d^croitre  dans  la  m^me  proportion,  que  les  sur- 
bces  sph^riques  ou  les  carrds  des  distauces  croissent,  nous  serons  disposds 
k  supposer  que  ratiractioa  du  soleil  suil^  la  m^me  loi,    d'autant  plus  qu'elle 

• 

«  iieu  dans  plusieurs  ph^eoin&nes  semblables^  comme  r^Iectricite,  la  lumiferei 
ete.  II  est  vrai  que,  daas  tous  ces  cas,  refiei  est  proportionnei  aux  surfa- 
ees  des  corps,  ce  qui  donne  le  rappprt  des  carr^s;  tandis  que  la  proportion* 
iialit6  de  la  pesanteur  aux  masses,  et  au  volume  des  corps  uniform>es,  pa- 
rait  indiquer  le  rapport  des  cubes.  Mais  s'il  est  permis  d'envisager  cet  ob- 
jet  d^une  manifere.  aussi  grossi^i:e,  la  densiti  def  rayons  convergens  dans  le 
eeleil  tfitant  rdciproque  au  carr^  de  la  distance,  du  soleil,  son  eiTet,  ou  Tac» 
ejijiration  doit  suivre  le  m£me  rapporJ>  }\  e$i  vrai  que  la  figure^  du  corps^ 
eu  la  serface  quHI  tourne  vers  le  soleil,  est  tout-ii-fait  indiiFiSrente;  mais  le 
Bi^me  cas  e  lieu  k  chaque  dislance.  Xlela  pos6»  la  masse  enli^re  du  corps^ 
^uelle  que  soit  sa  figurei  sera  firapp^  par  nn  ;iom))re  de  ^rayons  .quatre  foi^ 
plus  gnmdy  lorsqu'iI  est  deux  fois  plus  pr^s  du  soIeil|  parc;e  qu'jil  ^se  trouve 
dans  une  coucfae  quatre  Ibis  plus  dgqse^  Im^gin^s  u;i  corps  rdsop  en  sea 
premif  r»  ^l^mens,  d.oat  le  aombre  d^termine  sa  massCi  et  dont  chacun  9  h| 
siftme  figure  invariable,  par.ex.  sph^rique:  peU  poA^«  cJiaqiie  di^mejpLt  sere 
firappi  par  un  cdnt  de  rayons.,  dont  la  densit^  ^st  r^iproqu^  slvl  qslv^  de  Ifi 
dlistance.  Uaction  exero^e  sur  le  corps  eutiejr  doit  dpnp  s.uiyce  Ip  .px&m^ 
fBpport,  q.uoique  Isi/brce  motrice,  -communiqu^e  aju  corps  .^^ale  djstf^pce^  soif 
propertionnelle  k  la  masse  d.u  corps,  parce  que  ce  que  j^ous  yeppns  de  .dire, 
est  vrai  de  chaque  ^l^menl.  II  parait  4]ue.,  dans  celte  dUpute ,  o.n  n'a  pas 
wis  distingu^  la  quantit6^  acc6Uralrice  des  forces  d^vec  la  quaiv4it6  motrice^ 
La  premi^re,  6u  Xintenski  de  la  force,  dpit  sans  dpute  .£tre  r^ciproque  au 
eirri  de  la  distance,  ainsi  que  riilumination  d^un  objet  iaffuihlif  i  n^ais  I# 
derni^re  qui  est^  peur  ainsi  dire,  Ja  ^iandeur  extdrieure,  dpit  etre  proppr- - 
lionnelle  i  la  masse ,  ainsi  qu^il  en  serait  de.  la  quaitiite  de  lumibre  qu'un 
corpa  recevrait,  s'il  ^tait  eus^  p^nitrable  \  la  luini^rei  qu'il  ^'est  relativeinenjt- 
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^.la  force  centrale  du  &  la  pesantear;  et  cette  pfe^trabiliti  est  peot-Atre  b 
t^ritable  explication  da  paradoxe.  La  force  avec  laquelle  chaque  ^l^ment 
du  corps  est  SLCciMri^  n'a  rien  de  commun  avec  la  1010010  de  loutei  les  pree» 
aiona  qu^^prouve  le  corps  entier.      ^         .        ^ 

Au  reste,  ces  recberchea  sur  la  cause  pbysique  d*une  opiratioiroa 
d*une  loi  de  la  nature ,  dont  TexistMce  n'admet  aucuo  doute^  servent  plutAt 
)^  satisfaire  notre  curiosit^^  qu^li  perfectionner  la.acience.  Les  pbfoomfenee 
prouvent  incontestablement ,  que  la  raison  inverse  du  carri  de  la  distanee 
est  une.Ioi  gen^rale  de  la  nature:  ainsi  nous  devona  croire,  que  cette  loi 
jtait  n^cessaire  pour  Fex^cutioo  et  la  conservation  du  plan  le  plua  parfiiit. 
Si  une  autre  loi,  par  ex.  le  rapport  cubique,  avait  lieu,  runivers  tomberait 
en  ruines,  ou  ^prouverait  dea  r^volutions  qui  d^rangeraient  la  symm^trie  dhi 
rensemble,  ou  les  proportions  qui  ont  paru  lea  plus  belles  k  lauleiir  de  lo 
uture.  La  beauti  de  runivers,  ainsi  que  de  tont  antre  ouvrage»  coosiale 
dans  les  proporlions  qui  ont  lieu  entre  la  grandeur,  la  distancb,  et  le  mon« 
Tenient  des  diflSrentes  parties.  En  cboisissant  les  plus  belles  proportiona,  le 
Cr^teur  pouvait  d^terminer  arbitrairemenl  T^cbelle  ou  la  grandeur  absolue^ 
et  il  ne  noua  sera  jamaia  possible  d^aprofondir  la  raisoo  qui  lui  a  fiul  prt» 
ftrer  r^chelle  aduelle  h  loutea  lea  antrea  ^galemenl  possibles;  ausai  cette 
queatioo  n^a  dana  le  fond  aucun  aens,  puisqu^il  ne  peul  pis  itre  questioo  de 
la  grandeur  de  r<chelle»  quand  il  n*y  en  a  pas  plusieurs  qu'00  puiase 
comparer  entre  ellet»^  Maia  si  la  grandeur  d^une  partie  est  cbangde,  la  per» 
fiBctioo  de  rensemble  exige»  qoe  lea  proportiona  reatent  les  m£mes,  et  qoe 
par  cona^quenl  loole  quantitj»  toute  dimension  cbange  dana  le  m£me  rapport| 
par  ex»  si  lea  distancea  du  soleil»  de  la  terre,  el  de  la  looe,  ^taieol  alt^rto^ 
lea  grandenrs  et  lea  mouvemena  de  cea  corpa  devraient  changer  k  proporlioo, 
et  ila  d^criraient  dea  orbitea  semblables»  Or  c^est  impossible,  h  moins  qoe 
\k  force  centrale  qoi  anime  cbaque  corps»  ne  soil  changie  ^  proportioo» 
Soit  T  ]g^  masse  de  la  terre»  r  la  distance  de  la  lune,  et  aupposons  que  lee 
dimensions  changent  dana  le  rapporl  de  i  &  - ,  ensorte  que  toute  ligne  r 
devienne  -»  et  tonte  maaseT  se  cbangeen  — ;  d&ignona  enfin  par  ^  (r)  lo 
'Suiotioo  de  le  diitaooe  qoi  ditenaioe  U  ioi  de  rattnotieoi  ensorte  ^  raction 


I  ■ 


r 


de    la    terre    snr  la    lune   soit 


dUtance  —  seva 
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Ovr) 


CeU  poaj,  U  nouTelte  force  li  la 


•  Or  les  orbites  ^tant  tupposjes  «emblables,  la  force 

doit  aussi  changer  dans  ie  rapport  de  i  k  -->  parce  que  les  ligne^  que  les 
forces  font  parcourir  aux  mobilea,   sont  proportionnellea  aux  forces  ($.  6.): 

T  1         T  /r\ 

on  a  donc  ^   ^  =  —  •  •x-t-t  i  ou  »*.  0  |  — )  =  4)  (r) ;    c'est-i-dire  0  (r) 

doit  £tre  une  telle  fonction  de  r,  qu^en  y  substituant  —  au  lieu  de  r,  la  fott« 
ition,  aprbs  avoir  ^t^  multipli6e  par  n^j  ait  constamment  la  valeur  (P(r)| 
ensorte  que  tous  les  termes  qui  renferment  n,  se  d^truisent  mutuellement* 
11  est  visible  que  cela  ne  peut  avoir  lieu,  que  daus  le  cas  oili  0  (r)  a  la 
Ibrme   Cr*.    En  supposant  par  ex.   cp  (r)=Af^,    on  aura  (()  f— )=:A  ^, 

•'  ^**'*  (»)  ~^ •'*•''*"*"*'    "  ^"*   ^^^^  ^^^^  **^'  *^  *  (0=  Af^,  tfoii  il 


enit  ii^^^^m,  donc  mr^a.     Ainsi  ia  force,  avec  laquelle  la  masse  T  agit 

T  T 

eur  un  icorps  k  la  distance  r.  esl  zrr^  —  ^r^*  t    ^^  raisott    inverse  dn  carrd 

r  '  (p  /  r)         C  r* 

de  la  distance.  Cest  donc  la  seuie  ioi  qui  tait  d^pendre  les  mouvemens  et 
tous  les  phjnomfenes  de  la  nature^  non  pas  de  la  grandeur  absolue,  mais  des 
proportions  seules.  Si  une  autre  loi  ou  fonction  avait  lieu,  une  6chelle  plua 
ou  moins  grande,  les  proportions  demeurant  les  m^mes,  produirait  un  monde 
tout-k-tait  difi6rent;  et  la  grandeur  absolue,  dont  il  est  impossible  de  se  &ira 
iine  id^e  claire,  parce  que  toute  la  math^matique  est  fondie  sur  des  propor- 
tio|dSy  serait  un  il^ment  essentiel  dans  les  recherches  sur  les  lois  de  la  na^ 
tnre;  ce  qui  parait  absurde.  Mais  si  Fon  adopte  la  fonction  r^ciproque  a« 
oarrd  de  la  distance,  les  orbites  des  corps  Q^lestes,  leurs  distanceS|  et  toutes 
les  loia  de  ia  nature,  sont  indipendantes  de  leurs  dimensions  et  du  mouve* 
Mnt  absolu  dans  Tespace:  tout  d^p^d  des  proportions  qui  seules  peuvent 
4tre  f  objet  de  nos  recherches. 

Quand  on  a  tait  oes  r^flezions,  on  ne  sera  pas  ^tonnd  de  voir  que, 
dPapris  les  observations  et  les  lois  de  Kepleri  cette  fonction  est  eflSsctivement 
]a  loi  de  la  ^nature.  II  est  certain ,  que  c^est  une  loi  ginirale  relativement  4 
]a  force  du  aoleilf  qui  servira  k  calculer  les  orbiles  de  tous  les  corps,  con- 
oaiMoiUHiSt  ^ni  curcoltat  aotonr  du  soleiL    Oa  s'en  est  servi^  comaie 
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d'une  hypoth^se,  pour  calculer  ies  orbites  des  comfetes;  et  Taccord  entre  le 
calcul  et  les  observations  a  fourni  une  nouvelle  preuve  que  c^est  une  ioi  g6- 
n6rale.  Ainsi  tous  les  corps  du  systfeme  solaire  devant  suivre  cette  loi,  ii  se 
presente  la  question^  s'il  en  r^sulte  n6cessairement ,  qu'ils  sont  aussi  soumis 
aux  lois  de  Kepler;  si  ces  lois  sont  une  suite  n^cessaire  de  la  fonction  pr^ 
e6(ieBte,  ou  seulement  un  cas  particulier j  si  tous  les  corps  du  syst^me  solaire 
doivent  absolument  d^crire  des  ellipses;  et  n  dans  ie  cas,  ou  les  observatlons 
nous  apprennent  qu^il  y  a  d'autres  orbiies,  la  g^n^ralit^  de  cette  loi  ne  peut 
plus  avoir  lieu.  Pour  r^pondre  ji  ces  questions,  il  &ut  chercher^a  priori  iee- 
lois  du  mouvement,  qui  d^coulent  de  la  raison  inverse  du  carr6  de  ia  distancei 
ce  qui  est  l'objet  du  Chapitre  pr^sent. 

$.  32«  L'expression  que  nous  avons  trouv^e  ($«  a8.)  pour  la  force  cenr 
trale  Pzz  -^,    dofine  fPdrzn — — ;  et  Ton  a,  ind^pendomment  de  la  loi  de 

rattraction,  dtzz z.  (^r  ig.  V.).    En    substiluant    ces    valeurs  ,    i^^quation 

VL    ($.  19.)  deviendra^^,  =  — ^-B^-i^,    d'oi  Ton  tirera 


^T—  r.y(— A»-h45/^^— ^^*)' 

(0....  '^- 


ou 


Mais  OB  a  dans  1'ellipse  (§.  »7.  (5)),  en  mettant  —  au  lleu  de  b% 


V 


ae 

a 
a  e 


^0 2^ 


^r 

r 


Si  l^on  suppose  a  infini,  l^^quation  (s)  est  celle  de  la  parabole;  et  si  m  est 
n^galif,  elle  donne  Fhyperbole;  ensorte  qu«  (i)  est  T^uation  gin^rale  des 
sections  couiques.  II  est  visible,  que  les  ^quations  (i)  et  (a)  sont  identiques, 
si   Ton  fait 

(3) ae—~,     «  =  — jp,     partanlerr  — . 

II  s^en  suit  que  les  orbites,  ddcrites  cn  vertu  d'Q'ne  force  centrale  qui  est  ri' 
ciproque  au  carr^  de  la  distance,  sont  n^cessairement  des  sections  coniqueSi 
dont  le  foyer  est  occup^  par  le  corps  centrai;  et  les  ^quations  (3)  serviront  k 
distingueu  les  cas,  oii  Forbite  sera  une  ellipse,  h^^perbolei  ou  parabole.    I.V- 
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^ualion  az^  — —  nous  apprend,  que  le  goand  axe,  ainsi  que  le  parAmfetre» 
Be  d^pend  pas  seulement  de  ilntensitey^  de  la  force^  mais  aussi  de  B,  con* 
•tanCe  arbitrairQ  que  les  observations  seules  peuvent ;  nous  faire  connaltre. 
Celte  constanfe  B,  qui  d^pend  des  circonstances  accidentelies^  auxquelles  le 
siouvenient  a  ^t^  assujetti  au  moment  de  son  origine  ou  k  une  6poque  quel* 
conque»  8er\ira  k  d^terminer  la  nature  de  l'oibile,  qui  sera  une  ellipse,  hjr« 
perbole,  ou  parabole,  selon  qiie  B  est  positif,  ndgatif,  ou  nui.  Le  param^tre 
e  depehd  de  la  constante  A,  et  Azi:  —  ne  peut  £tre  connu  ^ue  par  observa* 
lion.    On  a  donc  poar  les  diverses  sections  coniques, 

W  . .  ,  . .  JSUipse,  ^f.—r.^-.Br'-+^g/*r'-A'>)~r.y^—2r*+4.ar  —  ae]f 
-•N  tl         T,   1      ^Jt "      A yaj^ 

^a;  . . . . .  uyperDGie,  ^^ —r,y[ar*-i./^gpr^A»)-'r.-/[!ir''H'^ar—ae)* 

<^ P»rabole,    77  =  rvi4g^'r-A«)  =  r.y (4r-0  ' 

Si  Fon  substitue  (3)  A=yy^e'dali8  l'd<iuation  T=^^^(S.  29.),    b  6taat 

Ea  nonunant  n  irangle  que  Kastre  d^rit  en  uhe  seconde  par  sa  vxteMe  1B#> 
ye&ne»  on  aura  n  :zz  -^ ,  T  itant  exprirad  en  ^econdes,  donc 

;      (9)......»-//i|.  Oc^) /=»>^^- 

£n  marquantM^un  Irait  les  mJme»  quBtitdsy  rriatives  itune  autre  planHe,  M 
k  un  autre  corps  central,  on  aura 

(11)  . . ..  .t:T::aVaii/yi/::n:r/,    (ta)  ....  .y*:/^*::^,  :  ~:i  n*ifi:n'^a% 

■  ■ 

'L^^quaKon  (ii)  sert  k  comparer  les  r^volutions  et  lea  moyens  mouremens  de 
deus  astres  qui  d^rivent,  autour  dtt^m^me  corps  crntral,  des  ellipses  doitt 
les  grands  axes  sont  2a  et  sa;  k  Taide  de  T^quation  (12)  on  pourra  comparer 
les  forces  centrales  de  divers  Corps  entour^s  de  satellttes,  dont  les  dutancea 
Q,-^p  et  les  r^volutions  T,  T',  ou  I^  moyens  mouvemens  n,  n\  sont  connns 

par  eiMrvation.     Pour  un  comniun  corps  central  n^a^zz^gj^zz:, =  aB 

'^  uM.quanlite  censtante*    11  a^en  suit 
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(.3) 


A*=  »»«»4%         (i4) 


g,  33.  II  suit  donc  de  la  Idi  de  la  force  centrale,  —^ ,  que  rorbtte  doit 
n^cessairement  6tre  une  section  conique;  que  la  loi,  suivant  laquelle  laplanfeto 
Aicrii  son  orbite,  S  =  —  /,  est  donn^e  par  la  constante  A;  que  le  paramdtre 
de  la  courbe  d^pend  de  la  consfante  A  et  de  Tintensit^  de  la  force  J^;  et  que 
Tespfece  delasection  conique  est  d^tennin^e  par  laconstante  B  qui  dipend  det 
circons>'ances  accidentelles  dumouvement,  oq  des  constantes  arbitraires  quientrent 
foujours  dans  la  solution  des  problfemes,  donn^s  par  des  ^quations  difiSrentiel- 
les.  Une  de  ces  circonstances  accidentelles  est  la  direction  et  la  vitesse  que  la 
pUnMe  aeues  dans  un  point  quelconque  desonorbite:  carsuivant  la  loi  d^in* 
ertie,  on  peut  indiffiiremment  lui  attribuer  F^tat  du  repoS|  oii  un  mouvement  re« 
Ctiligne  et  uniforme.  Cet  ^tat,  soit  qu^il  dtfpende  de  Porigine  de  son  existence,  ou 
d^une  impulsion  inconnue»  ne  peut  donc  pas  6tre  d6termin6  par  la  nature  du 
problfeme;  et  cependant  il  doit  nicessairement  modifier  le  mouvement  de  U  pUr 
n&te  pour  r^ternit^,  quelles  que  soient  le^  forces  qui  agiront  tu&elle.  Connaia- 
aant  donc  le  mouvement  actuel  du  corps,  et  les  forces  dont  il  est  sollicitii,  on 
pourra  dAermin^r  Udirection  et  Uvitesse  qu^il  aeues  dans  tm  point  quelcon- 
§ue,  et  d'oii  d6pend  la  consUnte  B.  Cbaque  point  de  Toil^ite  peut  aenrir  4  cetto 
ditermination;  maU  comme  il  auit  de  U  nature  des  sectiona  coniquesi  que  le 
direction  du  mouvement  est  perpendicuUire  au  rayon  vecteur  dans  deux 
points  de  rorbite,  il  sera  pliis  commode,  de  choisir  Tun  de  ces  pointo,  et 
j|yrincipaliBment  le  .pirihilie^  ^galement  applicable  &  rhyperbole' et  U  parabole: 
alors  on  n^aura  besoin  que  de  d^terminer  la  vitesse,  la  direction  itant  donn&r. 

UTitewe  v.est  en  g,5n4ral  ($.  .5.)  JL^^V^J^yn ^^i^-^^<t>') 

0  t  Qi  9  t  ^ 

<S.  19-)  =  V  (It^  4- ^)  {§.  19.  V.).  Si  |'on  y  suUtituB  (VI>i^rf  ^3= 
-B-4^/Pdr  =  -B4-i^'=^«^^-iy(S.-3a.  (3)),  on  anfa    . 

La  vitesse  est  donc  nn  maximun^,  lorque  r  est  un  minimum,  et  rMptoqM» 
ment:  ^le  est  donc  un  maximum  dans  le  p^rib^He,  un  minimum  dans  Vaph^^ 
fen  faisant  rz=:a^c,  on  aura  pour  le  pirihilie,  v'^zz l£!iil^^^  ^^^""^^m 
et  m  substituant  c=y/a*  — yjCS-  »7.  (i)), 


_  • 


.  -  - .  * 
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et  ea  subflituanl 


Si  Pon  ttomme  j/  la  distance  p6rih61ie,  on  di  p—a  ^a,    ce  qui  change  la 
derni^re  ^quation  en 

Le   carri   de  V  [a^ —  —  ]  —  a — p'    donne    a=r-^-^ — # 
•  =:  -^f^  -  (3),  on  anra 

^oJk    il  snit   que    la  nature    de  la  section   conique  d^pend    de  la  yitesse  v\ 

«vec  laquelle  la  planbte  a  pass6  par  le   p^rih^lie.     Uorbile  sera  une  parabo^ 

le,  81  cetle   vitesse  esl  ^gale  h  a/  K— ^j   elle  sera  une  hyperbole  ou  une  el- 

Hpse  ,    selon  que  t;'  esl  plus  ou  moins  grande  que  a/l/  -,.     Nous    voyont 

-par  la,  ^ue  les  hyperbolcs  et  les  ellipses  sont  ^galement  possibles,  avec  cett^ 

-difKrence,  que  riiyperbole  suppose  une  plus  grande  vitesse  que   Tellipse.  La 

parabole  est  infiniment  moins  probable  que  les  deux  autres  aection^  coniqueSi 

parce  qu'elle  suppose  un  cas  unique,   r^galili  exacte  de  v^n^a/^V^.  Pour 

P 
peu  que   la  vitesse   soit  plu^  ou  moins  grande  que  cette   limite,  la  parabole 

-se  transformera  en  hyperbole  ou    en  ellipse.     II  en   est  de   meme  du  cercle 

»qui  suppose  aussi  une  ^galite  parfaite,  savoir  v'  —Jy  -~,  ce  qu'il  est  aisi 

de  voir,  en  faisant  aznp'  dans   T^quation   (4).     11  s'en   suit,   que  les   vitesses 

-de  deux  astres  qui  partent  de  la  m^me  distance  p^nh^lie,  pour  d^crire,  L'un 

4ine   parabole,    Tautre  un  cercle,    doivent   dtre   enlre  elles  comme    a  k  V«, 

ou  comme  Va  a  i.  On  voit  en  m6me  tems,  que  la  parabole  est  rasymptote 

dont  les  ellipses  fort  excentriques  approchent   de   plus  en^plus  dans  le  p^ri- 

h^lie:  cette  observation  a  ^t^  d^un  grand  usage  dans   la  th^orie  des  comfetes. 

On  .  peut   exprimer   les   conditions    pr^c^dentes    dVne    autre    mani^re. 

Puisque  P  rr:  -^,  —  mP^  sera  la  force  acc^li^ratrice   dans  le  p^rih^lie,    par- 

tant  —^zn.Yp.     Lorbite  sera  donc  une  hyperbole  ou  une  ellip&e,  selon  que 

*v'*  est  pius   ou  moins  grand  que  l{gpY'^  elie  sera  une  parabole  ou  un  cer« 

-cle,  si  v^  est  ^gal  a  kgp'^'  ^^  ^  ^gp'^'»    £n  nommaut  h  la  hauteur,  due 

k  la  vitesse  t/  (5.   i€.;,  on  a  v*^zz.^ghf  d'ou  il  suit  que  Torbite  seraune 

8 
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hyperbole,   si  h^pV\  une  ellipse  si  h^p"^^^  vne  parabole  si  hznp^V^^ 


et  un  cercle  si  A=:~//P:  dans  le  dernier  cas  la  hauteur  due  k  la  yitesse 
p^rih6Iie  est  au  demi-rayon,  £omme  la  fprce  centrale  &  la  distance  ^gale  au 
rayon  est  a  la  pesanteur.  Au  reste,  il  est  visible,  que  le  mouvement  cir* 
culaire  autour  du  corps  centrdl  est  toujours  uniforme.  L'aire  du  secteur 
est  S=^A/:  en  nommant  donc  s  Tarc,  et  cp  Tangle  au  centre,  que  la  pla- 
nfelo  a  d^crit    dans   le  tems  t,    on   a  Szn^p^  s—^^p^  <^,    donc    s  iz  -7-  el 

A  f  ^      -  -  .        ^ 

4)  z::^  — ,  p'  ^tant  le  rayon:  d^ou  il  suit,  que  les  mouvemens  vrai  et  appa» 
rent  sont  proportionnels  au  tems. 

Uequation  (3)  e  zzz  — -^  nous  apprend ,  que  les  param&tres  de  diflS* 
rentes  orbites,  autour  d^un  commun  centre,  sont  en  raison  compos^e  des  car» 
r^s  des  distances  et  des  vitesses  pdrih^Iies,  et  que,  si  les  distances  pdrih^lies 
sont  6gales,  les  vitesses  seront  comme  Ics  racines  des  param^tres,  quelle  que 
soit  la  section  conique  Dans  la  parabole  et  dans  le  cercle  on  a  ezn^p'  et 
e  —  2p,  partant  p'z=:r  /^  et  p^——^^-.  Les  paramfetres  et  les  distances  p6- 
rihelies  de  ces  deux  seclions  coniques  seront  dont  r^ciproques  au  carri  de 
la  vitesse»  Si  Ton  suppose  les  vitesses  ^gales^  la  premifere  valeur  de  p^  sera 
le  double  de  la  seconde  ce  qui  veut  dire  que ,  si  deux  astres  passent  par 
leur  pjrih^lie  avec  la  meme  vitesse,  Tun  d^crivant  une  parabole»  Tautre  un 
cercle,  la  distance  pdrih^Iie  du  premier  doit  6lre  deux  fois  plus  grande  que 
«elle  du  demier. 

§.  34.  L'ellipse  qui  est  proprement  Fobjet  de  nps  observalions  et  de 
nos  calculs,  m^rite  une  attention  particulifere.  Si  Ton  nonune  p''  et  vf'  la 
distance  et  la  vitesse  aph^lies,  on  aura  p''  —  a-^-c,  donc  (,§•  33.  (i)) 

(i) .  • .  .1?' 


//2_  ag/*(a-.c) 


a(a-hc) 

En  comparant  cela  avec  F^quation  v'*  —         /  \^\    (§•  ^^*)»  9*^  trouvera 

v' :  1;'' : :  a  -|-  c  :  a  —  c  : :  p^'  :  p\ 
Les  vitesses  dans   les  apsides  sont  donc  r^ciproques  aux  distances;   et  c'est 
dans  ces  points  seuls  que  ce  rapport  a  lieu:  car  Tdquation  (i)  ($.33.)  nousap- 
prend,  qu'en gdn^ral  deux vitesses sont dans le rapport  v': v"::V  — -—  \V  — ^— • 
Nous  sommes  entr^s  daas  quelque  d^tail  relativement  it  cette  mati&re,  parce 


*  * 
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qu^elle  donne  une  preuv^  frappante,  que  Ferreur  peut  conduire  &  la  v^rjt^. 
Eepler  ^tant  convaincu  par  des  observatibns  faites  dans  les  apsides,  de  la  ju- 
stesse  du  rapport  v' :  v" : :  p* : p  ,  il  pensa  que  le  mSme  rapport  devail  avoir 
lieu  dans  tous  les  points  de  rorbite;  et  c^est  par  cette  erreur  qu^il  parvint  it 
la  decouverte  de  s2i  seconde  loi  (II.  §.  122.  isS.),  en  y  joignant  une  autre 
erreur  qui  compensa  la  premifere. 

On  a  vu  (§.  33.)  que  Torbite  est  une  ellipse,  si  la  planbte  a  eu,  dans 
un  point  quelconque  M,  une  vitesse  v^  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  p 
ou  r,  qui  6tait  moindre^que  ayV  ~  ou  aV^Pp,  le  point  M  ilant  le  p6rihd« 
lie  ou  rapWliej   car  il  est  ais^  de  vnir  que,  ai  v^  est  <4y^*^>    '^''^  sera 

tr  *  P 

aussi  <4y^^~7?>   ^    ^^  ^'  ^^^"*  '^*  vitesses,   p'  et  p''  les  dislances  p^rih^lies 
et  aph^lies.    En  effet,  la  proportion  v^  :v'::p'' \p   donne  v"^ —       '^ 


d'ou 


il  suit  que  v"^<  ^fi^»  «*  ^  pl"»  forte  raison  v"^<i^f^ ,  parce  que  |^  <i. 
II  reste  donc  k  examiner,  si  le  point  M  sera  Taphelie  ou  le  pdrih^lie,  ou  ce 
aui  revient  au  m^me,    si  p  est  plus  ou  moins   grand  que  a.     U^quation  (i) 

.."*  —  -°J. i !  —  — —  dnnriA    t> — £ Tlr     t\n    n    W    — •  /i  -l-  />  — 
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//t 


-  _    donne  e  —  - — ^ .  •Or    on  a  p'   n:  a  +  c  zr 


a4^V  (a?' ),  d'ou  Ton  tirer^  0=— ~ — '  ^   et  en  substiluant  la  valeur 

pricidente  de  e,  0=  ,^         .^,^.,,  equalion  toute  semblable  li  (4)  (§.  33.). 
On  a  donc  g^nSralement 

p  6tant  la  distance  p^rihelie  ou  aphilie.    II  s'en  suit  p  —     ^^*  ^     ,  donc 

d'oi  il  est  ais£  de  conclure,  que  le  point  M  sera  Taph^lie,  si  v  ^CfV  — • 
et  le  p^rihilie,  si  v  >/y  —  •  On  aurait  pu  tirer  le  mfime  r&ultat  de  la 
copdition  du  cercle,  vzzfV  —  (§.  33.);  car  il  est  visible,  que  la  planMe 
»'^loignera  du  centrp,  ou  que  le  point  M  sera  le  p^rih^Iie,  si  sa  vitesse  est 
plus  grande  que  celle  qui  convient  au  cercle,  [et  que  dans  le  cas  contraire 
la  plan^te  s^approchera  du  centre. 


*». 
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E    JLA    GRAVITATION    UNIFERSELLE: 


CHAPITRE     I 


Preuves    dej^attraction    univ  ers  elle.. 

$.  35.  Xl  a  iii  prouv^  dans  les  deux  cliapitres  pr^ctfdens,  que  le*' 
Ibis  de  Kepler  ne  sont  pas  seulement  une  suile  n6cessaire  d^une  force  cen* 
trale  du  soleil,  dont  Taccdl^ration  est  r^ciproque  au  carr^  de  la  distancei 
mais  qu^^elles  ne  pourraient  pas  exister  sans  cetle  force.  II  est  donc  certain,. 
que  le  soleil  attire  les  planfetes  avec  une  pareille  force;  qu^elle  s^afiaiblit  k 
mesure  que  la  distance  augmente,  sans  p^uvoir  jamais  devenir  nulle^  qu^ellji 
se  r^pand  aux  distances  les  plus  immenses,  mais  quelle  devient  insensible^ 
surtout  en  se  confondant  avec  dVutres  puissances.  II  en  r^sulte,  que  chaqae 
corps  qui  entre  dans  sa  sphfere  d-activit^,  est  soumis  k  ses  lois  qui  sonl  cet 
les  d^couvertes  par  Kepler^  quetout  astre  qui  approche  du  soleil  autant  que 
\k  planfete  la  plus  eloign^e,  doit  d^rire  autour  de  lui  une  section  coniquOi 
ii  moias  qu'il  ne  soit  retenu  par  une  autre  force  qiii*  Temporte  sur  celle  du 
aoleil.  Rien  n*6tait  plus  naturel  que  d'appliquer  ces  principes.  aux  com^tea,. 
visibles  sur  la  lerre,  qui  loutes  approcftent  dii  soleil  plus  que  Mars.  Nejwr-- 
k>n,  le  createur  de  Tastronomie  pKysique,  fiit  aussf  le  premier  qui  calcula*. 
Lbis>  Qibitet  des  comeles  suivaat  ies  ioi»  de  Kegler,    et  ie  r&ultat  se  trouv«i 
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parfaitement  d^accord  avec  les  observations  (').  On  a  fait  Pobjection,  qna 
'  la  forge  attractive  du  soleil ,  k  l^instar  de  raimaut  qui  n^attire  que  le  fer| 
agit  8UP  \ea  planfeles  seules,  et  non  sur  les  comfetes  qui  sont  apparemment 
d^une  nature  fort  difT^rpnte.  Cela  peut  6tre;  niais  nous  ne  connaissons  pas 
la*  nature  des  planbles  plu^  que  celle  des  combles,  et  TeApdrience  a  prouv^ 
qu^elles  suivent  les  lois  de  ratlraction  du  soleil  aussi  bien  que  lcs  plan^tes. 
La  vertu .  magn^tiqiie  est  d'une  nalure  tout-k-fait  diiierente:  cUe  peut  dlre 
communiqu^  au  fer,  et  elle  peut  etre  ddtruite  a  volonlej  on  peut  raugmen* 
ter  et  atfaiblir,  etc»  II  est  plus  naturel,  de  comparer  rattraciion  du  soleil 
avec  la  pesunteur  sur  la  lerre,  qui  agit  sur  tous  les  corps  qui  s'approchent 
de  la  terre,  quelle  que  soit  la  maliere  dont  i!s  spnt  compos^s.  La  g^neraliti 
de  l-attraction  du  soleil  est  enGiK^garfaitement  prouv^e  par  la  tb^orie  moder* 
ne  de  la  lune.  Celte  theorie  qui  satisfuit  aux  ph^nombnes  avec  la  plus* 
grande  pr^cision,  est  fond6e  sur  rhypoth&se,  qpe  le  soleil,  aussi  bien  qu6  la- 
terre,  attire  la  lune  en  raison  inverse  du  carr^  de  la  distance;  et  cette  hy» 
pothese  explique  parfuitement  toutes  les  irrc^gularit^s  de  la  lune,  connue» 
par  observation.  II  est  vrai  que  la  lune  ne  d^crit  pas  une  ellipse  autour 
du  soleil,.  parce  qu'elle  est.forc^e  par  rattraction  de  la  terre,  qui  remporte 
sur  celle  du  soleil,  de  circuler  autour  de  la  terre^  mais  sa  vraie  orbite  u^est 
pas  non  plus  une  ellipse  autour  de  la  terre,  mais  une  courbe  qui  nait  de 
la  composition  de  deux  forccs,  dirig^es  vers  la  terre  et  le  soleil,  et  reci» 
proques  aux  carr^s  des  distances.  Le  mouvement  elliptique  des  planfetes  et 
des  cuinfetes,  les  ^carts  de  ia  lune  d^uue  ellipse,  ractioa  du  soleil  sur  le 
flux  et  ie  refiux  de  Tpc^an,  sont  les  plus  fortes  preuves,  que  rattraction  du 
soleil  est  g^n^rale,  et  qu^elle  agit  suivant  une  loi*  invariable,  sur  tous  lcs 
eorps  qui  sapprochent  de  sa.  sphfere  d^activit^. 

Observons  en  passant^  que  cVst  lu'  plus  forte  preuve  physique  du  mou-^ 
Tcment  de  la  terre,  ainsi  que  nous  avons  vu  (IL  §.  126.),  que  la  troisi^me 
loi  de  Kepler  en  esl  la  plus  forte  preuve  astronomiq^ie.  Lu  terre,.  6tant  aa 
milieu  de   lu  sphfere  d^aclivit^  du  soleil,  doit  dtre  soumise  a  son  action ,  aus** 

ai    hirn    que    Irs    autrcs   pli.nfelps.     Elle    se   pr^iipiterait    liecissaiicment    tans* 

.  I         ■  ■  .1  '— ———^— —*———— ^—^——^^ 
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le  soleil ,  si  elle  n^avait  pas  nn  mouvement  circulaire  autour  de  cet  astrei 
d*oil  r^sulte  une  force  centrifuge  qui  balance  la  force  centrip^te. 

§.  36.  Cela  donne  lieu  h  la  question,  si  rattraclion  est  une  propri6t6 
exclusive  du  soleil,  ou  une  qualite  g^n^rale  de  tous  les  corps.  Le  dernier 
serait  au  moins  trfes-probable ,  quand-mfime  Texpdrience  ne  nous  montrerait 
aucun  autre  corps,  dou6  de  cette  propri£t6.  Uimpossibilit6  mfime,  d^ezpU- 
quer  par  les  propri^tds  connues  des  corps,  Fattraction  dont  Fexistence  est 
hors  de  doute,  semble  indiquer,  que  c^est  une  des  propri^t^s  ^l^mentaires, 
essentielles,  et  par  cons^quent  g^n^rales  de  la  matifere,  qui,  k  cause  de  leur 
siniplicit^,  n^admettent  pas  une  explication  ult^rieure.  Quelle  que  soit  la  va* 
ri^t^  de  la  nature  des  corps,  la  conservation  de  la  nature,  et  la  coop^ration 
k  un  seul  but,  suppose  n6cessairement  des  lois  g^n^rales,  auxquelles  tous 
les  corps  sont  soumis  sans  exception;  et  le  iien  qui  reunit  le  systfeme  solai* 
re,  en  retenant  la  totalit^  des  plan^tes  et  des  cometes  dans^Ieurs  orbites, 
est  selon  toutes  les  apparences  une  de  ces  lois  g£n6rales.  On  ne  peut  pas 
disconvenir,  que  les  propri^t^s  connues  des  corps,  leur  ^tendue,  imp^n^tra- 
bilitdy  inertie,  ne  suffisent  pas,  pour  produire  les  ph^nomfenes  de  la  nature 
les  phis  ordinaires;  parce  qu'il  ne  peut  en  r^sulter  qu^un  repos  parfait,  oa 
des  mouvemens  rectilignes,  ou  enfin  des  chocs  d'un  corps  contre  Tautre:  les 
corps  seraient  ensevelis  dans  le  repos  du  tombeau ,  ils  feraient  une  masse 
informe,  ou  ils  seraient  dispers^s  dans  rimmensit^  de  Tespace.  II  faut  donc 
que  les  corps  aient  d^autres  qualit^s  ou  vertus^  et  pour  que  Punivers  forme 
un  systfeme,  il  doit  exister  une  force  gen^rale  qui  r^unit  les  corps  les  plus 
^loign^s,  et  qui  ies  force  de  contribuer  au  bien  et  a  la  beaut^  du  tout. 

li  est  certain  que  Tattraction  mutuelle  satisfait  k  toutes  ces  conditions; 
et  peut-etre  la  plus  vive  imagination  n'a  jamais  con^u  une  id^e  plus  heu- 
rcuse  et  plus  fertile,  que  rhypothfese  de  la  pesanteur  uiiiverselle  qui  se  d£- 
Ycloppa  dans  la  r^flexion  tranquille  de  Newton,  et  qui  joint  la  soliditci  de 
la  g^om^trie  aux  charmes  de  la  poesie.  Elle  esf  dans  le  monde  mat^riel, 
ce  que  ramour  propre  est  dans  le  monde  intellectuelj  ainsi  que  celui-ci,~elle 
est  la  source  de  laquelle  d^coulent  tous  les  services  que  les  corps  se  rendent  run 
k  Tautre  et  au  systfeme  entier.  De  m£me  que  ies  diverses  modifications  de  ce 
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paissant  ressort,  les  difiiireiu  obstacles  qu^il  a  k  vaincrey  ou  les  objets  partir  ^ 
culiers  qui  Fattirent,  produisent  des  actions  qui  au  premier  regard   ne  pr^- 
sentent^  aucun  amour  prppre ,   mais  des  sacrifices  d^sint^resses ,    tels  que  les 
'    ,     nobles  vertus  de  rhumanit^^  du  patriotisme,  etc.  de  mSme  la  jravitation  uni*     - 
verselle  est  la  source  de  tous  les  mouvemens  qui  produisent  rharmonie  de  Tuni*    . 
verSy  et  dans  lesquels  Tobservateur  superficiel  s^aper^oit  aussi  peu  de  Tattra- 
ction,  que  lorsque  la  plan^te  p^rih^lie  s^^loigne  du  soleiU    Ainsi  qu^un  con* 
qu^rant,  le  soleil  s^empare  de  tous  les  astres  moins  puissans,  mais  seulement 
pour  "pr^venir  les  desordres  de  ranarchie  dans  son  domaine,  et  pour  y  r^pan- 
dre  la  ium^&re  et  la  chaleur.  % 

On  pourrait  demander^  s^il  y  a,  ici  comme  dans  le  monde  intellectueT, 
des  anomalies,  des  actions  d*un  amour-propre  outr^,  contraires  au  bien  gd- 
n^ral,  des  tyrans  qui  ne  font  des  conqu^les  que  pour  detruire.  Cette  que- 
stion  a  ^t^  r^solue  de  diSISrentes  maniferes;  II  parait  que  de  pareils  abus  ^e 
peuvent  pas  £tre  suppos^s  ici,  oii  Tinstinct  et  les  moyens  de  le  satisfaire, 
d^oulent  de  la  mdme  source;  les  d^rangemens  partiels  contribuent  k  la  per« 
fectioo  jg^n^rale;  et  toute  fhistoire  d6  Tastronomie  ne  pr^sente  aucun  ezemple 
incontestable  de  la  ddstruction  d^un  corps  c6Ieste.  Personne  ne  peut  for«- 
mer  comme  Tastronome,  ce  voeu  que  les  lois  de  Tauteur  de  la  nature  soient 
remplies  aussi  fidfelement  dans  le  monde  intellectuel ,  que  dahs  le  mon- 
de  matdriel. 

§.  37.  Onverra  (Chap.  IIL),  que  le  principe  de  la  rAic//o/i  prouve  rigou-  - 
reusement,  que  toutes  les  planfetes  qui  se  meuvent  autour  dh  soleil  suivant 
les  lois  de  Kepler,  doivent  6tre  dou^es  d'une  force  centrale,  proportionelle 
ik  leurs  masses  divis^es  par  le  carr6  de  la  distance.  Partout  ou  Ton  peut 
faire  des  exp^riences,  elles  viennent  &  Tappui  de  cette  v^rit^,  sans  qu^il  y 
en  a  aucune  qui  lui  soit  contraire.  Chaque  planfete  force  les  astres  qui 
approchent  d'elle,  de  circuler  autour  d^elle  suivant  les  lois  de  Kepler,  comme 
les  planbtes  entour^es  de  satellites;  ou  si  son  attraction  est  surpass^e  par 
une  autr^  plus  forte,  elle  a  du  moins  une  influence  sur  son  mouvement, 
tout-k-fait  conforme  k-  la  loi  d^attraction.  Chaque  calcul,  fond^  sur  cette 
kypothfese^   en  fournit  une  nouvelle  preuve»   sUl  satisfait  aux  ph^nom^nes: 
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atnsi  toule  rastronomie  physique,  et  principalemexit  la  th^orie  det  pertarbft* 
tions,  k  l'aide  desquelles  les  tables  modemes  sont  si  bien  d'accord  avec  le« 
observations  y  est  une  suite  de  preuves  nombreuses  de  Taltraction  g<iniralm 
II  sera  bon  cependant,  de  rassembler  ici  les  faits  les  plus  importans. 

On  a  TU  (II.  $.  3ii.  328.)»  que  le  rapport  qui  existe  entre*  les  r& 
Tolutions  des  satellites  de  Jupiter  et  de  Saturne,  qui  ont  ^t6  d^terminiei 
par  ies  observations  d^une  longue  suite  d'ann^es,  et  entre  leurs  distances  k  Im 
planete  principale,  mesur^es  avec  le  micromfetre,  sont  entibrement  confocmes  k 
la  troisifeme  loi  de  Kepler;  que  plusieurs  de  ces  satellites  d^crivent  des  el* 
lipses  suivant  les  lois  de  Kepler  (II.  §.  3i8.  33 1.);  et  que  ie  mouvement 
des  autres  satellites  parait  ^tre  circulaice  et  uniforme,  ensorte  qu^ils  d^cri- 
rent  des  secteurs  proportionnels  au  tems.  II  s^en  auit  que  Jupiter,  Satume 
et  Uranus  sont  dou^s  d^une  force  centrale,  qui  agit  suivaut  ia  mSme  loi 
que  celle  du  soleiL 

Les  perturbations  consid^rables  que  Jupiter  et  Satume  exercenl  Tun 
sur  Tautre,  prouvent  que  la  force  attractive  de  ces  deux  planfetes  agit  sur 
ious  les  corps  qui  approchent  de  leur  sph^re  d^activil^j  et  il  en  est  de 
mSme  des  autres  planfetes.  Uapplication  que  la  theorie.moderne  a  faiie  de 
cette  loi ,  dans  tous  les  cas  oii  deux  astres  sont  asses  pres  Tun  de  Tautre, 
et  la  grande  pr^cision  que  lcs  tables  astronomiques  doivent  a  celle  applioi- 
tion,  sont  la  preuve  la  plus  complete,  que  tous  lcs  corps  sans  exception 
s^attirent  mutuellement  avec  une  force,  r^ciproque  au  cari6  de  la  dislance. 

§.  38.  L'exemple  de  la  planite  que  nous  habitons,  meiile  une  atten* 
tion  particuliere,  parce  qu'il  donna  k  Newton  la  premifere  idde  dc  la  gravi- 
tation  universelle,  et  qu^il  est  en  notre  pouvoir  de  faire  des  expericnces  sur 
la  plan^te  ni^me.  La  base  de  toute  la  theorie  de  la  lune  est  Tcllipse  que  ce 
satellite  d6crit  autour  de  la  terre  suivant  les  lois  de  Kcpler,  ce  qui  prouvs 
une  force  centrale  de  la  terre,  r^ci[»roque  au  carrd  de  la  dislance  (X.  //• 
Ch.  /.).  Scs  dcarts  de  rellipse,  scs  in^gaiit^s  ou  ^quations,  s'expliquent  par- 
faitement  par  la  force  centrale  du  soleil ,  qui  agit  sur  la  iuae  aussi  bien 
que  sur  la  terre^  ce  qui  esl  une  nouvelle  confirmation  de  Tatlraction  uni- 
verselle,    ainsi    qu'on   Ta   vu.    Mais  il   y  a  d'aulres  r^ilexiuns  qui  re|;ardeili 


L  I  V  R  E   JII,    C  H.A  R    l  fiS* 

plus  inioiJdiatement  -la  physrqne  de  notre  planbte.    Quelle  puiManc^  invi- 
•itUe  enctiaine  la  luneit  la  terrre?  Na^doit-elle  pas  ^tre  beaucoup  plus  sen» 
iible  sur  la  lerre  mdme,  quL%  la  distance  de  la  luneT    D^un  autre  c6t6,   il 
paratt  inconvevable^  que  la  fbrce  centrip&te-  de  la  pesanieur,  si  sensible  k  U 
anrfaee  de    la  terre ,    qei  donne  k  notre  globe  sa  forme  ^ph^rique ,    qui  na 
laisse  pas  ichapper  de   la  terre  la  moindre  molicule  que  la  main  du  ctitA 
tear  lui  a  aatignje,  par  les  applications  ing^nieuses  de  laquelle  iliomme  ezA» 
ente  tee  plos  grands  ouvrages,  tandis  qu^eUe*m£me  se  moque  de  toutes  set 
inventions ,   en  ne  lui  permetiant  pas  de  quitter  Ja  glfcbe  k  laquelie  il  est  at*» 
teoh^l  en  .ne  eon^oit  pas»  4is*je4  que  cette  puissante  force  seit  tout-k*fait  nuUe 
k  de  plns  .grandes  distnnoes.    Pttisqoe  sur  les  4>ltts>  hautes  montagnes  elle  n^e 
pas  diminui  aensihlement^  et  que  dans  les  conches  les  plai  ilev^es  de  Tat- 
mosphfere  elle  jpetient  ies  vstpeurs  de  la  terre;   il  parait  qu'eUe  doit  s^itendre 
jusqu^ii  la  lune.    II  est  dlfficile  de  tracer  les  Umites  de  son  activit^,  de  diteiv 
ininer  la  hauteur  d^oi^  la  pierre  ne  retomberait  plus  k  la  terre;   et.  ii  est  poa- 
eible  que  la  sphtee  d'ectivit6  .de  la  pesanteur  s'^tend  au  deUi  de  rorbite  lur 
•naire.  -*  Voitk  ies  questiona  qae  JNewton  se  proposai  et  qui  peuvent  dtre  r^ 
eolues  de  la  manikre  Buivante. 

g.  3g.  II  est  certain,  que  la  lune  se  prdcipiterait  sur  la  terre,  au  me- 

.ment  oii  la  vitesse  evec  laquelle  elle  va  suivant  la  tangente  de  son  orbite,  et 

qui  est  Tefiet  de  aa  premi^re  pro)ection  en  vertu  de  la  loi  dUnertie,  serait 

d^truite;    c'est  une  suite  n^cessaire  de  la  force  centrale,   prouvie  ci-dessua» 

ia  -lune  se  trouve  donc  dans  ie  m£me  cas,  qu^une  pierre  projett^e  horisonta* 

lement  d^une  grende  hauteur.    Si  la  projection  itait  assds  forte,  et  que  la  rj« 

■aistance  de  Fair  fut  insenaible ,  oe  qui  est  le  cas  dans  la  r^gion  de  la  lune; 

eette  pierre,  au  lieu  de  tomber  sur  la  terre^dicrirait  autour  d^elle  unesection 

conique.   II  n'y  a  donc  .pas  d*autre  diiKrence  entre  ces  deux  cas,  que  la  dis- 

.*tance.  plus  et  moins  grande;  et  la  question,  si  ce  sont  des  efTets  d^une  m^me 

tcause,  peut  itre  risolue  de  deuz  maniires:  on  peut  examiner,  si.refiet  de  bt 

iforce  ocntraie  quiretient  la  lune  dans  son  orbite,  6tant  modifi^  suivant  la  loi 

.€K>nnuey  serait  6gale  k  la  pesanteur  sur  la  terre  m£me;   ou  si  kpesanteur  est 

:de  mftme  nature  que  cette  force,  et  si  elle  soffirait  k  une  si  grande  distancei 

pour  faire  dicrire  k  la  lune  son  elUpse. 
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La  premi^re  qdestion  est,  qaelle  intensit^  la  force  ^enft-ala  qui  retient 
k  lune  dans  son  otbitei  aurait  k  la  surface  de  la^lerre,  ou  combien  elle  de*^ 
vrait  acc^l6cer  les  corps  k  une  distance  ^gale  au  d^mi-diain^tre  de  la  terre» 
L'espace,  parcouru  en  une  seconde .  autour  d*ua  corpe.central  dont  la  force 
acc^l^ratrice  est  P,  celle  de  la  pesanteur  ^tant  prise  pour  unil^,  est  en  g^« 
miral  gV  =  ^  (§.  27.  (6)),  en  d^signant  par  a,  b,  le  grand  et  le  pelit 
demi-axes  de  Torbite  elliptique,  et  par  r  une  diatance  quelconque.  £n  sub^ 
•tituant  A^  —  n^a^b^  (§.  3a.  (i3)),  op  aum  gP=^-  Si  Ton  nemme  a  lo 
demi-diamfetre  de  la  terre,  et  qu'on  fasse  a  =  va^  rziia,  L*acc£l&ration  k  ia 
•urface  de  la  terre  sera  £rP  =  £n^v^a.  Or  le  demi-diamfelre  de.  la  terre  eat 
d^enriron  Sa^oooo  toises,  ou  «=20306761  pieds  rhinlandiques;  la  pacallaxe 
moyenne  de  la  lune  (II.  $.  190.),  w  =  57'ii''  donne  v=— =-: — =6o,iai| 
et  le  moyen  mouvement  de  la  lune  pour  une  seconde  est  r  =  o'^,549  = 
0,000002661627:  d'oii  il  vient  gP=  i5,63i5  ce  qui  ne  difiere  de  ^=i5,6a5 
que  d*une  demi-ligne.  On  a  donc  gV—g,  P  =  i,  d'oik  il  suit  que  la  force 
centrale  de  la  terre  qui  agit  sur  la  lune,  est  identique  avecla  pesanteur.  Le 
calcul  pr^c^dent  n^st  pas  rigoureux,  mais  ass^s  ezact,  pour  prouvcr  Tideft- 
titd  de  ces  deu2  forces.  Pour  £tie  rigoureuz,  il  a  besoin  dcs  correctione 
auivantes  qui  n'ont  pas  encore  ^t^  earpliqu^es:  i)  La  force  centrale  de  la 
terre,  qui  produit  Torbite  de  la  lune,  ou  son  moyen  mouvement  n,  que 
Bons  connaissons  par  observation,  est  diminu^e  par  rattradion  du  soleil  de 
rTT ,    et  augment^e  par  la  masse'  de  la  lune   de  •--  5    a)  La  pesanteur  g  est 


diminu^e  par  la  rotation  de  la  terre,  et  cette  diminution  qui  est  de  -^  soui 
r^quateur,  d^pend  de  Tel^vation  du  pole;  3)  en  vertu  de  Taplatissement  de 
la  terre,  la  pesanteur  n^est  pas  partout  proportionnelle  k  la  masse  de  la 
terre,  divis^e  par  le  carr6  de  la  distance  au  centrcf  4)  1^^  valeurs  de 
g,  a,  Wf  devraicnt  dtre  r^duites  k  la  m^me  ^l^vation  du  pole.  On  peut  trou^ 
▼er  le  m£me  r^sultat  par  un  proc6di  plus  simple,  mais  moins  exact.  Soit 
{lig*  3.).  LMA  Torbite  lunaire  que  nous  supposons  ici  circulaire,  parce 
qu'il  ne  s^agit  que  du  mouvement  moyen^  soit  T  la  terre,  LM  l^  moyen 
mouvement  pour  une  minute,  donc  LTM  =  33'^  En  faisant  a  =  20307000, 
y  =  60|   on  aura  k  peu  pr^s   LM  =  MN=vasin33'^=  J949^^>    ^^  LAss 


.\ 
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ftV«r-  Mais  MN^=::LN.NA,  donc  LNrz =  i5,6  pieds.    Pendant  que 

Itf  luno  mtfrche' de  Lea  M,    Ic  force  centripMe  la  d^toarne  de  la  tangente 

tA'L  de  la  Jigqn^lfN  qui,  |wp  cipnijqttent,  est  Tacc^l^ration  en  une  minute 

et   k   la  distance  TL  =  6o(k.    Or   les  espaces   6tant   comme  les  -carr^s   des 

tems   dans  lesquels  ils  sont  parcbnrus ,  et  les  acc6I^rations  etant  r^ciproqnes 

au  carr^  de"l4  distancei  Tacc^I^ration  en  une  secondoet  a-la  disCance  oe  sera 

gVzn  — '   '      *    ■  n  15,6=:;^*  donc  P  =  i,  comaie  ci-dessus. 
•'60.60 

Si  Voti  Ten^erse- Ife  probifeme,  la  th^orie  de  Tattraction  peut  servir  i, 
d^terminer '  la  pafallaxe^  de  la  lune  avec  une  grande  pricision.  En  emplo- 
yifit  ie  demi-diamktre  de  l^^quateur  a=:3!&8ioi:^  toises,  et  1a  chute  des 
corps) :  qui  aurait  lieu  sans  la  rotation  de  la  terre,  g=i:  2174^95  lignes  d^un 
pied  -de  France  r=:  J^  toises,  on  trouvera  v  =  ^9,939;  donc  la  parallaxe 
Vibye^ftjl  sous  T^quateur  zzbf^i^^  ce  qui  est  partaitement  conforme  aux 
otMmtions  de  Mayer. 

1  '  On  a  fait  robiection,  que  la  pesanteur  ne  s^^tend  prut-itre  pas  k  des 
distaiiees  aussi  grandes  que  celle  de  la  Inne,  et  que  par  conscquent  la  lune 
est  sollicit^e  par  une  autre  forccj  ce  qui  nous  conduit  k  la  seconde  manifere 
de  rjsoudre  la  question  propos6e.  Comme  il  a  ^l^  prouv^,  que  la  pesanteur 
est  suffisante  pour  retenir  la  lune  dans  son  ellipse,  si  elle  diminue  suivant 
le  rapport  inverse  du  carr^  des  distances^  la  question  est,  si  la  pesanteur 
suit  effectivement  cette  loi ,  ou  plutdt ,  si  elle  ne  d^croit  pas  dans  un  rap* 
^ort  plus  grand  que  celui  du  carr^  des  distances.  Gar  il  est  ais6  de  voir  que, 
81  elle  diminuait  dans  un  rapport  moins  grand,  ren%t  de  la  pesanteur  Tempor- 
terait  sur  la  force  centraie,  et  la  lune  ne  pourrait  pas  d^crire  rellipse  que 
donnent  les  observations.  II  faut *-  dMc  recourir  k  des  observations  faites 
snr  la  terre  m£me,  pour  d^terminer  le  rapport  dans  lequel  la  pesanteur  .di« 
minue  h  dilTiirentes  hauteurs;  et  les  «osciilatioiis  du  pendule  offrent  le  senl 
inoyeny  qui  soit  issis  exact  pour  d^cidev  cette.  iquestion.  :  Suivant  les  prin^ 
cipes  de  la  m6canique>  la  longueur  du  'p'endule  k  secondes  «st  a—~^ 
d^oik  il  suit  gzz^air^.  En  nommant  b  Isl  longneur  du  petidule  k  secon- 
des,  sous  la  mdme  latitude,  mais  k  une  plus  grande  ^Uvation  au^dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  Tacc^l^ration  de  la  pesantcur  a  cette  hauteur  se/k 
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A  z=  I  &ir^9  d^oik  Ton  tlre  g\hiiaib.  Soit  a  le  demi-diam)tfre  do  ia  tenciOi 
—  r^l^vation  du  second  lieu  d'ob«eryation;  aa.  distanc»  ao  oenire  de  la;  tenM 

aera a.    £n  supposant  donc   que  la  pesaaieur  est  r^ciproque  aa  onrvi 

des  distancea ,    on  aura  r  . ;  ^      •  - 

^  :  A  : :  (n -f- *)*  2  n* : :  a  :  4. 
II  est  Tisible,  que  la  hauteur  doit  dtre  trbs-grande,  pour  donner  un  r&iiltal 
sdr:  ainsi  les  seules  observations  qui  puissent  d^cider  la  question,  sont  celr 
les  que  les  acad^miciens  de  Paris  ont  fiiites  sur  les'  Cordill^ras»  Bouguer 
trouva  qu*k  Quitb,  ville  ilevie  de — --  au-dessus  da.  la  nier,  le  pendule  A 
•econdes  ^tait  de  -----  dIms  courte  qu'k  la   surface  de   la  men:    on   a:  doaa 

i3oi  ■  * 

nzzLiL^Z'!^  et  a\bi\iiiixiiio\tgih,  ce  qoi  est  fort  approphi  de  1».  proporr 
tion  (/i4- O^-'^^*- i33i:i32g,8ii.  Sur  le  Pichincha  il  trouva  ;ii:;;i348^ 
©t  fl:A::845:844::y:A,  ce  qui  difffere  peu  de  (/i-+- i)*:/i*::845;844.|:  (»)^ 
Dans  les  deux  cas,  h  est  un  peu  plus  grand,  qu'il  ne  devrait  fitre  ««^yant 
le  rapport  inverse  du  carr^  des  distances:  il  est  donc  prouv^,  que  la  pe- 
•anteur  ne  d^croit  pas  dans  un  plus  grand  rapport,  et  que  par  consiquent^ 
elle  suffit  pour  effectuer  le  mouvement  connu  de  la  lune. 

$.  4o-  11  cst  ^vident  par  ce  qui  pr^cbde,  que  la  force  qui  retient  Is 
lune  dans  son  orbite,  est  la  m6me  que  celle  que  nous  appelons  pesanieur  sur 
la  terre,  et  qu'une  pierre,  ou  un  corps  quelconque  qui^  dans  la  r^gion  de 
la  lunCy  serait  Ianc6  suivant  la  m6me  direction  et  avec  la  m6me  vitesse,  d^^ 
crirait  autour  de  la  terre  rorbite  lunaire.^  11  n^est  paa  moina  certain,  qtt'i^ 
en  est  de  mdme  des  autres  corps  c61estes:  chaque  planfete  ou  autre  corps^ 
plac6  k  la  sur&ce  du  soleil,  sera  attiri  par  cet  astre,  et  tombera  sur  lui 
•uivant  la  m£me  ioi  que  nous  observona  dans  la  chute  dea  corps  sur  la  terre^ 
ou,  s^il  est  arr^t^,  exercera  une  pression  vers  le  centre  du  soleil,  qui  sera 
ditermin^e  ci-aprks»  On  doit  dire  la  mime  chose  de  toutea  les  planetes  qui 
aont  entour^es  de  satelUteS|,  et  il  est  naturet  d^itendre  ces  raisonnemens  k 
celles  qui  n'ont  point  de  satellites^  d^autant  plus  que  leur  force  attractivo 
cst  prouv^e  par  les^  perturbations  qu^elles  exercent  sur  les  autres  planfates. 
La  4une  mftme,    le  plus  petit  des  corps  c^Iestes  que  nous  connaissions,    est 

(i)  Figure  d§  la  T*fr§,  par  JBougu$r.  S$ci,  VU*  p^*  357*  #urV* 
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iidnt  ihne  ferce  attractlve,  donl  ies  effeU.cont  tr^-senaible^i  tels  que  U 
nfiletJk>iiv  les  mar^ee»  ete.  Les  ffttractione' mntueUes  dea  aalellitea  de  Jupitei^ 
aoht  aa^'^n8idtttfMea|  pour  ne  paai  ^^Bapper  a  noa  obaervarioD8«malgi6  la 
grande  dtataneiB.  ^De  quel  o6ii  que  noua  regardionai  nous  trouvons  dea  preo» 
fea;  qtre  i%t1Mcfiofl  eat  une  propri^i^  commune  k  tout  ce  qui  est  matiriel, 
ef^que-  Yn  cbrpt'fea  plua  ^loign^a  s^aitSrent  mutuellement ,  et  qu^ils  p^sent 
F6hi  sur  l'auttek  La  pltta  forie  preuve  est  la  loi  de  riaction,  dont  il  sert 
parM*plua  bar.   - 

'.  Teiie  esF  1a  loi'  de  la  nature,  connue  aoua  le  nom  de  graviiaiion  uni* 
Terselle,  qui  fbt  dSoouverie  par  Newton,  et  qui  a  donni  une  nouvelle  forme 
ft  raatronomie  enii^es  D^aprfea  cette  loi,  le  mouvement  elliptique  qui  d^pend 
idela  force  centrale  du  aoleil  aeul,  n^eat  plua  le  v^riiable  mouvement  dea 
pHbifetes,  qui-  r^sulie  au  contralre  de  la  compoaiiion  dea  attractiona  du  aoieil 
et  de  touies  les  planktes.  Mtftis  outre  ces  periurbations  proprement  ditea,  qui 
aeront  trait^es  particulierement  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  la  gravitaiion 
nniverselle  a  encore  une  auire  influence  sur  le  mouvement  de  chaque  pianbie» 
^ui  auraii  lieu,  quand  m£me  il  n^ezisierait  aucun  corps  outre  cetie  planfete 
et  le  soleil.  Nous  avons  suppos^  jusqu^k  pr^sent,  que  les  planfetes  sont  dea 
points  mai^riels  sans  itendue,  et  qffelles  sont  sollicitdes  par  le  soleil  seuh 
MaiSy  la  force  aliraciive  ^iant  une  propri^t^  univejrselle.  de  la  plus  peiiie 
mol^cule,  le  soleil  aiiirera  non-seulement  le  centre  de  la  plan^te,  mais  cha- 
cun  de  ies  ^l^mens;  d*un  autre  cdt^,  la  planfeie  ne  sera  pas  seulement  aiiir^e 
par  le  soleil,  maia  elle  atiirera  le  soleil  de  m£me.  II  faut  donc  examineri 
quela  changemens  la  ih^orie  de  Kepler  ^prouve  en  vcriu  de  ces  deux  condi« 
tions;  ei  c'est  Fobjet  des  deuz  chapiires  suivans  ('). 

Avant  d'enirer  en  maiifere,  il  sera  bon  d^exiraire  quelques  passagea  de 

■ 

Yintrodudion  de  l^ouvrage  de  Kepler  de  steUa  Mariis,  qui  prouvent  que  ce 
grand  homme  eut  des  id^es  fort  justes  sur  la  pesanteur  univeraelle.  y,Si  duo 
•  lapidea  in  aliquo  loco  mundi  collocareniur,  ejitra  orbem  viriuiis  teriii  cor- 
vporis:  illi  lapides  ad  similiiudinem  magneiicorum  corporum  coireni  loco  in* 
«termedioy   quilibet  accedens  ad  alterum  ianlo  iniervallo,   quania  est  alteriua 

O)  Mma.  MU.  M^.  JM910.  Maih.  Uk.  JJJ,  JProp.  JF.  >^. 
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nmoles  iti  coili^ralione?  (c^csUih^dira  iU  coiacidiraient.  da^s  lear  emfn  da 
i^griii^ti),  ,,St  iuna  et  4erra  hdn  retinerentur  yi  aliqua»  q uaeU^bet  in  suo  ciioar 
situ;  te^ra  ascenderet  ad  lunam  54^*  parte  interya|li,  )w|i  ,4lM€enderet  ad 
sterram  53  partibus  intervalli:  ibiqne  lungerentur^'  (c^esr-k-dire  ^u  ^tre 
commun  de  gravilA:  Kepler  supposa  donc  avec  une  {;rande  pri^qpaiop  la  maas^ 
de  la  lune  ^ale  ^  rr  de  celle  de'  la  terre ,  ou  plutdt  ii  aabatitua  le*  rappoit 
des  volumes  k  celui  des  miaasea).  —  «Si  terra  cctMaret  attcahf^e  ad  ae  aqoaa 
»auas,  aquae  marinae  omnea  elevarentur,  et  in  corpua  lunae;  influegenl* 
sOrbia  virtntia  iradoHw,  quae  est  in  luna,*  porrigitMr^eaqne  ad.  terramy  et 
aprolectat^  aquaa  aub  sonam  torridam.  — -  Unde  aequiti^  B^ulto  magia  virtu* 
»tem  tractoriam  terrac  porrigi  in  lunam  et  longe  alt|ua,  ac  proinde  nihil  eo» 
«rum  quod  ex  terrena  materia  conatat,  inque  altum  aubyehitur,  complezuai 
shunc  fortiaaimum  virtutia  /mc/omp  unquam  effugere''.  II  &ut  convenir  ^ue 
ce  peu  de  iignea  renferment  toute  ia  th^orie  de  Newton. 
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Correction  de  la  theorie  de  Kepler,  due  aux  attractions 

proportlonneUes  mx  masscs. 

§.  4i*  X  our  qu^un  corps  solide  soit  mu,  la  force  n^a  pas  besoin  dV 
gir  imm^diatement  sur  chacune  de  se$  parties;  elle  pcut  Stre  appliqu^e  h 
un  seul  point,  et  la  coh6sion  des  autres  parties  leur  communiquera  le  mdme 
mouvcment.  Quand  un  seul  point  est  solliciti  par  une  force  mouvante,  tous 
les  autres  6l^mens  du  corps  r^sisteront  h,  son  mouvement  en  vertu  de  ieur 
inertie,  et  chacun  de  ces  obstacles  doit  ^tre  surmont^  par  une  partie  de  la 
force  quiy  par  cons^quent,  se  r^pandra  sur  le  cprps  entier;  et  le  mouvement 
ne  peut  avoir  lieu,  que  lorsque  tous  les  ^l^mens  sont  iSgal^ment  acc6I6r^5* 
II  en  r^sulte,  que  Facc^l^ration  du  mobile  et  de  chacune  de  ses  parties  sera 
d^autant  moindre,  que  la  masse,  ou  le  nombre  des  ^l^mens  parmi  lesquels 
la  force  doit  ^tre  distribu^e,  est  plus  grand:  donc  racc^I^ration  d^une  force 
qui  n^agit  pas  imm^diatement  sur  le  corps  entier,  mais  sur  une  certaine  par* 
iie,  est  r^ciproque  k  la  masse  mise*  en  mouvement  ($.  5.)*  Or  la  force  /720- 
irice^  ou  la  pression  du  mobile  6tant  proportionnelle  au  produit  de  la  vites* 
ae  et  de  la  masse  ($.  gOi  la  pression  ou  la  quantit^  du  mouvement  sera, 
dans  un  pareil  cas,  ind^pendante  de  la  masse,  et  d^une  grandeur  constante, 
^uelle  que  soit  la  masse  du  mobile.  Mais  une  pareiile  force  ne  peut  agir 
indilKremment  sur  toute  matifere^  et  si  h  Forigine  du  mouvement,  une  partie 
du  corpSy  qui  n^est  pas  attaqu^e  imm^diatement  par  la  force^en  est  s^parfe^ 
elle  demeurera  en  reposj  ou  si  le  corps  est  fluide,  la  partie  sur  laquelle  la 
force  agit  immddialement,  se  mettra  seuie  en  mouvement,  en  se  sipanuit 
dcs  aulTM  qui  resteront  en  rcipos. 
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L^inversion  de  ces  raisonnemens  est  6galement  admissible.  Une  forcet 
'dans  laquelle  nous  apercevonBle  cDntraire  deivtis  les  pli^iioiiibnes  priSe^deiiSy"  thrit 
agir  sur  chaque  ^6ment  des  corps  avec  la  m£me  force,  et  doit  6tre  appli- 
qu^e  imm^diatement  h,  chaqne  mol^cule;  et  c^est  le  cas  de  !a  pesanteur.  La 
coh^sion  n'a  aucune  influence  sur  la  chiite  dea  'c0^s  solides :  deux  balles 
de  plomb  tombent  avec  la  m£me  vitesse,  que  lorsquVUes  sont  fondues  en- 
aemble;  une  masse  d^or  ou  de  plomb,  etc.  deuz  ou  dix  fois  plus  grande  est 
acc^l^rde  pr^cis^ment  coibme  la  masse  sitnpto ;  et  tous  les  ^rps  ^h  ^nSrat, 
quelle  que  soit  leur  grandeur  ouleur  pesanteur,  tombent  avec  m^me  vitesse; 

a 

dont  il  est  aise  de  s^assurer  par  Texp^rience,  non-seulement  dans  le  vacuum, 
mais  partout,  en  tenant  compte  de  la  r^sistance  de  Tair.  IiVicc6I6ration  de 
la  pesanteur  n^est  donc  pas  en  raison  inverse  des  masses,  mais  elle  est  ia 

'mfime  pour  toutes  les  masses.  II  s^en  suit,  que  la  quantitS  motrice  de  lli 
pesanteur,  la  pression  ou  le  poids  des  corps  graves  doit  6tre  proportionnel 
ii  la  masse,  ce  qui  est  ^galement  confirm6  par  Fexp^rience.  Une  livre  de 
plomb  p^se  ^lement  sur  la  balance,  quel  que  soit  le  nombre  des  mor- 
ceaux  en  lesquels  on  Ta  coup^e.  Le  poids  des  corps  qui  sont  colnpos^es 
d^une  mati^re  uniforme,  ainsi  que  Por,  est  exactement  proportionnel  ii  leur 
grandeur,  et  par  cons^quent  k  leur  masse.  Enfin  la  pesanteur  agit  indiffS- 
remment  sur  tous  les  corps,  et  nous  ne  connaissons  aucune  matibre  sanspe- 
aanteur:  les  globules  des  vapeurs  les  plus  subtiles  n^en  sont  pas  except6e8| 
et  les  fluides  sont  soumis  k  la  loi  de  la  pesanteur  aussi  bien  que  les  corpa 
aolides.  Puis  donc  que  touS  les  6I6mens  des  corps  sont  ^galement  acc^l^rfii 
par  la  pesanteur,  la  ^^ression  ou  le  poids  de  chaque  corps  est  n^cessairement 
la  somme  des  pressions  de  tous  %^s  ^l^mens,   et  par  cons^quent  proportion- 

•tielle  ii  leur  nombre  ou  k  la  masse  du  corps.  La  force  acc^l^ratrice  de  la 
pesanteur  est  donc  la  mSme  pour  tous  les  corps,  tandis  que  la  force  mo- 
trice  ou  la  pression  est  proportionnelle  k  la  masse. 

Ce  r^sultat  est  confirmi  par  les  expdriences  faites  par  Nevirton.  Deux 
pendules  de  meme  longueur,  auxquels  sont  attach^s  deux  poids  ^gaux  de  difC£« 
rentes  gravit^  sp^cifiques,  parex.  deplomb  et  de  bois,  font  les  mSmes  oscilla* 
tions  dans  le  vacuum,  ou  ^tant.  enferm^s  dans  des  boites  ^gales  et  semblables» 
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QHtorte  qu^iU  ^prouvent  la  mdme  r^sistance  de  Pair.  L'^galit^  des  poide 
prouve  que  la  force  motrice,  ou  le  produit  des  viteases  C,  c,  par  les  masses 
My  nt,  est  le  m£me,  CMiz:c/n;  les  vibrations  de  mi^me  dur^e  prouvent  que 
les  acc^liirations  ou  les  vitesses  sont  aussi  ^gales,  C~c;  d'oii  il  suit  Mzh/t?? 
les  masses  sont  ^gales,  si  les  poids  sont.  les  m^mes,  malgri  rh6t^rog6u6it6 
des  matidres^  donc  les  poids  sont  proportionnels  aux  masses  (^).    . 

H  en  sera  de  mdme  dtts  atlractions  ou  des  forces  centrales  des  corps 
c6IesteS|  lesquelles  ne  sont  autre  chose  que  ia  pesanteur  agissant  k  une  plus 
grande  distance  (S^^g.).  La  fbrce  centrale  du  soleil  agit  indifKremment  sur 
tous  les  corps,  grands  ou  petits,  plus  ou  moiiPM  denses,  sur  la  lune  p^cisj- 
ment  comme  sur  Mercure  ou  Jupiter,  en  .communiquant  ii  tous  la  mfrme 
▼itesse,  k  proportion  de  leurs  distances:  la  pression  de  la  masse  entifcre  est 
donc  la  tomme  des  pressions  de  tous  se^  ^l^mens.  Si  le  soleil  ou  Jupiter 
accJUrait  une  partie  de  la  masse  plq^  que  Tautre,  }es  dilT^rentes  parties 
B*auraient  pas  le  mSme  mouvement^  d'oii  il.  risulterait  des  s^parations,  ou 
4es  irrjgularitis  dans  la  figure  sph^rique  et  dans  le  mouvement.  II  suit  de 
la  loi  de  la  force  centrale  du  soleil,  que  la  terre,  itant  transportie  dans  la 
rjgion  de  Jupiter,  ferait  une  r^volution  en  douze  ans  k  peu  prbs.  Si  donc 
la  masse  de  Jupiter,  qui  est  beaucoup  plus  grande  que  celle  de  la  terret 
n^^tait  accdljr^e  ezactement  comme  la  terre,  Jupiter  ne  pourrait  pas  avoir 
la  m£me  p6riode  de  douxe  ansj  et  la  troisifcme  loi  de  Kepler  ne  pourrait 
avoir  lieu  que  relativemeot  aux  mSmes  masses.  Or  puisqu'elle  a  lieu  pour 
tous  lesGorps  cilestes»  dont  les  masses  sont  sans  doute  fort  difEirentes  Pune 
de  rautre,  il  s'en  suit  que  les  fbrces  centrales  des  corps  c^lestes  accilbrent 
^lgalement  tous  les  corps,  que  par  consiquent  la  quantit^  motrice  de  ces  for« 
ces  est  proportionnelle  aux  masses  des  mobiles. 

On  verra  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  que  eette  vJrit^  est  confirmte 
par  une  foule  d'observations  astfonomiques.  La  pricession  des  ^quinoxes» 
la  nutation  de  Taxe  de  la  terre,  Taptatissement  des  pUn^tes,  etc*  ont  Mi  cal* 

eul&  suivant  une  th^orie  qui  est  fond^e  sur  cette  hypoth^se»  dont  la  ▼JritA 

« 

est   prouv6e   par  Paccord   qui   se  trouve    entre   elle  et  les  observations.  .Si 
<i)  jr«tf.  gM,  IfairgtiM.  lUh,  m,  m.  Fnp.^FI. 
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i>n>  rakul»  pair  ex^  rapialiaemenli  de  la.  terre,  ea-  suppesanlr  qn«-  la>  preMn> 
teur  est  (Urig^e  ver^  le  cciUre*  aeu^.  on»  tPouveFa'  le  CcippoFt  des*  axes^  cominft: 
578  k  5^7',  et  poQF  Jupilpr  on^  irouven^  a^  ^  ^  (^^J*  $*-  i^i'*)-  ^^  ^n. 
prf nant  poup  base'  LTiypotLfe&e  pr^^^denle,.  que  chaque  kiiolcicwe  a  une*  Ibrce' 
attraetFve.,  eiv  tr&avera;  leS'  rapporta>  avta*  a  a?g,  et  ta  k*  g»,  tf  qul'  eat  pliii^ 
cenforme  aux  obaervalio&s*  (IC  $1-  167.).. 

$!^  4>*  Si'  1'^a.  suppDsei.  coniorDi4ment  h'  ce  qur  prfcMe,  qve*  Ibufr  lem 
cprp»  gcavrient  tuni  Tersi  Kauire;.  o»  cr  qui-  revient  au  niAhiey.  que  rattraetioiv 
eat  une  propriidl^- commune- aux^  plns'  petiies*  mol^ules».  (§■.  4^.%-  il-s^en^  soiB 
de'  lavni^me  manieve,*  que  raitraclion'  qu'exerce^  uni  curps-  sur  tous>  les^autiree^' 
eftt  la:  sommer  des*  attraclions'  de*  toua>  les^  ^imens*  donl  il  esi  compos4|.  ou-  t& 
q.ui  «evient  aa  mdmev  %ue'  i!»  qiiantUi*  aiiseiue  de'  bu  Euifee'  cealkraltt'  de'  cbai-^ 
que  corpv  est  piopoFtionneire'  h  sa  masse;.'  II  ea  r^sulie*  un:  nDafeia*  Ken' 
qui;r^unit  runiversv-  .La  force  centrale'  du)  soteH^  n%st  pas^  s^ulemeM  senw 
Dlahle  i  la  pesanteur  sur  la  tierre,  en-  suivani  les*  m^mes  loili,  mais-  elle'  ealf 
ideiitique  avec^  lia.  pesanteur  ^.  elle  est  absolument  la  mdme  fbrce  ^r  el  de  1& 
m^me  intensit^l  Deux  moMoulea  donti  les'  masses  sonl-  fgales^  ont  ex^etement 
b  m^me  force  attractive  sur-  le  soleil-  et  sur  la  tenpe,'  et  la  dlffiJrenee  entcer 
hm  attractiens  dea  coFps^cAlestes-  ne  d^pend^  pas  de  la  qualit^^  mais*  uniqjue» 
ment  de  la  quantiti  de  la  matiire  dont  ila  )iont  compos^si  Ainsl  riinireri' 
est  un  ouvrage*  ex^cut^  d^apr^  un  seut  plan..  £n.  connaissant  la  fbrcfc 
attractive  dia  diee»  covpS'  cAesles  Hl  ^gale  distance^  on^  connair  en.  m£me  teiw 
le  rapport  de*  leura  maeses.-  La  premiiice'  ne  peut  tftre  conniie  qu^^  jmx:  Vke^ 
c^I^ration-  qu-ila  communiquent  &*  d^autrea  rorps,  c\*s(;4Udite  pai;  la  efiuie  dea 
eorps-  k  leuf  aurfacer  pav  Ita  orbites*  que-  d^autrea  corps  ctfl^tea  d^criVent 
autour  d^euX|.  ou  enfih   par  dea  eflets'  qjueleonques»  de  leui:  atlradtion*.    £a 

a 

cfeute  dea  corps  ne  peut  Mre*  ebservfe  que  sur  la  terre,,  d*b&  il.  suii  qua 
aoua  pouFtions  comparer  la  massr  de  la  tlerre  atee  eellea  d^autrea  corps  c&^ 
irstea;  qnand  mlme  elle  a^aurait  peiat  de  hiaef  le  seeondf  mojen  ne  peut  ftrd 
empio}!^  qae  velatiivement  au  soleiletaux^plaBi^lea  qjtii'  sont  entourtfes  deaalelp 
fites;  le  troisitme  peutf  #tre  appliquA  aujL  perturbationsque  lesplan^teaeiercent 
Viiae  s«»  i^MiUe^  el  qiui  eat  aeif »  k  dtfieiauMr  tea  «UMec  da  la  pluferi  d» 
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fJan^tet,  et  mSme  celles  «des  sarteUites  de  Jupiler;  ^ais  'priiicipfl[leiiieiit  lAinae* 
M  de  lin  loae  ;pdr/son  'inflaence  mnr  3es  mailieSi  -la  nuflation,  «tc 

jEn  noiDmant  donc  li  loasse^u  'corpe  t.*entral,  par  «x.  du  soleil^  S| 
«elle  4u  corps  ,-attiilS ,  ^r  ^.  de  :Ia  terte,  JS^  la  «distaitce  >de  ;run  k  Tautre, 
r#.  la  quantilii  absotue  Ae  4a  foice  cetttrale  du  Mleil  .pourra  ,itre  expi^tm^e 
tparrS^  ia  /quanUli  /accilirairice  -par  --l^  -et  tk  quantit^  /motrice  .ou  ia  «pressioa 
<de  da^erre  ^vera  4e  «olen  .«par-^  ($.  ^o.)|  :S  devant  ^tre  'expr-imi  en.partiea 
idf  1a  noi^MMe  tenrestre ,  (Si  ja  ^ewHeur  faur  ia  «terre  «st  jprise  jpour  .uniii 
4l#  forcea.  1  i  i   r 


^.  fi^.  "Puisque  ^la  4brce  ^scttraetive  feit  nme  ;propfl8lS  ^d^xAt  tlet  «orpa, 
«•t  proporiionnelle  ^  la  jnasse.,  Je  .^bleil  ^sera  .^nssi  ^fttiriS  par  ;la  terre  ^t  «lei 
autres  fplanfetes,  avec  ^une.foice  rdoht  .l^intensitS /est  ,propbr(iomi€Ue  M  .leurs 
maases.  -Relativement  ^k  4«tte  attractioni- 1a  (force  -absolae  -de  *la  plan^te  taft 
~Vi^  1»  force  vacciftl^rtttrice  =^  —  ,  «et  ^la  (pres^ion  iA^  'Sdletl/<vers  Ja  plan^te 

M  S  ■ 

r=:  '^^' ,  ^donc  /<6g(ale  .-^  -la^pression  def  fla  fpknfcte  ivers  le  soleH  ($.  (a:).  ACeit 
la-  iMofbme  «connu, '  que  ta  riadion  /esi  eonitamment  i^dh  «f  ^opposSe  ^  faciionp 
qoi  est  g^nliralement  adoplA  'Comme  iFun  des  «premiers  principes  dea  lois  du 
jnouvement.,  «dani  ila  onjtafiltysiqae  .•mteie  .('')•  -^'^  .corps  «nrpeut  4irer  j)S' 
paiMser  <an  aotrevcbrps,  «qu^en  .lant -que  ifcelut-id  ^iste,  ^et  iF  «te  ^pparran  paa 
da-  4out  agir  sar  (uo^.-corpa  pSni^nible,  -ou  xpxi  ;ne  ^hii  t>ppdserait  ^aocune  rh» 
aiatance.  La  main,  «en  poussant  .ou  lirant  an  ioorps,  .iSprduve  (avie  ^gale*  pres* 
aioii^u  .attraotion,  et  nous  jmesurons  la  force  .-avec  4aquelle  ,nous  agissonssur 
VD.  corps,  ipar  Paclion  -quMI  lexerce  isur  jnous  «snivant  :la  -diredtion  opposde. 
CTest  «ur  -ce  principe  <que  -se  fonde  ftoute  ^la  rthtforie  .de  /la^^percassion  .dea 
covps.  31  est  -vrai  «que,^dans  Jes  jiuichines,  iraciion  «de  tirer  .*et  !la  rSaction  ne 
ee  traasmetlent  «qu^au  moyen  d^une^orde;  misiis  ^ie  riSsultat  doit  ^tre  le  tn^mci 
ei  l!attraclion  .se  .fail,  «ans  ique  Je  »lien  ^qui  ijoiiit  flrs  deux  tcorps  'Soit  ^isible: 
ei  1a  r^action  nous  parait  alors  tinconcevablei  il  ;laut  consid^rer  .qiie  noua 
iie  Toyona  pas  non  ?plus  :la  «corde,  au  .inoyen  «de  laquelle  Jae  4ait  rattraclioe 
inteie.  £a  ^vertu  de  la  loi  idUnertie,  Je  fvorps  .aitiri  r^siste  .constainmeiit  % 
proportion  A^  -sa  ni;i!»si^,    parrp   nw  'hpn"**  "f^^^fiT^nt   est  inerte.    -Cette   r^sis- 


mm 
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tance  est  oppos^  k  raUimctioo,  elle  est  donc  ausai  une  aMractioii.  Suppoaont^ 
que  le  corps  attii^  approche  du  corps  central|  jus^u^a  ce  qiL^U  soit  ea  con«- 
tact  ayeciui.  Si  la  rdaction^n'^tait  pas  exactement  ^gale  k  Taction,  les  deuz 
corps  prendraienti  aa^moment  ,df  contacC^  un  commun   mouvemenl  suivaiiti 
\sL  direclion  de  U  pression  qui  rempurte  sur  Tautre.   La  terre  devrait  avoit  ^ 
ujf^   mouvement  rectiligne   d'ua  c6yi  ou  de  Fautre',   en  vertu   de  rattractioik  ' 
aaule  qu'elle  »evce  sur  les  corps  graves,  si  elle  n^^prouvait  une  r^action  6%  j 
ces  corpa,  ^gale  ^.  ]%  sieane.-  Chaque  corp#  ferait  mb  en .  snouvement  pac  : 
aa  propre  force  centralOi  ainsi  qu'un  homme  tombe  k  la  renverse,  quajidlah 
corde  par  laqnelle  il  .tire  iin  corps  ae  rompt,   et  que  par  cons^qaent ,  la  r<* 
siftante  du  corps  atlir^.cesse.brusqtte^i^p^  .... 

Lorsqu^un  corps  conununique  ,k  !un  autre    une  certaine  quantit^    de  . 
mouvement,  il  doit  n^essairen^ent  per^roija  mdmequantil^;  de  mdme  qn^un  - 
vaae  ne  peut  se  rempliri  aana.yider  un  autre  vase<  iSupposons  qu'un  corps 
A  agisse  sur  un  autre  B  qui  est  en  repof,  ayec  £a  ic^ ce  -f-  Y^  le  signe  -fr ;. 
indiquant    la  direction.    Or   le  repos   peut_  £tre  envisagi^  comme   le  r&ultat 
de  deux  forcea  ^ales  et  directement  ppposies:  Tune  k  Tautre:   on  peut  donc 
concevoir  le  corps  B  sallipit^   pfir   d^ux  furcea  -f-V  et  —-V..   Maia   il  ne 
refte  apr^s  }Wipo  qu^  la  force  -^Vi   ainsi  Taction  de  A  se  r^duit   k  di» 
truire  la  force  —  Vi  ou  k  Jui  r^ister:    donc  B  agit   aur   A  avec  la  force 
— -  V;  la  riaction  est  ^gale  et  4^ontraire  k  ra<?t;on«  ^ 

Noua  en.tirerona  une  concl>ision  trte-igiportante.  Nommona  m^,  nf, 
vnl'^  etc.  les  massea  ^ea  corpa  d'un  sy#t^me,  'qui  s'altirent  mutuellement  en 
raison  de  leura  masses  et.d^une  fonction  quelconque  y*  de  ieura  distances|  ' 
nommons  de  plus  V,  V^  etc«  les  distancea.  dea  corps  wlp  m",  etc.  au  corpa 
m^;  'f^,  V,  etc.  cellea  de  m*,  m'\  etc.  k  ni,  et  ainsi  de  suiie;  «•,  j^,  a% 
les  trois  coordonn^es  de  m^  relativement  k  un  point  fixe  J^  s',  /,  tf,  ceilea 
de  m^,  etc.  Ceia  pos<S|  les  forces  acc^liratricea  qui  tirent  m^  vera  in'  et 
ven  m'',  seront  m\.f(^/)  et  m^'  .f{^r')\  et  les  mftmes  forcesi  d^compoades 
auivant  x,  et  dirigies  vers  J,  seront  m'  ./(V)  ^^  ,  m"  ./^V^  -^^ ,  etc 
En  nommant  donc  p^,  p',  p*',  etc.  les  forces  motrices  oii  les  pressions  veca 
J  et  auivant  sp^  qu^^frrouTent  les  corps  m^,  m',  wt',  etc.  on  aura 
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-.-  p'  =  m'  mo.fy,  ^','^  +  «'  I»" ./  t'r ')  ?^,-  H-  cet.  =  T»  +  'P','  -f- cel. 

•  p"=:m"mV('V»J-;;^-|-/n"m'  ,/  (V)  ^„--  +cet.  ="P»  -j-"F  -^ceU 

Or  •r'z'r*,  V  r'/*,  '/="/,  etc.  donc  '?'=  -•?',  "P»=— °P',  "P'=  — 'P'» 
etc.  tfoii  il  suil  p*-f-p' -t-|>'^-|-cel.  zr  o.  II  en  est  de  m^me  des  foices- 
suivant  jr  et  z,  d^oii  il  r^suHe^qu^en  Tertu  de  la  rdaction,  ia  somme  des 
I>res3ions  de  tous  les  ^l^mens  d^un  sysl^mei  suivant  une  direction  quelconque^ 
^t  nulle,  en  tant  qu^on  ne  considfcre  que  I^ction  mutuelle  des  ^l^mens  du 
ivstkmey  en  ruisant  abslraction  des  forces  ^trangferes;  c^est-k-dire»  qucl  ijue 
ioit  le  nombre  drs  corps  ou  des  ^l^mens  qui  composent  le  sysieme,  la  pres- 
s}on  de  chacun.de  ces  corps  ^prouvei  en  vertu  de  la  r£actioD|  une,pre&sioa 
centraire  qui  la  d^truit. 

Le  principe  de  k  r^action  est-de  la  plus  haute  importance  dans  IV 
•tronjomie  physique,  et  la  propositicm  du  $.  prec^dent  en  est  ufie  suite  n&* 
cessaire.  £n  nommant  S,  M,  les  masses  de  deux  corps  qui  s^attirent  rdci-^ 
proqucmept,  C|  e,  les  vitesses  ou  acc^l^rations  que  Tun  communique  k 
Tautre,  A»  B,  I'intensitj  de  leurs  forces,  r  leur  distance^  on  aura  en  yerta 
de  la  r^aciion,  SC  =  Mc^  ou  C:c::  M.:S|  et  suivant  ia  loi  des  forces  cen-  * 
tralesy  C  =  -, ,  c  zz  -  ,  donc  C  :  c  ::  B  :.A  : :  M  :  S,  M'oii  il  suit  que  finten- 
sitj  des  forces  e^t  qomme  jes  masses,  et  que  les  vitcsses  sonten  raison  iu* 
Terse  des  masses.  II  r^sulte  de  la  derniere  proportion,  que  deux  corpa 
iiol^s  dans  Tespace,  qui  n'on|  ^t^  sollicit^s  par  on  choc  qui  leur  ferait  di^  . 
Crire  des  ellfpses,  |'approcheront  Tun  de  Tautre  suivant  la  droite  qui  les  iointi, 
el  se  rencontreront  dans  le  centre  de  leur  gravil^  (§•  4^.).  Voyons  mainte» 
Bant  ce  qui  en  r^sulfe  pour  le  mouvement  des  corps  ceiestes.       * 

$.  44-  Suivant  la  th^orie  de  K.epler  on  ne  consiiifere  que  les  centcei; 
da  ioleil  et  des  plankteSi  et  Tob^et  de  rastronomie^  en  faisaut  abstraction 
de  la  rotationi  est  le  mpuvement  dn  centre  de  chaque  planbte.  MiEiiSvnou& 
Tenons  de  voir,  que-  tous  lei  il^mens  d'une  planfete  soqt  attir^s  par  chaque; 
iliment   du  soleil  en  raison   inverse  du  carfi   de  la  distance.    II  faut  donix 

m 
■  _ 

«umineri    si   le  mouvemeiit  elliptiqne  n'est  pui  trouble  par  la  grandeor  tt 
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la  figure  du  soleit  el  ides  |i)fflfi(es,  c^esf-^-dire,  si  la  .r^suhante  de  loules 
attraciions  ^l^mentaires  passe  par  ies  cenWes  Au  «oleil  let  :de  Ja  plaDkte»  let 
ai  elle  «est  .T^cipvoque  .«u  jcaTt6  «de  .la  «distance.  II  est  .aisS  ^e  >voir ,  .qoe  1a 
aolution  de  ce  prdblfcme  :dipend  fDon-«8ei:fIeinei]ft  de  llaifigurp  «des  «deus  fCorpii^ 
mais  aussi  de  runrfomtiliS  ou  ;de  -U  4oi  .de  leurs  .deQtitifts.;  et  Ton  ipeut  ima* 
giner  une  infinitiS  de  cas.,  oik  -les  'Corps  «c^le^tes  «ont  lellement  formlfs,  <qum 
malgr^  la  Joi  .de  .t^altGacfion^  rd^couwrte  .^par  Newton,,  dems  ^iiiites  *ne  M- 
ront  ipas  'Coirfbrmes  .aux  ^ois  «de  £e|^ler/  :La  Jfigore  <de  lous  :les  «corps  •cilee» 
tes  que  ^nous  rconntfissons,  «^t  A  tr^-^eu  <prhi  sphMque;  onais  41  .n^eit  pas  sem 
notre  ;pouv6ir  ,de  ifaico  -^es  ^redherdies  ^sur  la  .distcibiition  ile  ;la  imaste  .dacii 

chaque  «sphfere.   ;Nous  ^emnm   donc  >r2duits  ,%  .adopter  iThypofh^se  Ja  jpluc 

• 

«im|ile,  rque  le  soleil  .et  les  :|y|att^tes  aont  des  «ph^res  .d^une  €ensit^  .uriifoniici,' 
^Ott  'dont  'la  densittfi  «crolt  .oh  ^dticrott  isiiivant  «ine  loi  .qoeloonque,    de  •eorta 
que,  'dans  toute  ;r^tendue  de  )a  ^ph^re^  /elle   est  -une  :m£me  ffonctton  .de  Im" 
^istance  au  vcentre.    £n  p^fl^chissant  sur  .ce  qoi  devaift  .arriver  .mx  corps  *c^ 
lestes,^dansMe  -tems  oik  Ja  'pesanteur  :de  lous  deurs  61Smens  leur  donna  «uoie ' 
'figure  :S{ih<rique'|   x>n  se  xonvaincra  aisiiment.,  «qii^en  -^itiivul  1a  densitt  idoit 
^ipendre  cde  la  Tdistance  au  .centre ,  /malgri  Jes  ^ezcej^tfions  t^ui  .totont  .^aang 
doute  lieu. 

^.  45-  l^apf^  1e  prindpe  de  1a  '^avitafion  turii versi^Ile ,  ^aque  pdiot 
«latSrid  M  est  attir)S  par  un.autre  N,    dont  Ja  distance  est  r,    avec  la  foi> 
ce  acd6l6ratrice  -^;    en  -m^me  teml  Je  ^corps  M  xommunique  k  *N  I'acc<Wra-  ' 
^'^^^  -i  •   ct  ^s  deux  vitesses  aont  Pune  li  l^autre  -comme  N  k  M.  Si  le  .corps  ' 
atlirant  est   d^une  <densil6  runifotme,   1a  onasse  «t  la  force  :acciil^ratrice  ^de 
chaque  if l^ment  sera  .proportionnelle  ii  >son  fvolume.  * 

Soit  {Fig.  40  AMD^N  ^ne-couohe  spliSrique  d^iiire  tdensitS  Y  etiffune  * 
^paisseur  i2finimenrt|)retite  i;  e(  P  un^I^ment  .mafteriel  quiest^ttir^  par^chaqiio  * 
point  de  la  ^ouche  en  raisqn  iffver«f  du  .carrS  de  Ua  «dist^nce.  Supposons  que 
la  droite  PC  qui  joint  lepoint  V  et  le  .cenfre  tC  de  la  ^ouche^  la  reocontrri  ' 
cn  A  et  D,   et  que  le  cercle  MH  soit  TinteFsection  de  la  couche  avec  ua 
plan  perpendiculaire  ii  Paxe  PD  .en  B:  cela  ^posiS,  lous  les  :points  du  Mrcle 
MNt   ct  d^ua  autre  mn  qui  lui  est  parallUet    turont  la  m6me  distance  k 
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leurs  cenlres  $,.  b,.  et  au    pole  P.     En    nommant   V  rattraction  du  segmcnt 
tnlter   S^A.N-  suc    P;,    celle    de   la.  zone    infiaiment  petile   M^n   sera>=i:dV«^ 
Chaq.ue-  ^li&inent  M^m  de  oette  zone  attirera  P  stiivant  PM,.  avec  une  fbrco 
pix>{^oFtionneUe  \^    a^    ^  r  quL  pourra^  ^tre  dicomposie  suiv^t  P B*  efc  BM: 

■ 

la.  dernlbr-e   fbrce'  ^tant  ddtruite    pap  celle'  de   i^i^i^ment.  opposd-  Nn.  sui^ant 


N-,    P  ne  sera-  aitir^-  par  chaque-  dt^ent  de*  la*  zone-  M71  que  vers  le  cen- 

Ire  pi  ou?  C,.  avec  une-  fbcce  iu  qui  sera  i  celle  suivant  PM,. ^ ,,  com- 

me  PB   e*t    i   PiVi;    on.  a.   dbnc    911=.*'";;^^;^',     dont  rinligrale  est 

Mn    PA    «^6  * Sl 

d*V= -f—- — -      Mais*  raire   de*  U.  sone;  tA,nf  est  air\CD.B6^  donc 


*^  =^  '"^' pT5>^ •*  ^'   ^^  ^^  CD=CA=a^  CP=r,  AB=jr,  on 

•acia  BA:;*x^'  PB-iti^-lj-x^  BM,^jc(aa-«),.  ct  PMz:V^{y-.fl/+arJc).,,  donc 

aV  =     *    ■    ■  ■  •' 

{(r  — a)«-har»>.i 

r*— a*-4-»" 

Eh'  fais&nt'  P  M^z-  ou-  (f— a)*4r^-''^=^^**'  il-  viendra.  9: — a-)r-a;= —  ^ 

r*'z*' 

^nt  i^t^palir  est'  V=.~—  ^«--'^--^^^•4-  Cl-'  Pbuir/  que-  cela.  soit  rattra» 
ction>  dusegment  MAN,«  la.constante  C  doit '6trfr'ditermin6e  ensorte  ^ue  riap 
UgjraJe  solt  nulle^  si-  x=-a  ou^  ^  =  r' — ay  doA  il  vient  C  =  aa^  et 

Fouv  avoirraltDactlon'  d'e  la-  coucbe-  enti^  AMDN,  il  faut  faiM«=AD=aa^ 
A'bJi  ii  viendci^  j  =r  -t-a^  et 

Sv  Kb»  i^MBOto»  S  fo  Yolun»:  de  bu  couche,. .  ei*  ft  si;  densiti',,  %  aesa^  4^^'»  ^ 


« «Trfi^ea    ^a^-^-r  (pc  — a) 


d^o&  n*  suit  que  eliaque  poTnt  nalleriel  P'  est  attir^'  par  uiie  coocbe'  apMrique 
irerS'  le'  centre;  seul,?  aTec  une  fbr^re'  dobt  l-act^l^ratiDn»  eat  en*  laisoni  directe 
4lft  la.  ma^'  de  \^  cooche,.  et  en  raison!  invferse:  do>  carrd  de  la  .distance  de  P* 
gb  oentr0  de  ta^  couche  ^  pricisiiMiit  wusii  ii  toift^  Ift^  inAsso  tli^tric» 
diAil  tiuiie:  WA  lirhtrt; 
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Si  P  est  aussi  une  couche  sphiriqpe,  chacun  de  stB  ^ljmens  sera 
atlir^  par  la  couche  i\D  de  la  m&me  maui^re,  ~dont  il  le  serait,  si  toute  la 
masse  A  D  6tait  r^unie  en  C;  et  refTet  doit  ^tre  le  ii>dme,  ji  chaque  ^l^ment 
de  P  atlire  la  masse  r^unie  en  C  suivant  la  m£me  loi,  parce  qu^en  vertu  'de  1« 
reaction ,  ces  deux  attractions  ne  difi^rent  Tune  de  Tautre  qu*ii  T^gard  de  b 
direction.  Mais  alors  on  a  le  cas  que  nous  venons  do  consid^rer:  rattractioa 
se  feia  exactement ,  comme  si  la  masse  enti^re  P  ^tait  r^unie  au  centre  de 
1a  couche  P.  II  en  risulte  en  g6n^ral|  que  deux  couches  sph^riquet  d^ana 
ilensil^  uniforme  s^atlirent  r^Ciproquement  avec  des  forces,  donl  la  rjsultanto 
passe  par  les  deux  centres ,  et  dont  les  accSl^rations  sont  en  ratson  directo 
des  masseSy  et  en  raison  inverse  du  carri  de  la  distance;  comme  si  chacane 
des  deux  masses  ^tait  rfeunie  dans  son  centre*  » 

§.  4^.  Soit  AD  {Iq;.  5.)  une  sphire  d*une  densit^  uniforme  9^  PD  la 
droite  qui  joint  le  point  attire  P  et  le  centre  C,  BE|  bCf  deux  sph^res  d6- 
crites  du  cenire  C,  leur  difftirence  infinrment  petite  BE-— iezrS.  En  fieiisant 
CA=Vi,  CP=r,  Cbzizx,  hb  —  dx,  S  aera  la  diiKrentielle  de  la  aphtee 
te,  le  point  P  sera  attir6  par  la  couche  S  'vers  le  oientre  C  seuL  et  som 
acciWration  sera  = -^^  (§•  45-)-  En  substituant  S  =  iirx^dx  ij.  45.),  et 
intjgrant,  on  aura  Tattraction  de  la  sph^e  B£=z  J^'  %  et  en  fiEusant  x^a, 
fattractton    de  la  sphbre  AD, 

V  _         ^  » • 
Le  volutnc  de  la  sphire  csl  Szrlirr/^,   dou  ii  vient 

II  suit  des  raisonnemenr^pr^c^iieiis  ,§.  4!>-\  qu^il  ra  ^st  de  mteae,  ai 
F  est  une  sphfcre  de  la  densit^  l\  Deux  sphferes  uniformes  s'attireront  r<ci- 
pfoquement  de  ht  m^e  maniferei  dont  elles  le  feraient,  si  chaque  maue* 
*^tait  r^unie  dahs  son  centre:  les  acc^i^rations  seront  en  raison  dtrecte  d*e  te 
massse  attractrice  el  en  raison  inverse  du  carr6  de  la  distance:  el  la  r^sul* 
'  tante  ile  toules  les  attractions  sera  dirig^e  vers  le  centre  de  la  masse  attra- 
ctrice.  Les  viiesses  cosununiqu^es  aux  deux  sphires  S  et  S  seront  entre  elles 


comme  S  et  S«  elles  approcheront  Fune  de  Tautre  avec  la  vitesse  — r-  »  ia 
f  ression  de  chaque  sph^re  vers  le  centre  de  Tautre  aera  -:?  >  «t  la  quantilA. 
du  mouvement  entier  — r-  • 
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$«  47-  Si  la  densit^  de  chaque  sph^re  est  la  m^ine  fonclion  de  la 
distance  aa  centre  dans  toute  Tdtendue  de  la'  sphbre,  on  peut  conceroir  les 
iphferes  A,  B,  partag^  en  couches  sph^riques  infiniment  niinces,   dont  cka- 

cune  aura   une  densit^  uniforme  qui  est  fonction   du  rayon,    et  par  consi- 

S 
quent  attirera  les  couches  de  Tautre  sphbre  avec  une   force  -^ ,    dirig^e  vers 

le  centre  ($.  450i  S  ^tant  la  masse  de  la  couche  attractrice,  et  r  la  distance 
des  denx  centres.  Comme'  la  distance  des  couches  h  leur  centrp  n^cntro  pas 
dans  cette  expresffinTVy  «»  ««aro,  en  nommant  S',  S  ,  etc«  les  masses  des  difl(S« 

rentes  couches,  la  force  totale  qui  attire  B  vers  le  centre  de  A,  ~ 5 *  1 

S  4-  S^  -]-  cet.  ^tant  la  masse  totale  de  la  sph^re  A,  qut  est  trouvde  ^ar  Tin- 
tjgration,  la  densit^  ^tant  donn^e  en  fonetion  de  la  distance  au  centre.  II 
est  ais^  de  voir  que  la  iomme  do  la  s^rie  S  -f-  ^^  4"  ^®^«  '^^^  ^®  yolume  de 
la  sphfere  A,  multipli^  par  un  nombre  qui  exprime  la  densit^  moyenne,  et 
qui  est  d^termini  par  la  loi,  suivant  laquelle  la  densit^  d^pend  de  la  distanco 
du  centre.  Comme  il  en  est  de  m£me  de  la  sphere  B,  il  en  suit,  que  cha* 
que  sph^re  A  attire  une  autre  B  avec  la  force  -^,  dirig^e  vers  son  ccfntre, 
exactement  comme  si   les  masses  ^taient  r6unies  au  centre.    La  vitesse  aveC 

A-f-fi 

laquelle  les  sphferes  approcheront  Fune  de  Tautre,  sera  — — ,  et  la  quantiti 
du  mouvement  entier  — r-    ('). 

£n  supposant  donc,  que  la  figure  du  ioleil  et  des  planistes  est  sph^- 
rique,  et  que  ia  densit^  de  chaque  couche  est  une  fonction  du  rayon,  jl  a  ^tj 
prouv^  ,  que  le  mouvement  sera  tel  qu^il  serait ,  si  les  centres  seuls  s'atti« 
raient  r^ciproquement;  le  centre  de  chaque  plan&te  d^crira,  suivant  les  lois 
de  Kepler,  une  section  conique  dont  le  foyer  est  le  centre  du  soleil;  et 
dans  toutes  les  recherches  suivantes  on  n'a  k  consid^rer  que  les  centres,  et 
les  masses  r^unies  dans  ces  centres:  la  premibre  question  (§.  /^o.)  a  donc 
6i&  d^cid^e.  On  pourrait  demander,  si  la  densitt^  irr^guliere  des  corps  c^les- 
tes,  et  leur  figure  non-sph^rique,  ne  d^rangeut  pas  le  mouvement  elliptjque; 
mais  cette  question  ne  peut  pas  £tre  decid^b  par  la  th^orie,  parce  que  noua 
ne  connaissons  pas  la  loi  de  leur  d^nsil^.  II  est  possible  que  quelques  ir* 
riguiariivtt  ^U^pn  a  observees  dans  le  mouvcment,   et  que  la  th^orie  de    Tat- 

(I)  iVtM/.  I^hil.  Aj/.  Pnnc,  Math.  Lib.  L  S$ct.  XJL  €t  Idh.  IIJ.  Prop.  XLFJJ.  XLVJIJ. 
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traction  n^explique  pas  entibrement,  en  sont  refiet;  mais  ces  perturbaticn^ 
doivent  £tre  trfes-petites,  et  celles  qui  d^pendent  de  la  densit6,  ne  pourront 
fttre  d^termin^es  qu^empiriquement  (0-  Au  reste,  M.  de  Laplace  a  tenu 
compte  des  irr^gularit^  lunaireSi  dues  k  ia  non-sph^ricit^,  et  il  les  a  trou» 
v^es  peu  sensibles  (*).  v>' 

§.  4^.  On  peut  Stre  curieux  de  savoir,  si  la  propri^t^  remarquable 
dA.«  flpheres«  d'agir  sur  tous  les  corps,  comme  si  leurs  masses  dtaient  rdunies 
k  leurs  centres,  peut  avoir  lieu  dans  aauuoa  inlT,  oi^  Tattraction  est  repnU 
sent^e  par  une  foncticfn  quelconque  de  la  distance  VMzizz  (Fig»,^.)^  que 
nous    d^signerons    par    <P  {z).    On    a    vu    (§.  4^0    ^ue    rattraction    suivant 

PM  est  st7rS^6.CD.B£.(p(2)|,  d'ou  il  risuite  Tattraction  vers  le  centre 
«Tir^^e.CD.  B6.PB    ^  ,   ^      , 

Si  Ton  diffiSrentie  sr—{i — a)^-}-2rx  par  rapport  k  r,  on  trouvera  (^)  = 
-:  en  substiluant  celte  valenr  et  "dx— (§.  45.))  il  viendra 

Mais  on  a  -  (^— j  - —7;;—  (S-  45.) ,    done 

— /^  =  (r»  — a^^-^i-)  4)  (s;  3r, 
d^ou  Ton  tirera,  en  int^grant  et  faisant  f^(z)dz—f{z)^ 

:^  =  ii^--a^^2^)f(z)^7.fzdz.Az). 
Si  Ton  fait  f^dz  ./"(^)  z:z^  {z),    il  viendra 


f:i:="<r>w-'vw=-(-4^)-'+«="'CTr-)= 


dODT 


L*intigrale  doit  etre  prise  depuis  zzziPAzzzr — a  jusqu'k  zzzVDzzr-^a^ 
d'ou  il  suit 


(i)  Voy.   le  nienioire  dc   L.  Eulcr,   de  ferturb,  moiui  i^/fi/jr/.  eic»  daa«  lcs  A^;*.  COimnM, 
Sc.  Imp.  Petrop.  Tom.  III. 

(jSL)  Mccen.  c$I.  Tom.  IIL  L.  FIL  Ch.  TI. 
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(>) 


V  ziz  a^KS  t 


I- 


dr  d  r 

ce  qui,  par  hypothfese,  doit  ^tre  ^gal  k  rattraction  de  la  masse  ^^SiJP,  Tivaiit 
au  centrey  ou  k  ^'kSic^ .^{r\    On  aura  donc 

(3)  ••• . .  d-i-i 2  — 3  — ^ —^a  .0  (r)  3r. 

En  intigrant  par  rapport  k  r,  et  faisant  pour  abr^ger,  \Kr-f-a)=?,  >J/(r— a)zrr, 
f  —  «■  =  R,  r^quation  (3)  se  transformera  en 

(4) R  =  aar/(ft  (r)  3r  +  rC ♦ 

C  ^tant  une  fonction  de  a.  Si  on  difiKrentie  deux  fois  par  rapport  k  r  et  ^,  oa 

trouvera  (i^)  =4« .  <p  (r)  ^-  ^ar{i^^ ,    (^)=  r  (—■}  '  Mau  oa  « 

(^)  =  0-  (H)  =- (H).  (^)=  (^).  (^)-(^.^^ 

•  (^) ^^(^)+m  =  n(^)^ 

d*oi!k  il  suit  que  le  premier  membre  est  une  fonction  de  a  seul.  Si  Pon  d^signe  cette 

fonction  par  A,  on  aura,  en  multipliaht  FlSquation  (5)  par  r^dr,  a$(r).rdr 

+  r^d.<p(r)=Ar^dr^    dont   rinligralo    esl   r^ .  Cp  (r)  =  ^  r^-f  B,   ou   la 

fonction  cherch^e 

A  B  ' 

Le  terme  —^  donnerait  une  attraction,  croissante  k  rinfini  arec  la  distancei 
ze  qui  est  absurde.  II  faut  donc  faire  A  =  o,  et  alors  T^quation  <p  (r.)=  -- 
lonne  la  loi  de  la  nature;  d^ou  il  r^sulte  que  dans  le  nombre  infini  des  lois, 
uivant  lesquelles  rattraclion  devient  insensible  k  de  graudes  distanceS|  la 
lison  inverse  du  carr^  de  la  distance  est  la  seule,  dans  laquelle  les  sph^ref 
aissent,  comme  si  leurs  masses  ^taient  r^unies  k  leurs  centres» 

Cest  encore  la  seule  loi,  dans  laquclle  un  corps  plac6  au-dedans  d*une 
CQche  sph^rique  est  dgalement  attir^  de  touties  parts,  et  reste  par  cens^quent 
errepr^s  ou  en  ^quilibre.  Pour  appliquer  les  foonules  pr^c^dentes  ii  ce  cas 
d^n  corps  int6rieur,   on  n'a  qu^it  snpposer  r  plus  petit  que  a,    ce  qui  ne 


on  a 
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change  rien  dans  rexpreMioii  (i)  de  V.  Or  V  devanl  filre  nul,  par  hypothbse, 

V — T y  zro,  el  en  integrant  par  rapport  a  r,  4»  (z)  —  Ar,  dont  la 

diflr^rentielleseconde  donnera  — r — -—  =o,  puisque  rest  constant.  Maii  on  a 

^^^  =../(.%  ili±^^  =)(i^)^zLpll=:o,  dout  U   difftoUellc 

donnera ,   en  substituant  d  .  y*  (<;)  =  (p  (2)  d  z^, 

o  —  a  $  (z)dz  -|-  2  d  •  $  («)^ 
Si  on  rintegre,  aprbs  ravoir  muUiplid  par  z,   il  viendra 

D 

a^  . $  (5)  =B,,  oa  <pL  («)  =  ^^ 

ce  qui  est  la  loi  de  la  nature^ 

On  voit  dodc  que,  aout.  tous;  les.  rapports,  1a.  lol  de  la.  natuce  est  la 
plus  vraisemblablei  et  la  aeule-  qui:  soil  confiorme  k.  nos.  capacltis.  et  au.  seoa 
commun  (§,  3i.). 
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CHAPITRE:     IIL 


Om^tion  dt.  la  theorw:  dd-  Keplerf,  due  a,  la.  reaction^ 

$;  49-  ^A  seconde  question  ($1.  4o)^  concemant  les.  cHangemens  que* 
fe*  mouvement  plan^taire  ^prouve  en.  vertu  de  la  r^actioiL  des  planetes  sur  le 
soleil  I  admet  une  sclution.  plus.  directe  que  la  prepii^e*.  On.  a.  va  dans  le. 
Chapitre  pr^c^dent,.  qu*6n.  n^a.  k  consid^rer  que  les  centres  du  soleif  et  des 
planfeteSi  s^atiirant  r^ciproquement  en.  raison^  directe  des  masses  e^ttieres,  et 
en.  raison.  inverse  du  carr6.  de  la;  distance,.  Le-  rapport  des  masses  rappelle 
naturellement  le  eentre  de  gravk6,s  ou*.  le  point  k  T^gard  duquel  les  momens 
statiques  des  deux  masses  sont  dgauxj:  et  sr.  rons  ne*  considfere  que  deux 
corps  qui  s'attirent  mutuellement,  la  rdsultat  est,,  que-  le  mouvement  de  Tun  et 
de  Tautre  est  une  section!  conique-  autour  du.  commun;  centre  de  gravit^,  sui- 
v^nt  les  lois  de  Kepler  y.  de  sorle*  que^  cette*  th^orie-  n^a.  pas.  besoin 
^antre  correction,.  que  de  prendre  le  centre*  de  gravil^  du  soleil  et  de  la- 
planbte,.  au  lieu  du.  centre  du  soleil,  pour.  le  sifege  de  la  force  centrale,  et 
d^attribuer  au  soleil  m^me  un.  knouvement  semblable  autour  du  centre  de 
gravit^i.  en  vertu  de  la.  r^action  de  chaque  planfete*  Mais.  on  doit  faire  ici. 
encore  une  autre  observation«. 

Le  systkme  solaire  est  compos^  de  diverses  parties,  dont  quelques-unes. 
fdrment.  des  systfemes  particuliers.  de  plusieurs  corps,  ainsi  que  Jupiter  av^c^ 
aes  satellites.  II  a  ^l^  prouvd  dans  le  chapitre  prectfdent,  que  le^  soleUi  agit 
snr  chacun.  de  ces  corps,.  comme  si  sa  masse  ^tait  rdunie  ii.son.  centre;:  mais. 
il  se  pri^ente  ici  une  autre  question:  on  peut  demander,.  siiTaction.  du  soleil 
sor  let  divers  corps  qui  forment  un  systfeme ,  ne  ddrangera.  pas  Pordre  et. 
Korganisation  int^rieure  de  ce  systfeme,.  en  emp^chant  les  corps  de  d^crire  des> 
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ellipses  autour  du  corps  central  de  leur.  systeme.  Le  r^sultat  de  ces  reclier« 
dhes  esiy  qu^en  vertu  de  Tarrangement  qui  a  actuellement  lieu  dans  le  systfe- 
me  soUire,  ce  n'est  pas  le  cas;  que  tous  ies  corps,  appartenans  au  m£me  ^. 
«ystfeme,  se  meuvent  autour  du  centre  o^graviti  de  ce  sysleme  suivant  le» 
lois  de  Kepler;  et  que  le  systfeme  entier  exerce  une  riaction  sur  le  soleil, 
comme  si  toutes  les  masses  ^taient  r^unies  au  centre  de  gravit^  du  systbme. 
Nous  verrons  k  la  v^rit6,  que  ce  n'est  pas  exactement  le  cas,  et  que  la 
proposition  pr^6dente  est  sujette  k  quelques  anomalies,  d^ou  r^sultent  lea 
petites  irr^gularit^s,  connues  sous  le  nom  de  perturbations ,  qui  seront  trai-  ' 
t^es  particuliferement  dans  le  V.  Livre.  Dans  le  chapitre  pr^sent  il  ne  sera' 
ddvelopp^  que  ce  qui  a  lieu,  si  Ton  fait  abstraction  des  perturbations ,  et 
que  Ton  peut  regarder  comme  la  premifere  approximation  de  la  m^canique 
du  ciel:  cette  approximation  est  trouvde,  en  ne  tenant  compte  que  de  U 
premifere  puissance  des  quantit^s  trbs-petites  ou^premier  ordre,  et  nous  appel- 
lerons  perlurbations »  toutes  lea  irr^gularitq;  qui  d^peudent  des  puissancee 
plus  diev^es.  Au  reste  il  est  ais£  de  voir,  que  ce  que  nous  allons  prouver 
du  centre  de  gcavit^  d^un  systfeme  de  corps,  sera  egalement  vrai  des  divers 
corps  en  particuiier ,  parce  qu'on  peut  regarder  chaque  corps  comme  le 
centre  de  gravit^  ou  le  sysleme    de  toutes  ses  mol^cules. 

§.  5o.  Toute  cette  th^orie  est  dpnc  fond6e  sur  la  nature  du  cenir^  dm 
graviti,  et  sur  Tid^e  que  nous  devons  nous  former  d^un  systcme  de  plusieura 
corps.  Tous  les  corps  qui  agisseut  IVun  sur  Tautre,  forment  par  Ik  m£me  ua 
sjfstiime  qui ,  par  cons^quent,  n^est  compos^  que  de  corps  qui,  n*6tant  soUi* 
cit^s  par  aucune  force  etrangfere,  n'eprouvent  que  les  actions  int^rteures  et 
r^ciproques  •%«  toutes  les  masses  di^  systeme.  On  voit  donc  qu^en  vertu  de 
la  gravitation  universelle^  et  de  T^tendue  in&nie  de  rattraclion  de  chaque 
torps,  il  ny  a  ii  la  rigueur  qu^un  seul  systfeme  qui  t^t  runivcrs  m£me,  el 
que  par  cons^quent  le  terme  syst^me  n^est  qu^une  approximation:  nous  €X)m« 
pjenons  dans  un  m^me  syst^me  tous  les  corps  qui  sont  si  pr^  Tun  de  v 
Fautre,  que  leur  distance  est  une  quantild  tr^s-petite  ou  du  second  ordre 
par  rapport  aux  distances  des  corps  ^trangers,  ensorte  que  les  puissances  au 
delii  de  la  premifere  du  rapport    des  premi^res  distances  aux  derniferes,  ou 
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des  aetkms'  dlrangbres  relativement  aux  actions  r^ciproques  daas  le  ^ystemei 
peuvent  ^tre  n^glig^es.  Ainsi  la  terre  avec  la  lune,  Jupiter  avec  $es  satellL^ 
tes ,  forment  de&  systfemes  particuliers,  parce  qu^ils  sont  s^par6s  des  au- 
tees  corps  pav  un  intervalie  si  grand,  que  la  d-i^tance  de  la  lune  k  la  terre, 
par  rapport  k  celle  du  soleil  et  des  autres  plan^tes,  peut  6tre  regard^e  com- 
me  une  quantit6  du  secoud  ordre.  Autrement  ces  recherches  ne  pourraient 
pas  avoir  lieu:  si  Mars  ^lait  beaucoup  plus  prfes  de  la  terre  quHl  ne  Test, 
il  cesserait  d^etre  une  planMe  principale,  et  deviendrait  une  parlie  de  notr€ 
•ystfeme>  si  la  luae  ^lait  beaucoup  plus  6loign6e  de  la  terre,  elle  ne  serait 
plus  notre  satellite,  mais  une  planfete  principale,  ou  son  orbite  serait  si  com* 
pliqu^e,  que  notre  th^orie  actuelle  ne  suf&rait  pas  pour  la  calculer.  II  est 
donc  clair,  que  Ies>  vdrit^  qui  seront  prouv^es  ici,.  he  sont  paft  de  br  m&m% 
giniraliii  que  les  lois  de  Kepler,  niais  qu^elles  d^pendent  de  rarrangement 
arbitraire  quUI  a  prlu  it  Tauteur  de  la  nature,  de  donner  au  sys^^me  solaire. 

§.  5t.  Le  centre  de  grai^iid  d^un  corps,  ou  d'un  syst^me  de  corps,  est 
le  point,  k  Tegard  duquel  la  somme  des  momens  statiques  de  toutes  le»  mas^ 
ses  qui  cemposent  le  corps.  ou  Ih  systeme,  est  nulle,  ou  ee  qui  revient  au 
m^me,  le  point  dont  le  moment  statique,  si  la  masse  entifere  y  etait  r^unie, 
par  rapport  k  iKi  point  quelconque,  est  ^gal  k  la  somme  de  tous  les  momens 
slatiques  du  systeme  par  rapport  ad  m^me  point.  Soit  A  ce  point  {Ijg.  21.)', 
dans  lequel  nous  supposerons  le  soleil,  Z  le  centre  de  gravit^  du  sysleme, 
dont  la- position  est  d^lerminee  pa&  les  coordonn^es  rectangles  AXz=:X> 
XYrz  Y,  YZrrZj  soit  G  un  ^l^ment  quelconque  du  syst^me,  ses  coordon«> 
B^es  AEzrjc,  ^Vznj,  ¥G  —  zj  et  nommons  u,  v,  %v,  les  coordonn^es  de: 
G,   comptdes-  du  centre  de  gravite,  de  sorte  qyoa  auca. 

^'1113  —  Zy    v  —  j  —  T,    u—'x  —  X. 

£n  nommant  m  la  niasse  de  T^ldment  6,  m  celle  d^^un  autre  ^l^ment  quel- 
eonque  dent  les  coordbnn^es'seront  marquees  d^un  traitj  la  premi^e  d^fini^ 
tion  du-  centre  de   gravitd  donnera  trois  equations  de  cettb  forme: 

o  —  mu-^-m^u^^-^cel.     o  irrmi; -|- /w'v'-|^cetl     oznmw -^mf^v^-^  ctt. 

oa  &i  Tou  d^sigpe   par  £  la  somme    de  to.us  les  produits  qu'on  obtienL  ea 
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moltipliant  chaque  dMment  du  systbme  par  sa  distance  au  cenfare  de  graviti 
suivant  une  des  irois  directions  x,  y,  z,  ou  u,  v,  ^, 

(A)  •'•  •  .oizS  •  mu^    oirS.ma;,     ozzZ.mtv. 
Si  Fon  nomme  la  masse  enti^re  dn  systbme,  S.mrzM,   la  seconde  d^fini* 
tion  du  centre  de  gravit^  fournira  ces>^quations: 

•  •  (B)  ••M.XzzX.mx^    M.TrzS.  my,    M  •  Z  i^  S  •  m  s; 
et  il  est  ais^  de  voir  que  cela   suit  n^cessair^^ent.  <des  iiquations  (A).    £a 
effet,  les  valeurs  x  zr  X  -)-  W/  y  =  T  +  v,  zzzZ-^w,  donnent 

D.mx=i:S.m(X-4"ii)=Z^mX  -4-2  .mi/tnS  .  mX, 
parce  que  2 .  m  zi  z=  o  par  T^quation  (A).  Or  X  se  rapportant  «u  Gcntre  de 
gravit^,  cette  abscisse  aura  la  mftme  valeur  pour  toutes  les  masses,  •et  doit 
6tre  regard^e  tromme  Une  constante  par  rapport  \  -m,  m',  etc;  d^ojk  11  auit 
S.mXrzX  .Zm,  donc  S  .ma;=:X  .  ZmrzM  •  X.  II  en  est  de  mtaie  dee 
autres  coordonn^es  T,  Z,  ce  qui  donne  les  dquations  (B). 

Si  Ton  se  rappelle  ce  qui  a  6ii  prouv^  (§.  i^.),  qu'en  snpposant  lee 
corps  c<ilestes  sph^riques,  Tattraction  et  le  mouvement  se  font  pr6cis6menl| 
comme  si  chaque  masse  ^tait  r^unie  k  son  centre,  il  est  visible,  qu^on  peut 
regarder  chaque  corps  6  comme  un  point  mat^riel  dont  la  masse  est  igale 
h  m;  ensorte  que  les  formules  pr^c^dentes  sont  applicables  &  tous  les  corpa 
du  sysl^me. 

§  5a.  Lorsque  les  corps  du  syst^me  sont  en  mouvement,  m  sera  une 
coitetante  relativement  ^  chaque  61£ment  ou  au  centre  de  chaque  corps, 
mais  X,  y,  z,  seront  variables ;  de  plus ,  comme  le  centre  de  gravit^  peut 
aussi  Stre  en  mouvement,  Mr=:Z.m  a  une  valeur  conslante,  tant  que  le 
systfeme  entier  n-est  pas  chang^,  mais  X,  T,  Z,  sont  variables.  Or  M.X 
itant  =  2.ma::=:ma;-f-m'a;'+ c^.  (§.  5i.  (B)),  on  aura,  en  diffiirentiant 
deux  fois,  4 

;M.39X=m3da:  4-''''99^'  +  cet.  rr  S  .  m99j-,, 

mddy,  M  .ddZznl^  .mddz, 

8i  Pon  d^signe  par  p,  \/ ,  la  force  motrice,  ou  les  pressions  que  les  ^l^mens 
m,  m' ,  ^prouvent  suivant  EA=: — .r,  par  q,  q' ,  les  pressions  suivant 
FEzi:— y,   par  r,  i^ ,  celles  suivant  GF  =  — r.,    dont  risulte  la  pression 


CM.38X=ma 
(C) . . . .  < 
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«nivant  GA,  et  par  P,  Q,  R,  les  pressions  da  oentre  ie  gravil^  soivant  lcs 
m^ines  directioDs:    les    forces    acc^l^ratrices  seront  ^.  ^,,    -  j    etc.   —  ^    -j 
—  ($•  iiO»^t  l'on  a  les  ^quations  (§.  17.  n,  4-)> 

m  m'  M 

ffoi  ilsuil,  m3djc+/7i'dax'4-cel.  =  — a^3t*(/>4-;i'-f  cel.),  etMaaX  = 
— -ajfPd/^,  donc  par  T^quation  (C), 

(D),.-.P  =  p  +  p'-f-cet,  =  S;>^    Q  =  £y,    R  =  Sr, 
c*esi-k-dire,  la^reasion  du  centre  de  graviti  suivant  une  direction  quelcon* 
que    est  la  somme    des  pressions  que  tous  les  corps  du  syst^me  ^prouvent 
•uiiwnt  la  mdme  direction. 

Maintenant  il  y  a  trojs  cas  qni  peuvent  avoir  lieu:  les  corps  ne  sont 
soUicit^s  par  aucune  force,  ou  ils  sont  sollicit&  par  leurs  propres  actions 
r^ciproques,  ou  enfin  par  des  forces  itrangbres.  Dans  le  premier  cas,  les 
corps  du  syst^me  se  meuvent  en  vertu  de  la  loi  d^inertie  seule,  et  toutes  les 
ibrces  p,  p\  etc.  sont  nulles,  donc  par  T^quation  (D),  P=o,  Q=o,  R=Oy 
d^ou  il  suit  d^xizzoy  ddX  =  o,  etc.  et  en  int^grant,  dxzizadt,  dX  —  Adt, 
x^b-^-at,  X  =  B4-A/;  c'est-i-dire,  le  mouvement  de  chaque  corps  et  du 
centre  de  gravit^  suivant  une  direction  quelconque,  et  par .  cons^quent  aussi 
le  mouvement  r^ultant  est  rectiligne  et  uniforme. 

Dans  le  second  cas  on  a^  en  vertu  de  lariaction  ($•  43.),  77-f-/>^-|-cet. 
=  0,  ou  2;>  =  o,  19  =  0,  Xr  =  o,  donc  par  F^uatton  (D)P  =  o,  Q=o^ 
B=o;  d*oik  il  suit,  ainsi  qn*on  vient  de  to  voir,  ddX=o,  X=B-f-A/^  etc. 
Ainsi,  quelles  quesoient  les  actions  r^ciproques  des  corps  dusystfeme,  pour- 
▼u  qu'aucune  force  ^trangkre  n^agisse  sur  eux ,  le  mouvement  du  centre 
de  gravit^  se  fera  exactement,  comme  si  les  corps  n^agissaient  point  l'un  sur 
Tautre;  il  suivra  la  loi  d^inertie,  et  les  actions  des  corps  du  systfeme  n'au« 
ront  aucune  infiuence  sur  lui,  en  se  d^truisaat  r^ciproquement:  le  centre  de 
gravit^  sera  donc  en  repos,  ou  son  mouvement  sera  uniforme  suivaot  une 
ligue  droite.  II  est  aisi  de  voir ,  que  la  proposition  pt6c6deule  n'est  autre 
chose  que  la  loi  d^inerttei  appliqu^e  k  des  syst^mes  entiers.  Chaque  corps 
•st  au  foods  un  systime  de  toutes  ses  motocules,   et  Ton  peut  regarder  les 
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corps  d*un  syst^me  comme  les  ^l^mens  d'uii  seul  corpa  riuni 'an  ^enh^e  de 
gravit^.  De  m^me  que  chaque  cerps  est  sourais  k  la  loi  dHnertiei-  qucls  que 
soieiit  les  mouvemens  ou  les  r^volutions  qui  se  font  dans  son  interieur,  et 
les  jiilervalles  vides  qui  se  trouvent  en-dedans  du  corps^.de  m6me  le  centre 
de  gravit^  d'un  syst^me  entier  suivra  la  loi  dMnertie,  malgr^  les  mouvemens 
et  les  actions  des  corps  qui  composent  le  systfeme.  De  mdme  qu^une  force 
exlerieure  est  n^cessaire^  pour  faire  sortir  un  corps  de  son  inertiey  de  mAne 
il  faut  des  forces  ^trangferesi  pour  troubler  le  repos  ou  4'inertie  du  centre  de 
gravit6  d'un  syst^me.  Cette  appiication  de  la  loi  d'inertie  h  des  s}iil^mee  de 
plusieurs  corps,  est  de  la  plus  grande  importance  pour  1'aslronomie  physlque. 
Consid^rons  maintenant  le  troisibme  cas.  Soit  {fig.  ai.)  A  le  corps 
exteme  qui  agit  sur  chaque  corjps  du  syst^me  G  —  m,  suisant  la  directioA 
6A,  nommons  S  lamasse  de  A,  ^zrGA,  K=ZA,  les  diBtances  du  corps  m  et 
du  centre  de  gravit6  Z  au  corps  A,  e^  employons  les  d^signations  pr^c^dentes 

S   fn 

($•  5i.).    Suivant  la  loi  de  la  grJavit^,  la  pression  de  m  auivaht  6A  est  —^  ^ 

d'ou  r^sultent  les  pressions  suivant"— s^  -^J?*^^  P—  "~r^~~>  9—      h*    » 
r:^     *      •,  et  par  Fiquation  (D) 

P  =  S.2^,    Q  =  S.2^^,    R  =  S.S!^^. 

Dans  notr^  systeme  solaire  la  diatance  d^un  corps  ^tranger,  k,  K,  est  infiiii» 
ment  plus  grande  que  les  distances  des  corps  dHin  systeme  au  commun  centrv- 
de  gravitd,  GZ:  pn  peut  donc  regardcr  u,  v,  w,  comme  des  quantltds  du  se« 
cond  or^re  parrapport  h  x,  X,  etc.  (§.  5i.),  ensorte  qu'on  pourra  ndgliger  le» 
carr^s  et  les  produits  des  quantit^s  ^^   ^^   —    (^  So.);  cn  aura  donc 

A— x^  + jr^ +  ^^  =  (X+ i.)^4- (Y +0,)^  + CZ  +  ^»^)^  = 

x'(.+jr+Y»(.+i)-+z.(.+ix= 

X*4-Y»4-Z*4-aX«+2yu-i-aZw  = 

p-Kir  ^ K^ s     -s:^r  sr        s**^ 

X X  3X(X  tt-f-Y^H-Z  Tj*) 

i»~K»  ~  K*  * 
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en  subftituant  dans  le  dernier  ferme  X  aii  lieu  de  j:=X-f-fi.  II  en  tuit  (D) 

S  5  S  X 

—  Xmx-^ ^rr  (X  .Sma -I- Y  .  S/nv -f- Z  .  Smfv), 

parce  que  X,  Y)  Z,  ont  la  m6me  valeur  relativement  k  tous  les  corps  m;  Ob 
en  conclura/en  vertu   des  ^quations  (A)  (§.  5i.), 

^  e  c  0 

P=:— Smjp,     Q^j^S/w/,     R=— Sm«, 

et  par  les  ^quations  (B),  P  =     '     ■' — ,    elc.    Les   forces   acc^I^ratrices    qui. 
soUicitent  le  centre  de  gravit^  suivant  —  X,  —  Y,  —  Z,  sont  donc 

.       P  S^  X.         O^  _  S^  Y  J\  _  S.Z^ 

M         "k»^*        IMl  K^   *        M  K»  • 

Si   le  corps   S  agissait   imm^diatement  sur   le  centre  de.gravit^,    auquel   la 

S    M 

masse  dusysteme  entier  serait  rdunie,  la  pression  suivant  ZA  serait  =~^^ 

S     M    X  ■  •  ^ 

d'ou    r^ulteraient    les  pressions  — ^-^ — ,  etc.  suivant  XAzr: — X,  etc.  donc 

•  S.  X 

les  forces  acc^l^ratrices  ~~,  etc.  II  en  suit  que,  si  des  forces  etrangfercs 
agissent  sur  les  divers  ^idmens  d^un  syst^me,  le  mouvement  du  centre  de 
grevitd  du  syslfeme  se  fera  exactement,  comme  s^il  6tait  seul  sollicit6  par  los 
forces  ^trang^res^  toute  la  masse  du  systftme  dtant  r^unie  au  centre  de  gra* 
▼it^.  Mais  cela  nVst  exact,  que  dans  la  supposition  que  la  distance  da 
corps  ^tranger  est  si  grandc  par  rapport  au  diamfetre  du  systime,  qu'on  peut 
nigliger  les  puissances  du  diam^tre  plus  ^lev^es  que  la  premifcre.  II  en  suit, 
i)  que  les  perturbations  que  par  ex.  la  lune  ou  les  satellites  de  Jupiter 
Aprouvent  par  Taction  du  soleil  ou  d'une  autre  plan^te,  ne  peuvent  r&ulter 
que  du  carr^  et  des  puissanxres  plus  ^lev^es  de  la  distance  de  la  lune  k  la 
terre,  divis^e  par  la  distance  du  soIeiT;  a)  que  ce  r^sultat  extr^inement  sim- 
ple,  d'oii  d^pendent  Tordre  et  rharmonie  des  mouvemens  plan^taires,  n^est 
dd  qu'k  rarrangement  arbitraire  de  notre  systbme  solaire,  et  quUl  peut  exi- 
ster  des  systfemes^  oJ!i  la  mftme  simplicit^  n^a  point  lieu. 

Au  reste  il  est  ais6  de  voir,  que  le  r^sultat  sera  le  m£me  dans  tellt 
autre  loi  de  Tattraction,  qui  pourra  6tre  exprim^e  par  i*,  k  <Stant  la  distan- 
ce  des  deux^^orps.  £n  effet,  on  a  comme  ci-dessus,  ^r=K[i -{-—-— -^ — ^V 
Sn  faisant  donc  pour  abr^ger,  Xu-^Yt^-^Zw^U,  on  aura 


/ 


4 
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P=T^  =  S.rmxK»-»-f.(B-^i)S.Ii»i«U.K*-3. 

Le  dernier  terme  est  6gal  au  premier»  mnlliplii  par  '  ~, — ;  or  K  Mtmt 
euppos^  infiDiment  plu»  grand  que  U,.  le  dernier  leinu)  sera  trea>petit,  k 
moins  que  n  ne  soit  nn  nombre  immense}  de  sorte  qu^on  peut  y  mettre  X. 
k  la  place  de  x  =:  X  -f- ««  ce  qui  donnera 

P  =  S  .  S/n*K»-^  -1- (n  —  i)  S.  S/wK*-'  . X (X»-f  Yv  -f  Zw). 

I 

Pi  is(]ite  X,  Y^  Z,  K,  ont  la  mfime  valeur  pour  toua  les.  corp»  m>  on.  peut 
Siire  sorlir  ce»  coordonn«^^y  rtw  «rj^e  ?,  d^oi  il  viendra 

P=S.K""Miiij:-|^(/»— OSK^^-SX  {X.^mu-|-Y.r/n'wi-Z.X//nv  J  . 

Or  la  propri6li  du  centre  de  gravit^  donne  (A)  (B),  Imu—Oy  ^mv—Oy 
J/nwno,  el  S//x  =  M.X:.  on  aura  donc  PznS.M.X.K^^S  el  les  forcea. 
acc^l^ratrices  du  centre  de  gravlt^^  qul  r^sultenl  des  forcea  ^trangbrea», 

F  =  ^  =  SXK*-%    Q^=SYK"^-V   R"  =  SZK»-^ 

Si  le  centre  de  gravit^,i  cen&rmanl  la.  matse  entifere  dvt  tystfeme».  esC  sollicir- 
ii  seul  par  le  corpa  S,.  il  fprouveia  la  prcssion  SMK^  suivant  ZA^  dodc* 
snivant  X,  Y,  Z,  lea  prcsaiona  SMXK^-%  SMYK«^-\  SMZK^^V  tfoiLri- 
.  sultent  les  m^mes  acc^l^ratlons  P^,  (/r  R'*- 

S^  53.  En  vertu  de  la  gravitatioa  universetle  il  est  impossible,  qu^iiit 
^steme  de  corps  soit  en  repos;  et  puisque  les  sjst^mes  les  plus  ^loign^  s*at-^ 
lirent  r^ciproqueraent ,  il  est  visible,.  que  tout  dansi  Tunivers  doit  dtre  ea^ 
mouvement;  mais  dans  tous  ces  mouvemens,  les  lois  relatives  au  cenlre  de* 
gravit^»  que  noiis  venuns^  de  prouver,  auront  constamment  iieu.  Deuz  corps. 
isol^  formenl,  en  verta  de  leur  altraction.  r^ciproque,  un  syslfeme,  ainsL 
que  la  terre  et  la  lune,.  le  soleil  et  la  terre,  en  fiii^nt  abstraction  des  pec^ 
turbatioiis.  Dana  un  pareil  cas,  les  deux  corps  doivent  ftre  en  mouvement,. 
le  corps  centraL  aussl  bien  que  le  satellitci:  car  k  la  rigueur  il  n*existe  point 
de  corps  central,  k  cause  de  la  r^ction,  maia  le  v^ritable  centce  du  mou-- 
t.en.ent  est  le  point  qui  est  seul  en  repos,  ce  qui  est  le  centre-  de  gravili* 
ie  iifus  les  corps.    Si   ce  point  a  ua  mouvement   unifonue   en  ligoe  droite^ 
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I»  sysl^e  entier,  ou  sl  Ton  yeut,  1»  portion  de  FespAce  absolu,  qut  c;3t  oc« 
cup^  par  le  syst^me^  aura  le  m£me  mouvement;  cetespace  sera  tcansportA 
comme  une  assiette^  sur  laquella  plusieur»  toupiea  circulenty  sans-  £tre  d^ran* 
gjhi'  par  le  commun  mouvement*.  Dans  cette  portion  de  Tespace  le  mouve* 
atent  des  divera  corps  se  fait,  comme  si  le  centre  de  graviti  itait  en  reposj, 
•I  leur  mouvement  mlaii/',  qui  est  le  scul  objet  de.  rastrenomie,  n^est  point 
Mr^ngi  par  le  mouvemetit  du  centre  de  gravitd.  Quand  pn  fnit  dea  recher* 
ckes  aur  le  mouvement  des  planfetea  autouc  du  soleiL,.  oa  ne  demande  pas,. 
81  le  soleily  et  par  cons^quent  tout  le  sysi&me  solairev  ai  un  mouvement 
de  translatlon^  qiii  peut  £tre  curviligne^  s'iL  est  dil  it.des  forces  ^irangferes.  On 
peut  donc  regarder  le  centre  de  gravit^  comme  un  poinl  fixe,  et  comme  le 
aeul  centre  immobile  du  mouvemenl.  Si  deuz.  corps  a^attirent  r^ciproque'-^ 
ment,.  les  oibites.  relativea  qu'il&  dfcrivent  Tun  autour  de  rautre,  aussi  bien 
qae  ceiles  quUia  d^crivent  autour  du  coinmun  centre  de  gravit^^  doivent 
Itre  semblables^  le&  derniferea  Jtanti  ea  mdme  tema  lea  vicitablea  orbiles,  si 
le  centre  de  gravltf  est  ea  repos.. 

Puisc|iie  le  ceatre  de  gravil<F  C  (fig.  &)  est  eoaatomoieab  «ur  Ta  droi»» 
te  SP  ou  TQ  qui  joint  lea  deujL  corpa^  ila  doivenl  nicessairement  d^crire 
autouc  de  G  des  anglea  ^g^ux  SCT^  PCQ^  dana  le  m6me  tems:  leura  vitesseai 
«Bguhiixes  et  leura  rivolutiona  sonl  donc  ^gales»  D'ailieurs^.  ea.  nommant 
S,.  Pt  les  deux  masses^  lea  dislances  seiont  toujoura  dans  le  mlme  rapport^ 
CS:CP:;.CT:CQ::P:S;  d'oii  il  suit^  que  les  orbitea  autour  de  C,  ST,  PQ, 
aeat  dea  courbes  semblables*.  Supposons  que  les  deux  corps  aient  paccouru. 
lea  arcs  ST»  PQv  et  tirona  Sir^  parall^le  ei  ^gale  k  TQ:  alors  it  aura  la. 
mCme  position  relativement  k  S,.  que  Q  par  aapport  ii  T;  v  est  donc  le  lieu. 
lelatiti.  ei  Pir  rorbite  relative  de  P  autour  du  corps  S,  suppos^  immobile. 
Oc  on  a  CT=^CQ,  donc  TQ^^^CQnSir,  et  pareilIement^i?  =  U^ 
d'oii  ii  suit  Sw  =  lJ  CQ,  ou  CP  :  CQ  ::  SP  :&ir,  et  PSir  =  PCQ  =SCT. 
Jm  troia  orbites,.  PQ,  ST,  Pir,  sont  donc  parfaitement  semblables,.  et  d^cri- 
tea  dans  le  mdme  tems.  Lps  axes  et  loutes  ies  iignes  analogues  de  cea  troii^ 
ecbilea  sont  eaire  elles,  conune  les  distances  CP,  CS,,  SP,  et  pai  60ns^i]uent 
eemme  lea  massea  S,  P,  S  ^- 1^- 
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^.  54.  II  faut  malHtenant  chercher  la  relation  qui  existe  entre  les  or« 
brtes  relaiives  que  nous  venona  de  d^terminer,  et  celle  qui  aurait  iieu,  si  S 

■ 

'^tait   en   repo8,   en   attirant   P,  aans  £tre  attir^  par  la  r^action  de  P,  ainsi 
qne   nous   Tavons  suppos^  jusquHci.     On    a  vu  qne  les  planites  doivent  Ai» 

■ 

crire  des  sections  coniques  autour  du  soleil,  si  elles  sont  sollicit^es  par  uno 
seiile  force  dtrig^e  vers  le  soleil  immobile,  et  r^ciproque  au  c^rr6  de  la  di^ 
fahce;  mais  il  s^agit  maintenant  d^examiner,  si  les  orbites  relatives  autour  da  • 
soleil  mobite,    et  autour  du  centre  de  gravit6,  seront  encore  les  m^mes  sa- . 
ctions  coniques,  malgri  la  rdaction. 

Les  deux  corps  P,  S,  sont,  dans  chaque  instant,  sollicitds  suivant 
PS  et  SP,ou  QT  et  TQ,  et  C  est  le  seul*  point  qui  soit  commun  ^  toutea 
ces^  directions :  le  centre  de  gravit6  C  est  dono  le  centre  des  tbrces ,  et  P 
est  pouss6  vers  C  par  une  force  acc6l6ratrice  qui  est  constamment  propor- 
tionnelle  k  •— ^  ou  prri*  I^n  nommant  x  la  distance  entre  les  deuz  corps  PS  oa 
QT,   ^  la  distance  variabie  dn  corps  P  au  centre  de  gravit^,   CP  ou  CQ, 

et   — T —  zzm,    on  aura  constaroment  aznmy,    d^oii  il  suit  que  P  est  solli- 

S  S 

cit6  par  une  force  centrale,  diiig^e  vers  C,  et  proportionnelle  &  -^  =r     ^'  ^ 

bu  ii  -i  9  et  Ton  trouvera  de  la  mlme  manifere,   que  la  force  qui  agit  6ur  S, 

y  P 

est  proportionnelle  k  ^—  •     Ainsi    tous    les   deux   corps  sont  soHicit^s  par 
des  forces  centrales,   dirigees  vers  le  ceutre  de  gravite,  suppose  immobile,  et . 
T^ciprcfques   au   carr6  de   ieurs    distances   a  ce  centre.    Ils   devront  donc  se 
mouvoir,    comme  s^ils  6taient  attir6s  seulement  par  un  corps  central  demeu*. 
rant  en  repos  dans  le  centre  de  gravit6,  suivant  les  m^mes  lois,  suivant  lei-  . 
quelles   les  corpis   m^mes.  s'attirent  r6ciproquement:    d'ou    il  suit|    que  leuri 
TJritablcs  orbites  autour  du  centre  de  gravit6,  ainsi  que  les  orbites  relatives 
de  l^un  autour  de  Tautre,    seront  6galement  des  sections  coniques,    d6critea 
conformdment  aux  lois  de  Kepler.    Nous  alions  voir  quelle  di£Krence  il  y  a 
•ntre ,  la  section    conique   d6crite  autour  du  centre  de  gravit6,   et  celle  que 
le  corps  P  d6crirait  autour  du  >corps  S,    suppos6  immobile,    s^il  n'y   avait 
point  de  r6action« 

$.  55.  Si   le  corps  P  seul  est  attir6  par  S,    il  sera  sollicit^  par  une. 
fbrce,  proportionnelle  k    la  masse  S;  etil  en  e«t  dem£me  d£  S«  Si  les  deux. 
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*  eorps  8'ittlirmt  tiSciproquement,  chacun  sera  solHcili  par  la  m^me  force  que 

dans  le  pfemier  cas^  mais  S  se  mouvant   en  nidme  tems  suivant  la  direction 

oppos^e,   le  moiivement  relatif  sera   plus  rapide,  et  la  durde  d^une  revolutKm 

phis  courte:  par  consiqnent,  si  la  vitesse   de  projection  est  changee  ensorte 

que  les  deux  r^volutions.  soient  de  m^me  «dur^e,  ie  grand  axe  de  i'oibite  rela- 

tive  doit  4tre  plgsgrand.  Lorsque  P  estarriv^  en  Q,  PSQ  est  le  vrai  mouve- 

ment  autour  du  corps  S,  suppos^  immot^ilei  tandis  que  PS7r=:PCQ  est  le 

mouvement  relalif  autour  du  corps  S,  allant  de  S  k  T,  etPCQ  est  plus  grand 

•  ■      s          . 
quePSQ.  Lecorps  P  est  solHcile  suivant  PS  ouPC,  par  une  foice  —5.    Si 

Fon  veut  y  substituer  en  C  une  masse  centrale  C|  sa  force  acc£I6ratrice  sera 

c  •  c  s 

^ pi ,  d'oii  roD  tirera  cp~rp'    '^*'"® 

Puisque  la  section  conique  est  d^termiAee  par  la  vitesse  de  projectioa 
dans  ,iin  point  quelconque   (§.  33.),    on    peut  demander,    quel  rapport  aura 

i  lieu  entre  les  orbites ,  si  les  vilesses  sont  ^gales  dans  deux  points  anaIo« 
gueSy   ou  bieuy  quel  doit  £tre  le  rapport  entre  les  vitesses,  pour  que  les  or- 

.  bites  soient  les  m£mes.  Soit  (Fig^  6.)  P^h-  Torbite  relative  autour  du  corps 
S  qui  est  anssi  en  mouvement,  PQ  la  vjritiable  orbite  autour  du  centfe  de 
gravitd  C,  et  pq  {Fig.  7.)  rorbile  que  P  d6crirait  autour  du  corps  S,  si 
celui-ci  6tait  immobiie  en  s;  et .  nommons  V  la  force  centrale  de  S,  par  la- 
quelle  P  est  acc6litS  dahs  Fun  et  rautre  cas,  T,  8,  les  dur^es  des  rdvolu- 
tiohs  dans  les  orbites  PQ  et  pq,  t,  ^,  deux  tems  infiniment  petits,  el  t:0  :: 

'  T  :  0.  Maintenant,  si  les  orbites  P^nr,  p(f,  doivent  dtre  egales  et  semblables, 
PQ  et  pq  seront  aussi  semblables,  parce  que  PQ-  et  Ptt  le  sont  (§.  53.). 
Supposons  que  Vy  p,  isoient  deux  points  analoguesi  par  ex.  les  p^rihelies, 
PR,  pr,  les  tangentes,  PQ*,  pq,  les  arcs  parcourus  dans  les  tems  t,  $-,  u',  v, 
les  vitesses  en  P  et  p.  Cela  pos6,  les  angles  PCQ,  psq,  sont  6gaux,  et 
les  figures  PCQ,  PCR,  QFR,  et  psq,  psr,  qpr,  sont  semblables»  h,  cause 
de  t^^^mT^B,-  et  toutes  les  Ugnes  analogues  dans  les  deux  orbites  seront 
cntre  elles  comme  CP  est  ii  sp,  ou  CP  k  SP,  parceque  spzzSP.  Pendont 
'  ^ue  le  corps  P  est  aU6  i^  Q^  il' aurait  parcouru  PR  sur  la  tangente,  en,veptui 


^' 
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de  rinertiei  si  la  force  cenlrale  V  ne  ravait  forci  de  d^cHre  R  Q :  tm  a  doM 
PR  =  ttT,    RQz=gVT*($.  17.),    pr  =  v$y    rqz=:g\i^i 

d^oilk  I'on  tire 

PR     ,       pT  .   ^     PR«     fr*      ,  PR      ^r 

T  —  — ,  ^=1  — ,  RQ  tr^xT^-.r:: — 5-  :  ^—5- ,  donc  w:  v::  .    ^     - 


Or  PR:pr::RQ:r^::CP:8P,  aohc  k:v  ::  VCP  :  VSP  ::  Vs  :  VlS -f- P). 

/  s  >■  P 
Ainsi  le  corps  P,   ^tant  ianci   de  p  avec  la  vitesse  -v—u.v—^^    dicri« 

rait  autour  du  corps  JS  immobile,  pr6cis6ment  1a  m6me  section  coniqoe  quH 

d^crit  autour  du  corps  mobile  avec  la  vitesse  u.    On  a  d'ailleurs 

T:e::T:«::^:^::  ^  :  if-::  VCP  :  »^SP::  yS:>/(S+P)j  donc 

u       vi     yCP    ySP  \    I     /y 

(0 0  =  TVif' . 

Si  les  forces  acc^liratrices  sont  r^ciproques  au  carr6  de  la  distancQ^ 
ce  qui  est  le  cas  dans  notre  syst^me  solaire,  les  deux  orbites  Ptt,  pq,  auront 
le  mftme  grand  axe  A,  parce  qu^elles  sont  suppos^es  igales  et  semblables; 
mais  les  r^volutions  T,  €),  qui  r^pondent  au  m£me  axe  A,  seront  difiSrentek. 
Supposons  que  P  d^crive  autour  du  corps  nxe  s,  nne  autre  ellipse,  donl 
Taxe  soit  a,  et  la  r^volution  /  au  lieu  de  0:  cela  pos^  on  aura,  suivant  la 
troisibme  loi  de  Kepler,  iz=L^V  —  —IlV  — L_J^  En  supposant  doM 
/  =  T,  il  viendra  "^ 

(a) fl  =  Ay-l-, 

^  ^  S  +  P' 

d^oii  il  suit,  que  les  grands  axes  des  ellipses,  d^crites  dans  le  mdme  tems 
autour  d^un  corps  S,  supposd  en  repos  et  en  mouvement,  c^est-k-dire  en  fai- 
sant  abstraction  et  en  tenant  compte  de  la  r^action,  seront  entre  euz  comme 
les  racines  cubiques  de  la  masse  S,  et  de  la  somme  des  inasses  S,  P;  au 
lieu  que  les  dur^es  des  rdvolutions,  O^  T,  seront  entre  elies  comme  les  rad» 
nes  carr^cs  de  la  somme  S  -f-  P  et  de  la  maue  S ,  si  les  distsinces  011  iee 
grands  axes  sont  les  mdmes. 

§.  56.  II  est  ais6  d^appliquer  les  th^orfemes  pr^cidens  au  mouvement 
des  plan&tes.  Malgr^  ies  mouvemens  compliqu^s  et  la  grande  variiti  des  ao 
tions  de  tqutes  les  planfeles,  comfetes,  et  satellites  du  syst^me  solaire,  ie  centro 
de  gravit^  du  soleil  et  de  tous  ces  corps  peut  dtre  regardi  comme  immobile, 


.^ 
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quoiqu^il  y  ait  toute  apparence  que  le  systfeme  solaire  a  un  meuvement  pro« 

pre  qui   tera   rectiligne  et   uniformey    8'il    n^est    pas  alt^ri    par    des  forces 

itrang&res ,    ou  qui  dans  le  cas  contraire   r^sultera    de  raltraction    des  corps 

^trangers   [$,   b%,).    Mais    le  soleil  est   en   mouvement ,   aussi   bien  que   les 

plan^tes:    le  sysl^me   de  Copernic   n^est  donc  pas  rigoureu6ement  vrai,    mais 

il    approche    de   la  vjrit^   plus   qu'aucun   autre,    parce   que   le  soleil   est  U 

plus    grande    masse,    et   par  cons^quent    le  plus   prhs   du  centre    do  graviti 

du  syt^me  entier,    qui  est  le  vrai  point  central    du  mouvement.    Le   soleil 

n^st  pas  ie  corps  central,    mais  une  planMe,    qui  circule  autour   du  centro 

de  gravit^,   comme  les  aulres,    dont  elle  se  distingue  seulemeat  par  la  gros» 

aeur  de  sa  masse.    Si  Jupiter  avait  une  masse  800  ou  900  foia  plus  grande^ 

le  cenlre  du  moi^vement  de  toutes  les  plan^teSy  y  compris  le  soleil  et  Jupiter^ 

«erait  constamment  k  peu  pr^s  sur  le  milieu   de  la  ligne  droite  qui  joint  ces 

deu2  corps.    Si  Fon  ne  compare  le  soleil  qu'avec  une  seule  planbte,  par  ex« 

Jupiter,   il  est  facile  de  diterminer    les  orbites:    cette  planfete  d^crit  autour 

du  soleil,  en  douze  ans,   une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  est  5,3  et  Tez* 

oentricil^  o,  o5«    Comme  ce  r^sultat  est  trouv^  par  observation,  il  donne  Uor^- 

bite  relative  qui  est  Tobjet  des  tables  astronomiques.   Dans  la  m^me  p^riodoi 

Jupiter  et  le  soleil  d^crivent,  autour  de  leur  centre  de  gravit^,  des  eilipses 

de  la  m6me  excentricit^.^  qui  sont  leurs  v^ritables  orbites.    Le  grand  ase  do 

Fellipse  de  Jupiter  est  k  10,  4  comme  la  distance  de  Jupiter  au  centre  de 

gravit^  est  k  sa  distance  au  soleil,  ou  comme  la  masse  du  soleil  est  k  la  8om« 

me  des  deuz  masses>  et  Taxe  de  Tellipse  du  soleil  est  ii  10, 4  comme  la  mas- 

se  deJuptler  est  ^  la  mSme  somme:  le  premier  demi-axe  est  donc  5,19682;  It 

dernier  est  o,od4(8»  euviion  deux  rayons  et  demi  de  Torbite  luhaire,  ou  100 

demi-diambtres  de  la  terre,  ensorte  qu'en  supposant  la  parallajLe  du  soleil  :iS'\65^ 

le  centre  de  gravit^  de  ces  deuz  corps  est  en  dedans  du  soleil,  mais  tr^-prte 

de    sa  surfare,    la  distance  n'^tant  que  de  onze  demi  •  diam^tres   de  la  terre. 

L^orbite  apparente  du  soleil  autour  de  Jupiler  est  la  m^me  que  forbite  rela- 

iive  de  Jupiter  autour  du  soleil.   Toutes  cts  orbites  sont  d6crites  suivant  lea 

Irois  lois  de  Kepler.    Mais  ce  mouveroent  est  troubl^  par  Taction  des  autres 

pianMes:    les  perturbations   de  la  plan^te,   dont  il  sera  parli  dans  la  auitei 

13 
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sont  pea  'Coasid^rables.,   k  cause  de  la  pctitevse  des  masses   des  planbtes  par. 
r^port  k.eelle  du  soleil,  et  ne  changent  pas  sensiblement  lafigure  derorbita 
df  la^planelej  mais  celle  du  soleil  peut  fttre  entiirement  d^figurde  par  les  au- 
ires  plan^tes  qui,  selon  leurs  posilions,   peuvent  doubler  ou  d^truire  Tactioa 
de  Jupiter.    Le  mouvement  du  soleil  autour  du  centre  de  gravit^  du  systfeme 
entier  fera  dono  des  oscillations  conttnueUes,   et  sera  composi  d^une  infiniti 
de  petits  arcs  elliptiques.    En  vertu  des  variations  continuelles  de  la  position 
et  d«-la  distakice  des  corps  qui  agissent  sur  le  soleil,   principalement  des  co« 
nubtes  dont  nous  ne  connaissons  ni  le  nombre  ni  les  masses,   le  mouvement 
du  soleil  est  tellement  compliqu^,  qu^il  est  impossible  de  le  soumeltre  au  cal- 
cul.    Mais  il  est  ais^  de  voir,  que  ce  calcul  serait  inutile,    parce  que,  ind6« 
p^ndammAt  de  ce  calcul,  on  trouve  Torbite  relative  de  chaque  planfete  autour 
dtt  soleil,  qui  est  le  seul  objet  de  rastronomiei  en  employant  la  sbmme  des 
inasses  du  soleil  et  de  chaque  plan^le  au  lieu  dela  premifere,  d^autant  plus 
que  le  centre   de  gravitd  du  syst^me^  autour  duquel  se  fait  ce  mouvementy 
est    peu  ^U>ign6    du   centre   du  soleil.     En     supposant   par   ex.   toutes    les 
plan^lcs  .  en   conjonclion   h^iiocentrique ,    la  distance    du    centre    de   graviti . 
au  eenire  du  soleil  sera  0,008  rayons  de  Torbite  de  la  terre,  ou  1,734  demi- 
diamitres  du  soleil ,  de  sorte  que  |#  centre  de  gravit^  sera  ^Ioign6  de  la  sur- 
face  du  soleil  de  |  de  son  demi-diametre.    Dans  tous  les  autres  cas  la  distan- 
ce  sejra  beaucoup  moin.dre;   et  si  les  masses  des  plan&tes  et  des  comfetes  sont 
dispers^es  de  tous  c6t^s,   ce  qui  sera  ordinairement  le  cas,  le  centre  de  gra* 
ynXi  du  syslfeme  coincidera  k  peu  prfes  avec  le  centre  du  soleil. 

Lea  autres  propositions  (§•  55.)  ne  sont  d'aucune  utilit^  pour  Pastrono^ 
mie,  parce  qu^elles  servent  k  d^terminer  ce  qui  arriverait  dans  un  cas  qui  n^a 
pas  lieu  dans  la  nature,  c'e8t-h-dire ,  si  les  plan^tes  nVxergaient  aucune  r^a* 
ction  sur  le  soleil.  Ce  qui  importe  de  savoir,  a  ^t^  prouv£,  savoir,  que  Tat* 
traction  riciproque  ne  change  rien  aux  lois  de  Kepler,  qui  sont  la  base  da 
.Biouvement  des  planbtes  autour  du  centre  de  gravit^,  et  de  leurs  orbites  rela- 
tives  autour  du  soleil,  aussi  bien  que  du  mouvement  autour  d'un  corps  cea- 
tral  immobile  (M* 


(xi)  Neat  PhiL  JNat.  Fring.  Math.  M.  /.  Ug.  Corol.  IF.  JPrvp.  LrH-^LMX.  •!  Uh.  itf. 
Prof.  JUL 
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$4  5^.  La  seale  chose  qui  eprouve  un  petit  changement  par  rattracti* 
on  r^ciproque,  c^est  la  troisi^me  loi  de  Kepler,  et  la  d^lermination  des  grandt 
axes  des  orbites  suivant  cette  loi.  Si  deux  planeles  P,  p>  circulent  autour 
du  soleil  S,  nommons  A,  a,  leurs  distances  moyennes  au  soleil,  T,  ^,  ^r» 
r^volutions  dans  rorbite.  relative,  qui  sont  donn^es  par  les  observations\  et 
0,  Oy  les  dur^es  de  leurs  r^volutions  qui  auraient  lieu,  si  lesoleil  ^tait  immo- 
bile ,    la  r^action    des  planetes    ^tant   nulle.    Cela  pos6,    on   a   (§.    55.  (t)) 

/  S  -4-  P 

0  =  Ty  — — ,  ou  en  prenant  pour  unil6  la  masse  du  soleil  S, 

0  =  Ty(i  f  P),         6  =  tV{i+p), 
et  suivant  la  troisibme-  loi  de  Kepler,  0^  :  d^  : :  A^  :  a'^,  A^oii  il  suit 

(0  . .  . .  A  :  «  ::  T^  (i  +  P)*  ;  ti  ^i  4-yo)*:. 
Si  P  repr^sente  la  terre,  T  sera  Tann^e  sid^rale,  et  A=i  le  rayon  de.Toiv 
bite  de  la  terrOi  d'ou  il  vient 

«.....=  (1/  (fi|/.  ..  »  peu  p,..  .  =  (i)!  (.  +  I  -  1). 

En  nommant  N,  n,    les  moyens  mouyemens  de  la  terre  P  et  de  la  planbte  p' 
dans  un  tems  quelconque,  on  aura  N  :  n  : :  t:  T,  d^oik  il  suit 

La   thdorie   de  Kepler    donncrait,   aa  Ueu  des  dquations  (a)  (3), 

Si  Fon  nomme  x,  y,  z ,  les  trois  coordonnees  rectangles  du  corps  S, 
^f  y?  ^>  celles  du  corps  P,  leur  origine  dtant  au  centre  de  gravit^;  la  dis* 
tance  de  P  ^  S  sera 

(4)....r  =  y{(x'-xr  +  (/-j.)*4-(^^-*)*}  , 
ci  les  Torces  de  S  qui  sollicitent  P  suivant  — x,  ^y,  — z,  seront 

s,  ^ =>:--=>  s.  /=»^-^* 


(5)....A'  = 


X'  —  X 


S, 


r'         '  r-         '  r 

celes  de  P  qui  sollicitent  %  suivant  les  m6mes  directions, 

(6)....A  =  5=^'P,    *  =  ^'P.    /=^'P. 

Or  )n  a,  conform^ment  k  la  nature  du  centre  de  gravit^,  S  x  -\-  P  t/  zzOt 
S/-f  Py  =  o,  S3  +  P^  =  o,  tfoik  il  suit 

(7) 


*  •  •   . 
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Si   ron  nommi  f,  f',   lea  dUtances   des  corps  S  et  P  au  centro  de  grayili, 
on  aura 

donc  en  vertu  dea  ^quations  14)  et  (7), 
Ces  yaleurs  de  r  donneront  (5)  (6)  et  (7), 

A—     ^*—    *     *  —  _£!_   ^.     7— ^*      » 


Is-hP)"   e*'      ~{s-+-p)'   e'*     ""(s-HP)»   e'^ 
^  —  (s-hP)*'e"'  iS4-p)*'e'*'  (s-+.P)«*e"* 

Or  on  a  ($.  17.  n.  4.)  -^  =  -a«^A,  -^^  =  —  a^*,  ^-  =  — a^/,  done 

H  s^en  suity  que  les  corps  S  et  P  tournent  autour  du  centre  de  gravitj, 
comme  s^ils  ^taient  attir^s  vers  ce  centre,  en  raison  inyerse  du  carri  des  di* 
•Unces ,  par  les  masses  ^^^p^,    et    ^^^     > 

Pour  d^terminer  le  niouvement  relatif  de  P  autour  de  S,  il  faut  re* 
garder  le  corps  S  comme  immobile,  et  r^duire  les  coordonn^ea  de  P  k  €• 
point  fize  S.    En  nommant  ces  coordonn^es  ^,  >),  ^,  on  aura 

j/  — x=f,    y— jr=>,,    £  —  z-i,    et    r^  =  g*  +  >,»4.^. 

S  -4»  P  S  -4-  P 

On  «  donc  (7)^=— —  j/^  et  dd^  =  -— adj:;  cequi  jtant  substitu6  dan« 
Viquation  (9),  donne  ^J,^  =  -  ^—r^  •  ^.    Mai» 

r  ^tant  la  distance  de  P  4  S,  et  ^»  19»  ^,  les  coordonn^es  de  P,  prises  d& 
point  fixe  S.  Le  mouvement  relatif  de  P  autour  du  corps  S,  regard^  comne 
immobile,  est  donc  le  mSme  que  eelui  qui  auraif  lieu,  si  P  ^tait  attir6  *far 
S  avec  la  force  S+P.  Comme  Tastronomie  ne  considtire  que  lies  mouvemdns 
relalifs,  ii  faut  mettre  la  somme  des  masses  du  soleil  et  de  chaque  plaikte, 
S  -)-  P|  «u  liett  de  S ;  ee  qui  eat  U  corfection  pr^cMente  de  la  th^or^  d» 


S.r 


C  I  V  R  E    III,    C  H  A  P.    IIL  m 

Kepler.    Suivant  celte  iMorie  on  a  trouv^  (J.  3a.  (9))  a^ n^  —  ^gj^  zn  agS 

($•  2i.)j  ia  masse  de  la  terre  ^tant  prise  pour  unit6  des  masses,  et  le  rayoa 

de  la  terre   pour   unit6   des  lignes.    La    correction    consiste   donc    k  mettre 

n^/i^rrsfif  S+P)  au  lieu  de  a^n^zzi^gS.    Si    Ton  veui  exprimer  toutea  lea 

p 
massea  par  celle  du  soleil,  en  faisant  S  zn  ly  -t-  —m,  on   doit  multiplier  lea 

masses  par  le  nombre  ii  qui  indique,  combien  de  fois  la  massa  de  la  terro 

•st  renferm^e  dnns  celle  du  soleiL    On  a  donc 


(A)  .  . . .  n*  a^  =  a  ^  11  ^i 


/#•% 


n  jtant    le  moyen  mouvement  en  parties  du  rayon ,    pour  une  seconde ,  et 
m,  g,    ^tant   exprim^s   en  rayons   de  la  terre  ($.  28.).    Suivaat   Bouguer  f 


•st 


1^07915 


,  donc 


a«r  = 


=  X,  et  VTg  —  V\  — 


=  ff. 


653968  ^   -'      o        '  8oai,677 

Si  Ton  d^signe  par  a  le  demi-grand  axe  de  Torbite  plan6taire  en  parties  3t 
la  moyenne  distance  de  la  terre  au  soletl,  ainsi  que  cela  se  fait  dans  lei 
tables  astronomiques,  et  par  ts  la  parallaxe  du  soleil  =8'%  6;  ia  valeur  de 
•   dans    r^quation    (A)  sera  —  =  23984,  a8  .  a  ==  x  .  a^     d^oa    U     vient 

x^=37i44io  =  i»  donc 

(B) . . . .  vr(i?=L  — j^  (i  -h  *«)>  et  nu^  zz    ^  ^ -. 

Si  les  mimes  quantil6S|  relatives  k  une  autre  plan^te,  sont  marquto  d*aa 
trait,  dn  aura 

((3) /i*a5  :  ;,'flfl'3  ::  i  -|-/n  :  1  +  m'. 

En  snbstituant  ar=i,  et  le  moyen  mouvement  de  la  terre  11  =  0'',  o4ii  = 
0,000060  i9g!i584=v,  etn^gligeant  lamasse  /n  de  la  terre  par  rapport  i^  cello 
du  soleil,  on  aura 

(D)..../i'^a'3  =  v*. 
On  peut  d^terminer  le  mouvement  relatif  d*une  planMe  autoar  dtt 
soleil,  et  la  correclion  des  lois  de  Kepler  qui  en  r^sulte,  d^une  mani^re 
fort  simple.  Si  la  plankte  P  {Fig,  8.)  d^crit  autour  du  soletl  S  Tarc  Vp, 
pendant  que  le  soleil  marche  de  S'  en  3,  son  lieu  relativement  au  soleil  sera 
d^termin^  par  la  ligne  sp.  Ayant  donc  men£  la  droite  Stt,  6gale  et  parailMe 
k  9p,  ^  sera  son  lieu,   et  Pir   son  mouvement  relatif  au  iolcii,  supppos^ 
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ifnmobile  ra  S.  Ce  mouvement  P^r  est  compos^  du  mouvement  Trai  Pp  et 
de  /^TT,  lequel  est  ^gal  et  contraire  au  mouvement  vrai  du  soleil,  parce  que 
Sirps  est  un  parall^logramme.  Ainsi,  pour  d^terminer  le  mouvement  relatif 
d'une  planbtei  on  n'a  qu'it  lui  nttribuery  outre  son  vrai  mouvement,  un  autre 
qui  est  ^gal  et  contraire  k  celui  du  soleil^  ce  qui  se  fait,  en  concevant  U 
plan^te  sollicil^e  par  la  force  qui  agit  efiectivement  sur  elle,  et  par  celle 
qui  agit  sur  le  soleil,  mais  snivant  la  direction  oppos^e,  et  en  supposant  le 
soleil  immobile.     I^  prc«.;*r.o  it^roo  esi  ^^  suivant  FS,    et  la  seconde  j^ 

suivant  SP:  d^od  il  r^sulte  une  force  acc^I^ratrice  de  la  planbte  =  — r 
rers  le  centre  du  soleil,  ou  la  masse'  S-f-P  au  lieu  de  S,  conune  ci-dessus; 
ce  qui  suffit  pour  expliquer  tous  les  ph^nombnes  du  mouvement  relatif.  Si 
la  pianbte  est  le  corps  central  d^un  syst^me  particulier,  comme  la  terre,  Ju« 
pHcry  Saturne  et  Uranus,  le  syst^me  entier  se  mouvra  autour  du  soleil, 
comme  si  toute  sa  masse  ^tait  r^unie  au  centre  de  gravit^  ($.  5a.]:  il  iaut 
donc  mettre  i  la  place  de  P  la  masse  de  la  planbte  et  de  tt%  satelIiteS|  poui; 

S  -4-  P 

•»voir  la  force  -r^  qui  soUicite  le  centre  de  gravit6  du  systeme. 
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CHAPITRE      IV. 


Masse  et  densite  des  corps  qul  forment  le  systeme  solaire. 

$.  58.  dans  suppoter  rattraction  univerielle,  prouv^e  pr^c^demment, 
i1  est  certain,  que  tons  les  corps,  autour  desqueU  d^autres  corps  d^crivent 
def  courbes, 'sont  dou^  d^Une  force  attractrice;  et  si  ces  courbes  sont  des 
ifections  coniquei,  le  foyer  est  le  sifege  d'une  force  centrale,  rjciproque  au 
turri  de  la  distance;  et  tout  ce  qui  a  ii6  prouvj  de  ces  forces,  a  egale* 
ment  lieu  h  r^gard  du  corps  qui  occupe  le  foyer:  ce  qui  servira  a  compa- 
Fei*  Vinfeilsit^  des  forces  de  divers  corps  centraux.  Or  rintensit^  ^tant  propor- 

■ 

tionnelle  h  la  masse  ($.  4^0»  on  aura  en  m£me  tems  le  rapport  des  masses, 
ce  qui  ^tant  combin^  avec  la  grosseur  des  corps',  servira  ii  comparer  lei 
densiiSs,  La  grosseur  est  c^onn^e  par  le  diambtre  apparent  et  la  distance  ou  li 
parallaxe;  or  le  rapport  des  distances  des  planfetes  au  soleil  ^tant  connn  par  leA 
p^riodes  de  leurs  r^volutions,  en  vertu  de  la  troisi^me  loi  de  Kepler,  ilsuflit 
de  connaitre  une  seule  distance,  par  ex.  celle  de  la  terre  au  soleil,  d^oit  il 
suit,  que  la  parallaxe  du  soleil  est  le  fondement  de  tout  ce  calcul.  LHntensitd 
de  la  force  donne,  pour  chaque  distance,  la  force  acc^l^ratrice,  ct  ce  qui  re^ 
Tient  au  m£mc,  la  chuie^^des  corps  \  sa  surface,  son  diam^tre  ^tant  connu. 
Pour  cela  il  suffil,  de  connaitre  raccil^ration  4  la  surfacQ  d^un  seul  corps^ 
M  Ton  prend  pour  base  la  chute  des  corps  sur  la  terre,  que  nous  pouvontf 
■aesurer  imm^diatement,  la  masse  et  la  densitd  de  la  terre  seira  la  mesure  d^ 
autres.  Mais  il  est  ais6  de  veir,  qu^on  peut  substituer  i  la  chute  des  corps,  le 
•inus  yerse  de  Tarc  parcouru  par  un  satellite:  d'oJk  r^sultent  deuz  m^thod^* 
Les  r^volutions  de  plusieurs  satellites  autour  du  mtoe  corps  centrtl^ 
Be   peavent  aerrir  d^aucuae  mani^re  ik  comparer   eatre  eUes  leurt  massett 
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parce  que  racc^l^ration  ne  depend  pas  de  la  masse  du  inobile,  maU  do 
celle  du  corps  centtal.  Connaissant  donc  la  r^volution  de  la  terre,  qui  d^ 
termine  la  masse  du  soleil,  on  pourrait  y  comparer  la  masse  de  chaque  au- 
tre  planfete,  par  ex.  Jupiter,  si  Ton  pouTdit  rapproclier  la  terre  de  Jupiler, 
ensorte  qu^elle  ferait  autour  de  lui  une  r^volution  qui,  ^tant  compar^e  k  U 
dur^e  de  Tannde,  donnerait  la  masse  de  Jupiter.  Mais  comme  cette  r^volu- 
tion  ne  d^pend  pas  de  la  masse  de  la  terre,  elle  pourra  6tre  remplac^e  par 
UB  corps  quelconque;  d^oili  il  est  ais^  de  voir,  que  la  comparaison  des  -  rj- 
volutions  des  satellites  de  Jupiter  avec  celle  de  la  terre  ou  d^une  autre  pla- 
n^te  autour  du  soleil,  servira  h  d^lerminer  le  rapport  entre  les  masses  dm 
Jupiter  et  du  soIeiL  On  voit  qu'on  ne  peut  trouver  par  ce  moyen  que 
les  masses  du  soleil,  de  la  terre,  de  Jupiter,  Saturne»  et  Uranus. 

$.  5g.  Uintensit^  de  la  force  centrale  est  d6termin^e  par  racc^l^ratiom 
qu^elle  communique  h,  une  masse  quelconque  dans  une  distance  donnie;  et 
rintensit6  de  deux  forces  est  proporlionnelle  aux  acc^l^rations  jt  distaneo 
tgale  (§.  II.).  Or  les  acc^l^rations  ^tant  r^ciproques  au  carr^  des  distances^ 
il  est  visible,  que  les  intensit^s  de  deuz  forces  seront  comme  les  carr^s  det 
distances,  auxquelles  leurs  acc6I6rations  aont  ^gales.  Si  deux  forces  centralei 
P,  p,  exercent,  dans  les  dislances  F|  y,  la  mSme  acc^leration  que  la  pesan- 
teur  sur  la  terrep  c^est-^-dire,  de  ^=:  iS  h  16  pieds  dans  la  premi^re  secon- 
de^  raccJMration  h  que  la  force  p  communiquerait  dans  la  distance  F,  est 
-r;g-;  et  k  la  m^me  distance,  racc^l^ration  de  la  force  P  est  g,  d'uu  il  suit 
^'P''g'  ^T  '-^F^i/^  Cette  proportion  servira  h  comparer  la  masse  d'ua 
Gorps  central  h  celle  de  la  terre. 

Soit  M  la  masse  d'un  corps,  do.nt  la  force  accel^ratrice  k  la  distance  F 
est  ^gale  k  la  pesanteur  sur  la  terre;  et  supposons  qu'un  autre  corps  d^crivo 
autour  de  lui,  dans  le  tems  T,  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  soit  A| 
ou  qu^il  parcoure  en  une  seconde  Tarc  m  cela  pos6  on  aura  (§.  28,) 

M  ZZ, r-  ZZ. ^ 

g   !■  2g    S 

Ift  masse  et  le  rayon  de  la  terre  ^lant  pris  pour  utiit^.  Si  a  est  le  demi- 
axe  exprim^  par  la  moyenne  dislance  de  la  terre  au  soleil ,  on  a  (§.  5^.) 
A  =  ~  et  ^g—  ■-  =.>  ^  ^  ^tant  la  paraliaxe  du  soleil;  d'ou  il  vient 
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loS 


.4>jli  %'ts^  !et^^-ont  ttne  Taleiir  constante  noar  ioutea  les  plan^tes^  xa  Itant 
fV\6  et  «^  n  23984, 2^8.  Si  Von  veut  ^e  aernr  de.  rorbite  terrestre,  ponr 
d^terminer  la  maase  du^aoleil,  -on  a  azzi,  nrrO|OOOopO]99ti584=y  (S'^7*)f 
let  ia  maase  du  aeleil  pir  npport  k  celle  ie  iA  terre 

5=r^  =  358tt3i. 

Lei  rayons  r  de$  orbitea  des  sateltites  sont  donn^s  par  rapport  au 
4emi-(Uambfre  R  de  la  plan^e  principale  (11.  $.'3 11.),  r—iiR}  et  le  diam^ 
4re  apparent  de  la  plan^te  k  la  idistance  moyenne  du  soleil,  af,  est  connu 
(IX.  5-  i53.).  Le  demier  est  le  irrai  diamfetre  sR,  divis^  par  le  rayon  de 
rorbite  terrestre:  ayant  •dmc  converti  ;  en  parties  du  myon,  on  aura  ;=R 
en  partiiM  de  la  distance  mpyenne  du  soleil,  partant  r  par  rapport  ii  cette 
distance,  on  a  =  'ftf ,  «t  la  masse  de  la  plan^tei  par  sapport  k  ceUe  d9 
la  terre, 

X  W^ 

'  5«  "^o.  On  pevt  aussi  trouver  les  masses  des  plan^tes  par  rapport  4 
celle  dii  soleil»  sans  connattre  k  diute  des  corps  g,  par  le  moyen  des  pro« 
portions  du  -$.  5^ :  - 

M :  m  ::  N*A*  ^  n*  a^  ::—::  —  ::  —  : —, 

M  et  m  itant  la  somoie  des  masses  du  corps  central  et  de  son  satellitei 
M  et  n  les  moyens  mouvemens»  T  et  /  les  r^volutions,  A  et  a  les  demi- 
grands  axes.  Si  Pon  prend  pour  base  rorbite  de.la  terre,  on  aura,  en  disi-i 
gnant  par  Oi   $  1  C  ^^  massea  du  soleil,  de  la  terre,  et  de  la  lune, 

A  =  i,    M  =  CJ+*,    T=  3i558i5i^5  rannie  sid&ale. 
Maintenant,  ai  Ton  yeut  d^tenniner  la  masse  de  la  terre,  on  a 

m=p$-{-C  =  Y$»    ^  =  d36o59i'^, 5  le  mois  si(j^ral. 
En  nommant  la  parallaxe   moyenne  de  la  lune  11  =  Sy'  1'',  celle  du  soleil 
H  =  8^',  6;  et  &isant  la  masse  lunaire  =  -^ ,  on  aura 


—  =  -,   j  =  13,3687472;   dOAO 
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t9»  A  S  T  R  0  N  0  M  lE    PHTSIQUE 

Cette  forpiule  donne  —  =:  358 1 63.  On  a  vu  ($.  39.),  que  ce  caf col  u  beiom 
de  plusieurs  corrections,  pour  ^tre,  exact.  M.  de  Laplace  trouTe  par  k 
premi^re  xn^thode,  aprba  y  avoir  appliquj  toutes  cea- corrections »  ea  mppo- 

aant  la  parallaxe  du  soleil  =8'', 748  0,-^  =  337086.    Si  Von  auppoee  fe 

o  ^ 

paralldxe  z=:8'\6}   il  en  r&ulte —  =:  3547903.  et  oette  valeuf  sera  employ^ 

dans  le  cours  de  cet  ouvrage. 

Quand  on  veut  djterminer  la  masse  d^une  planete,  entourje  de  $atel- 

nteSp  par  la  comparaison  du  mouvement  des  satellites  avec^celui  de  la  terre» 

on 

veut  comparer  lorDite  aun  sateuite  ayec  celle  de  la  pianete  principaie,  x\i,  se- 

ront  les  dorjes  des  r^volutions^  de  la  planite  et.  du  satellite,  et  --  est  te  rayon 

d'e  rorbtte  du  satellite,  divis^  par  la  distance  de  la  plan^te  au  soleil,  c*est-4*dire 

ta  disfance  du  satelliteii  la  planetCi  vue  dusoleil.  £n  la  nommant  S^  ona^ra 


ip  par  u  comparaison  au  mouvemem  aes  saienices  avec  ceiui  ae  la  lerre^ 
»C5-59-)£  =  f^ft  donc  6  +  S:^-:^-7if  ou2  =  ^j  ^5^3.  si  ron 
it  comparer  Torbite  d'un  satellite  avec  celle  de  la  plan^te  principale,  T^t,  se- 


0-fm    ~        \t/  o 


Suivant   M.  de  Lapkce  (^)  on  a,  relativement   k  Jupiter  et  aon 
satellite,  <*  =  8'  iV\  84  =  0, 00240390023  T  =  4332,  6022  }ours»  tz^iSfiig»)^ 
d'oii  Von  tire 

—  ~  0,  oooQ^Ti  i54  ~  — •— •- 

Relativemenl   h  Saturne   el   son   IV    (VI)    satoliite,    on  a    »  =  2' 5^"  =:r 
0^0086781653  t=  10758, 96984 jours,  i—  i5,9453j,  d'oii  il  risuUe 

—  zi  0,  0003076383  =  — - — . 

Relativement  ii  Uranus  et  $on  IV  salellite/oh  a  ^'^^^''jaScriOiOooai^^?'!;? 
T  =30688,7127  jourS;  /=  13,4559 jours,  d'oii  il  suit  '. 

—  =  o,  oooo5i28c)6  rr . 

Bfais  fes  disfantes  de  Saturne  et  d^lTranus  k  leur^  planetes  respectives  n^Aant 


(I)  Sspoi.  du  Syst.  du  Mwdt,  3.  idk.  X.  IV.  Ch,  ITl,  -pzg.  ^07% 


.   i 


LIVRE    III,    C  H  A  P.    IV.  i©j 

ptts  aossi  eeriaiiies  que  celles  du  IV  satellite  de  Jupiteri  les  deux  dernikret' 

masses  auront  besoin  d^Stre  v^rifi^es  par  les  obserrations.  La  raasse  de  Satur* 

ne  peut  Atre  corrig^e  pav  la  grande  in^galit^  de  Jupiter,   due  k  raclion  de 

Satume :    c^est  par  ce  moyen  qu^on  a  trouvj  la  masse   de  Satume,   qui  sera 

«doptie  dans  la  suite,  P-  =  —^. — r-  '      - 

^  G        5534,03 

$.  61.  Si  Ton  nomme  M  la  masse  d*une  plan^te,  celle  de  la  terre  ^tant 
prise  pour  unit^,  C  son  volume,  A  sa  densit^,  R  son  vrai  demi-diametre,  ex- 
prim6  en  rayons  terrestres,  (  le  demi-diam^tre  apparent  k  la  distance  moyenne 
d\x  soleil,  tss  la  parallaxe  du  soleil,  on  aura 


_  f 


_  r 


A=— I    R  =  -^,    Cz=-^par  rapport  i  la  grandeur  de  la  terre. 
£n  substituant  M  z=:  ^ J^  ^.  ($.  59.),  il  viendra 

la  densiti  par  rapport  k  c^lle  de  la  terre, .  A  :=:  —7-5  ' 

ezpression  qui  est  ind^pendante  de  la.parallaze  du  soleil,  ou  de  la  grandeur 
du  syslhne  solaire;  ce  qui  ne  serait  pas  le  cas^  si  la''  loi  d*attraction  £tait 
difi^rente  de  celle  de  la  nature  ($•  3t.)« 

La  masse  M/donne  imm^diatement  Tacc^ljration  h  &  une  distance, 
jgale  au  rayon  terrestre ,  h  zz  Mg.  Puisque  Tacc^I^ration  est  r^ciprdque  au 
carr^  de  la  distance ,  celle  G  que  la  masse  M  communique  k  une  djstance 
quelconqoe  R,  exprimje  en  rayons  terrestresi  so  trouvera  par  la  proportion 
R^:  I ::  A  :  G.  Si  Ton  d^signe  par  R  le  vrai.demi-diametre  du  corps  M,  ex- 
primj  en  rayons  terreslres,  on  aura  Rrr:  —  ,  d'oA  il  vient  G—  ^  zr  -—, 
donc  Tacc^l^fation  ou   la  chute  des  cprps  k  la  surface  de  la  planfete  M 

en  une  seconde  =  — - — g  —  — -  /^. 

$•  62.  Rjsutnons  les  formules  pr^c^dentes.  Si  l^on  nomme  M  la  mas* 
ae  d^une  planfete,  a  sa  densit^,  C  son  volume,  par  rapport  h  la  terre,  J 
rann^e  sid^rale,  1  le  mois  sid^ral,  /  la  dur^e  d^une  r6volution  d'un  sateliite 
autotrr  de  la  planfete  pjincipale ,  T  celle  de  cette  plan&te  autour  du  soleil^ 
n  la  parallaxe  de  la  lune,  vi  celle  du  soleil,  ^  le  |inus'du  demi*diambtra 
apparent  de  la  plan^te  a  la  distance  moyenne  du  soleil,  S  le  ainus  de  I*an- 
gle  sous  lequel  le  uiyon  de  Torbite  du  satellite  est  vu  du*centre  du  soleil 
k  la  moyenne  distance  de  la  planfete,  /x  le  mtme  rayon  divis^  par  le  djsmi- 


f 
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diam^Cre  de  la  planfete,   G  la  chute  des   corpa  k  la  aur&ce  de  b  pkn^te 


«ae  leconde»  et  i  -f-  —  zz  r^  =r  v^  on  aura  par  ce  qur  pricfcde, 


«0 i=T-©'(" 


_  e* 


(2). .. .  --  ~ 


Bft 


©2J9 


(3) . . . .  C  =  £-, ,      (4) . . . .  A  z=  p ,      (5)  . . . .  G  = 


_  Ae 


u. 


e- 


Les  valeurs  num^riques  des  masses  de  \sl  terre,  de  Jupiter,  Saturnei  et  Ura» 
Bus,  ont  ^t^  calculf^e»  sur  les  formules^  (i)  et  (a)  (§,  60.) ,  d-o&  il  est  aisj 
de  conclure  ies  valeurs^  de,G,  A,  6,  k  VM^  des  formules  (3)  (4)  (5):  onr 
les  trouvera  dans  la  table  ($.  65.).  II  fieiut  substituer  k  g  (S)  Tespace  que 
les  corps  parcourraient  sur  la  tenre  en  une.  seconde ,  ai  la  pesanteur  n*6taifc 
pas  diminu^e  par  la.  force  centrifuge,  diie  k  la  rolation;.  et  cet  espace  est* 
|[^=  aijlf  95  Ij^nes  ou   i5,  i  p.ieds^  de  Ifrance  (*)^ 

■  # 

S^i  &3.  Les  formutes^  precddentes  nesontpas  applicables^  kla  lune;  mais; 
les  perturbations  que  la  terre  ^prouve  par  raction  de  son  sateliite,.  sont  si;, 
Gonsul^rablesi  k.cause  de  saproximit6,  -qu^ellea  peuvent  servLr  ii  ddterminer  Ift^ 
force  ou  la  masse  de  la  lune  dont  elles^  d^pendent.  Cea  perturbalions  sont  dOL 
deux  eapfeces:  les^  unes^sonl  proprement  du  ressgrt  de  rastronomie,  ainsi  qua, 
la  nutation,.  la  pr^cession,  etc.  les  autres  sont  des  efiets  physiques*,  donl  le, 
plus  importanf,  le  plus  frappant,  et  le  mieuz  connu  est  le  flux  et  reflux  der 
la  mer.  On  sait  que  la  force  attractrice  de  la  lune  i\hve  et  abaisse  lea  eau|L 
de  Foc^an  deux  fois  par  jour,  et  il  est  ais^  de  voir  que  le  sojril  doit  pro* 
duire  un  ufTet  semblable,  quoique  moins  sensible ,  h,  cause  de  sa  grande  dis* 
tance.  On  a  observ6  que  les  plus^fr<andes*  et  les  plus  pelites  mar^s  arrivent 
«n  jour  et  demi  apr^s  les  syz^gies  et  les  quadratures,.  parce  que  dans  le- 
premier  cas,  les  forces  de  la  lune  et  du  soleil  agisscnt  dans.  le  m&me  aena,. 
tandis  que  dans  le  second  cas  elles  sont  oppos^es  Pune  h,  Tantre.  En  nommant 
donc  X,  y,  ces  deuz  forces,  le  rapport  des  mar^es  dans  les  syzygies  et  datia/^ 
les  quadraturea  donnera^elui  de  x-^-y  V  x — y,  d^oii  il  est  ais^  de  conclp— 
re  la  force  et  la  masse  de  la  lune,  celle  du  soleil  ^tant  connue.^  BCais  ie» 


(Xj  Voj[.  B0U£U9r,J!gur$  dc  ia  icrrcj  Sict.  MIL  §.  2^^ 
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«iiPC0B8(a&ce»-  localM  peuveat  cpnsidArablement  augmenter   oa  diminuer   la 

grandeur  dea  mar^ea»    M.  de  Laplace  tneuiFe  par  la  conq^araison  d^un  gran^ 

aombre  d^observations»  que  la  masfte  de  la  lune  est  ^  de  celle  de  la  terre. 

IX^un  autre  c6ii  on  a  conclu  de  la  nutation,  oik  Taction  de  la  lune  est  ausft 

eombin^e  avec  celle  du  soleil,  que  la  masse  lunaire  n'eat  que  —  •     Dans  la 

table  qu'on  trouvera  ($f.  GS.)»  on  a  pris  le  milieu  -r .    Si  Fon  nomme  D  fe 

70 

demidiamfetre  apparent,   et  11  la  parallaze  de  la  lune,  son  valume  ppir  rap- 
port  a  la  terre  sera  C  =  —  =:  (o^  27793)^   (IL   §.   21^,)  =0)Oao33o8.    Sir 

densiti  sera  —  =  ^-rrr^ — 7  —  o,  63oS  =  A.,  et  1»  pesanteur  k  la  sur&ce  df 

D 

k  ii^ne»  Gr:: —  A^iro»  27293x0, 63o6x  i5»  irro,  172109. ^na,  5g^g  oieds. 
S*  64«  A  r^g^rd  des  autres.planeles  il  faut  avoir  recours  &  ranalogie. 
9ouc  peu  quV)i^  ait  ^tudii  la  nfiture,  on  doit  6tre  {rapp6  par  les  analpgies 
et  ptoportiox^  qui  se  pr^nlent  ^rtoi^t,  la  m£me  oix  l'on  s'y  atlend  le  moins. 
li  est  donc  k  pri6sumer|  que  la^  nature  a  suivi  certai^ps  lois  et  propor^ions 
dans^  la  distribation  des  jnasses  qui  forment  les  corpf  ciiestes;  et  en  eher- 
ehant  ces. lois,  on  consid^ra  d^abord  la  densiii  dea  planfetes»  qei  ne  dsrait 
df^pepdre  que  du  rappprt  des  distances  ($.  6j[.).  Lea  denskds  de  Jupitfr  et 
de  Ssturne  sont  k  cellei  de  la.terre»  comme  i  k-4  ^^i'  ^  10,  ce  quf  est 
k  peii  prfes  le  rapport  inv-erse  des  dislances  au  soleil,.  i  .k  S/a  et  x  a  9,54^ 
En  prenant  pour  base  cette  Ioi|  adopt^e  par  Lagrang^  (f)^  on  trouveia  la* 
dens^^  de  Mer<^ure  =  a^  5833a  —  A,  Connaissant  le  demi-diambtre  apptrent 
k.  la  distance  moyenne  du  soleili  f  z=  i"^  3;  on  aura  le  volume  C=:  -^  :r: 
0|05$5;   la   masse   MzrCA  n:  o,  i45g58|   et 


_  ? 


ta» 


U  I  elsnteur  G  =  -^  ^jgr  = 
^i99f^74*£r=^  i4>  96S2  pieds«  Mais  ces  valeurs  sont  tr^s-incertaines ,  parce 
qu'oa  ne  voit  aucune  raispn  physiqu^  de  la  rbglci  sur  laquelle  elles^^sont 
ibnd^,  et  de  laquelle  Uranusi  dont  la  densit^  surpasse  celle  de  Satvrne, 
aUcarte  aensibiement. 

V^nus  et  Mars  approidient  ass^  de  la  terre,  pour  qu^il  a  At  nossi* 
blede  d^terminer  leurs  masses  par  les  perturbatiuns  >de  Torbite  terrestre,  et 
prindpalemeni  par  la  diminution   de  robliquitd    de  IMcliptique,   qui  r^4ulte 

(I)  M4im  tU  BtrUny  1781.  pmg.  106. 
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celle  de  Fean.  '£i  oe  rboltat  ^tait  likr,  onanralt  une  mesure  ftl>8oltae,  >qui 
«enrirait  k  d^lenmner  la  densiti  et  la  maMe  de  tous  lea.  corps  du  syattete 
solairei  ii  Taide  des  capports  donn^s  dans  1a  iable  pr^c^dente.  Mais  oefli 
m^e  ne  serait,  rigoureusement  parlanti  qu^un  rappoiti  parce  gue  noua  |gii«« 
xons  la  densitd  ahsolue  de  reau» 


L  I V  R  E    IV. 


DE  L'A  HOTATfON  DES  CORPS  CtLESTEa, 


■  f 


CHAPITRE     I. 


Lois    gen  er  al  es    de    rotation. 

$.  66.  JLia  rotation  d*un  ccrpa  autour  d'un  de  ses  diam^trei  paratt. 
d^abord  tr^s-simple;  et  ccUe  dea  corps  c^lestes,  si  Fon  fait  abstraction  dea 
perturbalions  k  peine  sensibleSi  est  si  uniforme  et  r^guli^re,  qu^il  ne  iaut 
presqu^aucun  calcul  pour  l^  d^terminer; ,  cependant.  si  elle  est  examip^e  ri« 
goureusement  et  ddns  toot  son  d^tai),  elle  donne  lieu  k  des  recherches  plus 
compliqu^es,  que  le  mouvement  de  translation.  La  figure  sph^rique,  et  Is 
densile  k  peu  prbs  uniformq  des  corps  c61estes«  nous  permettent  de  les  re« 
garder,  relativement  a  leur  mouvement  progressif,  comme  des  points  mat^ri- 
aux,  ce  qui  simplifie  singulierement  sa  tb6orie.  Mais  il  est  impossible  dd 
concevoir  seulement  leur  rotation,  sans  les  regarder  comme  des  corps,  et 
sans  tenlr  compte  de  leur  figure,  de  leur  densii6,  de  la  position  de  leur 
axe,  etc.  ce  qui  rend  ces  recherches  difEciles  et  compliqu^es.      ^ 

Le  mouvement.  d^un  point  ne  peul  £tre  que,  progresaif^  celui  d'un  corjfs 
peut  ^tre  une  translation,  une  rqtation,  ou  nn  mpuvcment  conippsd  de  Fune 
€t  de  Tautre.    Ce  n^est   qu^une  simple  trauslation ,   lorsque    tous   les  ^l^mena 
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ie  la  masH:  car  le  premi(*r  esl  trouv6.dat»  Ih  ,$taliqu6  de  la  ti^nfle  Aiauifcre, 
eu  subfitituant  la  pcsanteur  aux  forces  paralieles  ra  g^ii^ral. 

Une  iiiipulsion  on  forcc  qui  passe  par  lc  -cenire  de  graviti ,'  ne  peut 
eomnmmquer  au  corps  qu^un  mou^^ement  de  translation  sans  rotation  t  car  elle 
a  lemdme  efiVt,  quauraient  des  forces^ui.  ialliciteraient  chaque  ^l^ment  sut* 
vant«la  m£me  direclion  et  k  proporlion  de  aa  masie.  Quel  <|Ue  soit  l^  nom« 
bre  et  la  nature  des  forces,  on  pent  touiours  trouver  leur  r^sultante:  tfoik 
il  suit  que,  li  ia  r^iultante  de  toutea-  les  forcei  qui  agisient  aur  \e  corps, 
passe  par  son  centre  de  gravit^,  elles  ne  lui  commuciiqueront' qu^on  mMve- 
ment  de  translation  sans  rotation. 

$•  68.  Uinverae  de  ia  pioposLtioB  pr^cidente  est  ^galement  vraie:  si 
la  direction  mojenne  des  fdrces  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravit^ ,  tine 
rotation  du  corps  aura  lieu.  Supposons  qn'une  force  egale  et  contraire  k 
la  force  moyenne  soit  appliqu^e  au  centre  de  gravit^:  cette  force  ne  peut 
pioduire  ^ucune  rotation  (g.  67.);  cependant  il  est  visible,  que  les  deux  for- 
ces  ensemble  doivent  n^cessairement  to%rner  le  corps  autour  da  centre  de 
gravit^  qui  est  mis  en  repos  par  la  force  fictive:  par  cons^qnent  la  vraie 
force  seule  donnera  aussi  au  corps  un  mouvemeat  derotationautour  desoA 
centre  de  gravit^.  La  rotation  la  plus  simple  est  celle,  oi!k  le  corps-tourne 
avec  une  vjtesse  uniforme,  sur  un  axe  invariable  et  en  repos.  En  ce  oae 
la  vitdsse  angulaire  est  constante,  et  la  m£me  pour  tous  les  ^l^mens:  par 
consdquent  les  uns  n'emp£chent  pas  les  autres,  et  le  mouvement  est  libre, 
comme  si  chaque  61^ment  le  faisait  s£par6ment.  Une  pareille  rotation  contl- 
nuera  donc  suivant  la  loi  d^inertie,  si  elle  a  ^ur^  un  instant;  mais  il  £aut 
examiner,  comment  elle  peut  naitre* 

On  a  vu  qu^un  corps,  soUicitd  par  une  force  qui  ne  passe  pas  par 
son  centre  de  gravii^,  prendra  un  mouvement  de  rotation,  parceque  $e9 
jl^mens  sont  diilSremment  acc^l^r^s.  £n  vertu  de  la  loi  d^iuertiei  chaque 
il^ment  d^crirait,  sUl  ^lait  libre,  non  pas  un  cercle,  comme  la  rotation  le 
supposei  mais  la  tangente,  et  les  iiimens  dont  racc^l^ralion  est  plus  ott 
moins  grande  que  celle  des  autres,  s^^loigneraient  de  ceux-ci  et  de  1*^2^^ 
a'ils  n'^laient  retenus  par  la  coh^sion  du  corps:   il  en  rdsultc   une  rotatioDp 
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inais  6n  niftnie  tems,  suivant  la  loi  de  reaction,  une  pression  sur  Taxe^  et 
tette  pressioil  est  la  seulef  cause  qui  puisse  troubler  runiformit6  de  la  rota* 
tion,  en  faisant  abstraction  des  causes  ^trangeres.'  Pour  que  cette  perturfea- 
tion  soit  nulle,  il  faut  n^cessairexnent  que  Tun  des  deux  cas  suivans  ait  lieu: 
ou  que  Taxe  soit  aObrmi  ou  retenu  par  des  forces,  propres  h  r^sister  aux 
pressions;  ou  que  toutes  les  pressians  se  d^truisent  r^ciproquement,  en  ne 
COmmuniquant  k  Taxe  qu'un  mouvemeQt  de  translation.  Dans  ie  premier'caS| 
Faxe  de  rotation  est  appel6  Jixe,  dans  le  second  cas  c'est  un  axe  Ubre,  par« 
C6  qu^il  u'a  pas  besoin  d'dtre  retenu.  II  est  visible  que  le  dernier  cas  est 
proprement  l^objet  des  recherches  astronomiques. 

%.  69.  Lorsqu^un  corps  tourne  autour  d'un  axe,  tous  se^  ^l^mens  d^- 
trivent  des  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  k  Taxe:  leurs  vitesses 
angulaires  sont  ^gales,  et^  les  vitesses  r^elles  sont  proportionnelles  aux  dis« 
tances  de  l'axe.  Soit  (Fi^.  g.)  AB  Taxe,  M  un  ^l^ment  du  corps,  Mi3,  NC, 
pecpendiculaiies  h  A6,  donc  MCN  le  plan  du  cercle  que  M  d^crit  autour 
die  C.  £n  nommant  le  rayon  CM  =  CN=r,  Tarc  MN  =  d5,  qui  est  d^crif 
pendant  le  tems  dt,  Tangle  MCN  1=  dcp^  la  vitesse  angulaire  de  tous  les 
iI6mens  8era-~-zz7,  et  la  vitesse  r^elle  de  Tiliment  Mzz  — zr— ^=r7=<?. 

0t  o  t  ot 

Si  Mn,  N/n,  sont  perpendiculaires,  et  N/i  parallMe  h  CM,  on  p^t  regar* 
der  Tarc  MN  comme  la  dtagonale  du  parallfelogramme  MnNm.  L'6l6ment 
M  suTvrait  la  tangcnte  mn,  s'il  n'6tait  pas  retenu  suivant  MC  par  un  fil  ou  par 
lai  coh^sion  du  corps:  il  aura  donc  deux  mouvemens,  Mn  et  Mm^  et  la 
force  suivant  MC  fait  parcourir  h  r^liment  M  fespace  MmzznN  dans  le 
tems  d/.  En  nommant  donc  cette  force  =:C,  et  la  masse  de  r616ment=dM, 
€11  aura  ^J.  17.) 

MrH±:-^gdl^y  etMN*  ou 

3**=  Mm^  + mN^;ii  M/n^  +  Mm  (ir  —  M/n)  =  2  r.  Mm,  donc 

Mm=  —  zn— -g^/%  oa  C=- —  =  — —  =  —  rdM. 

Cesi  ta  quantit^  absolue  de  la  force  qui  tire  r^ldment  M  vers  C,  et  qui, 
en  vertu  de  la  r^action,  pousse  Taxe  suivant  CM.  La  pression  C,  ou  re& 
fort  :qu6  Taxe  ^prouve  par  la  rotation  de  chaqub  ^l^ment,  est  appeI6  la  for* 
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ce  centrlfuge  de  cet  ^Mment:  sa  directton  CM  ou  CN  esi  constamment  per-' 
pendiculaire    k  Taxe.    Oa    peut   donner  k  la   dernifere  ^quation   cette  fomui 

Q  er  c* 

<r~  =  — «  d^ou  41  suit,  que  racc6i6ration  de  la  force  centrifuge,   ou  respace 

parcouru  -en  une  seconde  en  vertu  d^elley  eat  la  troisieme  proportionneUe  w^ 

diam^tre  (dr)  du  cercle  que  T^l^ment  dicrit^  et  Ji  sa  vitease  {c^    Ijbl  xnhmm 

acceleration  est  =  ¥  r V^. 

*\ 

$.  70.  Soit  {Fig*  10.)  A6  une  //j^ne  mat^rielle  qut  toume  autour  dia 
potnt  fixe  C  avec  la  vitesse  angulaire  7,  soit  M  sa  masse,  son  centre  de  grft- 
vitd  en  6;  cela  pos6,  chaque  £16ment  M  dont  la  masse  est  dM,  et  la  distanoe 

au  point  fixe  CM:=:o  ej&ercera  une  force  centrifuge  C=  —  rdM  ^$.  69.):    par 

cons^quent,   la  force  centrifuge  de  la  ligne  enli&re  sera  —  frdM.  Mais  rdM 

est  \emoment  statique  de  r^l^ment  M  relativement  au  point  C,  et /rdM  estce"* 
iui  de  la  ligne  enliere  ou  de  «on  centre  degravit^,  partant  /rdM=CG.M,  et 
la  fbrce  centrifuge  de  la  ligne  entifere,  C  =  ~  C  G  .  M.    Si  la  ligae  tourne  au« 

o 

tour  du  centre  de  gravit^ ,  onaCGno,  C  =  o^  et  Taxe  de  rotation  qui 
passe  par  G  n^^prouve  aucune  pression,  d'ou  il  suit,  que  toute  ligne  matiri- 
elle  peut  tourner  Ubrement  autour  de  son  centre  de  gravit^.  On  voit  en  mime 
tems,  que  c'est  le  seul  cas  oii  la  rotation  Ubre  soit  possible^  paroe  que  la 
force  centrifuge  C  ne  peut  dtre  nulle,  k  moins  que  CG  ne  soit  nul. 

Si  un  plan  mat^riel^  dont  la  masse  est  M,  toume  sur  un  axe  perpe&« 
diculaire  en  C,  on  aura  pour  chacun  de  se^  ^l^mens  (S.  ^qOi  dC=: — rdM. 
partant  la  force  centrifuge  du  plan  entier,  C  =  — frdi/l—  —  CG.M,  /rdM 
etant  le  moment  statique  du  plan,  ou  de  son  centre  de  giavit^  G,  relative- 
ment  k  Taxe  C.  La  force  centrifuge  C  est  donc  nuUe  dans  le  seul  cas«  oik 
Taxe  passe  par  le  centre  de  ^ravit^,  CG  ^tant  nul,  d^oii  il  suit,  que  tout 
plan  mat^riel  peut  tourner  Ubrement  autour  d^un  axe  perpendiculaire  qui 
passc  par  son  centre  de  gravitj,  sans  que  cet  axe  6prouve  aucune  presaion. 
Si  laxe  de  rotation  passe  par  un  point  C  qui  n^est  pas  le  centre  de  graviti, 
Taxe  ou  le  point  C  doit  £lre  retenu  par  une  fotce  ^gale  k  —  CG.M.  Si 
Taxe  est  retenu  dans  un  autre  point  D,  la  pression  sur  C  produira  une  ro« 
tation  de  Taxe  autour  de  D,    k  mpins  qu'il  ne  aoit  retenu  enoore  danc  ua 
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mutre  point:  il  faut  donc  que  Taxe  soit  appuy^  au  point  C|  ou  dans  deux 
points  quelconques. 

$•71-  Une  masse  quelconque,  qui  tourne  aur  un  axe  fize,  peut  £tre 
parlagje  en  un  nombre  infini  de  plans  mat^riels  d'une  ^paisseur  ivanouis* 
sante,  qui  s6nt  perpendiculaires  a  Taxe;  et  ce  qui  vient  d'£tre  prouv^,  doit 
6tre  dit  de  chacun  de  ces  plans.  Chaque  point  de  Taxe  ^prouve,  par  Fac* 
tion  du  plan  qui  passe  par  ce  point,  une  pression  perpendiculairei  qui  est 
^f.ile  au  produit  de  la'  masse  du  plan  par  la  distance  de  son  centre  de  gra* 
yit^  k  Paxe  (§•  70.)«  Si  Taxe  passe  par  le  centre  de  gravit^  d^un  plan ,  la 
pression  de  ce  plan  est  nulle;  donc»  si  Taxe  passe  par  les  centres  de  ^ra* 
Titj  de  tous  les  plans,  il  n^^prouvera  aucun  dfTort,  et  le  corps  peut  toumjDr 
Uhremeni  autour  de  cet  axe.  Mais  ce  cas  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque 
tous  les  centres  de  gravit^  sont  sur  une  m£me  iigne  droite,  par  ex.  si  le 
corps  est  un  solide  de  r^volution,  dont  la  densit^  est  uniforme  ou  une  fon- 
Ction  de  la  distance  k  Taxe.  Dans  d^autres  cas  Vaxe  ^prouvera  une  pres&ion 
▼ers  chaque  centre  de  graviti,  qui  est  situ^  hors  de  raxe.  Ces  centres  de 
gravil^  peuvent  Mre  situ^s  de  tous  les  c6t^s  de  Taxe,  tellement  que  leurs 
pressions  se  d^truisent  r^ciproquement ;  mais  comme  elles  passent  par  diiFiS- 
rens  points  de  Taxei^  elles  le  tourneront  autour  d^un  certain  point,  k  moins 
que  leurs  momens  statiques,  relativement  k  ce  point  et  k  tout  autre  point 
de  Taxe,  ne  se  d^truisent  en  mtme  lems.  II  est  aisi  de  voir,  que  cela  ne 
peut  arriver,  que  lorsque  Taxe  passe  par  le  centre  de  gravit^  du  corps  en* 
tier,  mais  qu'il  est  impossible  que  chaque  axe  passant  par  le  centre  de  gra- 
▼it^  soit  un  axe  Uhrt,  k  moins  que  le  corpa  ne  soit  rjgulier,  et  sa  densit6 
miiforme.  Les  recherches  sur  cet  objet  ont  enfin  donn^  le  r&ultat,  que 
toute  masse,  quelle  que  soit  sa  figure  et  formation,  a  du  motns  trois  axes  Uhres, 
qai  se  coupent  perpendiculairement  au  centre  de  gravitiS.  Cette  d^couverte 
importante  est  le  fondement  de  la  tUorie  de  la  rotationi  qui  fera  Tobjet 
dce  recherches  suivantes. 

%,*  j.  Si  un  corps  dont  la  matse  est  K,  toume  autour  de  Taxe  AB 
(Flg.  II.)  avec  la  vitesse  angulaire  «,  chaque  eMment  Z  dont  la  masse  est 
9Mi  .et  la  distance  i^  V%xt  ZX==o   ezercera  sur  Vsm^  suivanl  la  direction 
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perpendicuhire  XZ,  la  pression  —  rdM  (§.  69.)»  et  la  pressioB  da  corpa. 
entier  s<ir  Taxe  est  — /rdM.  II  en  r^sulto  qu'en  faisant  abstraction  def 
forces  ^trang^res,  Vdxa  ne  peut  iire.  libre,  que  dans  le  cas  ou  frdM  —  o^ 
c^est-a-dire  ou  ie  moment  slatique  du  corps  entier  ou  de  so;i  centre  de  gra^ 
Tit^»  relativement  k  l'axe  AB,  est  nul:  chaque  axe  libre  doit  n^cessairement 
passer  par  le  centre  de  gravit^,  mais  il  n^en  suit  pas  que  toutes  les  lignec 
passant  par  ce  centre  soient  des  axes  libres.  La  force  cenlriiijge  frdtd  peut 
£tre  nulle,  si  chaque  pression  rdM  d'un  ^l^ment  Z  est  d^truite  par  la  pres«. 
sion  contraire  d^un  autre  ^l^ment  P.  Si  les  masses  Z  et  P  sont  coHune  Q.P 
et  XZ,  qui  sont  suppos^es  parall^Ies  entre  elles,  la  pression  de  Z  aern 
—  XZ.Zzzp,  et  celie  de,  Pn:  —  OP.Prrp,  ensorte  que  rune  d^truit 
Tautre;  et  de  cette  mani^re,  la  somme  entiere  /rdM  peut  devenir  nuUe. 
Mais  la  pression  p  suivant  XZ  a  le  moment  AX.p,  pour  faire  toumeE 
Faxe  AB  autour  d^un  point  A,  tandis  que  le  moment  de  la  pres^ion  de  P 
pour  «faire  tourner  l'axe  dans  le  sens  contraire  Q.P,  est  AQ.p:  Taxe  tour« 
nera  donc  autour  du  point  A  suivant  XZ^  en  vertu  du  moment  QX.p^ 
tUl  n^est  pas  retenu.  Pour.  qu'il  soit  ^un  axe  libre,  il  ne  suIEt  pas  que 
frdM  soit  n.ulj  mais  tous  les  momens  statiques  des  forces  el^mentaires  rdM|. 
relativement  k  un  point  quelconque  A  de  TaxC}  doivent  se  d^truire  ricipro- 
quement.    Si  Ton  fait  AXina;,    le  moment  de  chaque  6Iement|    pour  faire 
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toumer  Faxe  autour  du  point  A,  sera  px—  —  xrdM:  il  faut  donc  satis* 
faire  h  ces  deux  conditions,  frdM  —  o  et  fxrdM  —  o,  pour  que  AB  soit 
un  axe  lib^.  La  premi^re  coindition  est  n^cessairei  aiin  que  Taxe  ae  re. 
^ive  pas  un  mouvement  de  translation,  perpjendiculaire  k  sa  loflgueur;  la 
seconde  est  n^cessaire,  afin  que  raxe.ne  tourne  pas  autour  d^un  point  A. 
L'6quation  fxrdMzzo  indiquOi  que  le  moiheut  de  toutes  les  forces  rdM^ 
relativement  au  point  A,  est  nul,  ou  que  la  pression  moyenne^rd.M  passe, 
par  A.  Si  donc  /rdMn^est  pas  nul,  le  corps  6prouvera  en  A  une  pressioa 
frdMy  pcrpendiculaire  h  AB;  mais  si  frdM  est  aussi  nul^  la  force  r^syi- 
tante  est  nuUe,  et  le  corps  n^^^prouve  aucun  eiTortt 

Soit  ABGC  leplan  par  AB  et  le.centre  de  gravit6  6,  ZY  perpendi». 
^laire  k.  CQ  pUui  YX  ei  GH  peipqndiculaires  k  AB,  et  qu'on  nomqie 
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AX=x,  XY=j;  YZz=z. 
4*ar  la -nalure  du  cent.re  de  gravil^  (§.  5u),  la  somme  de  tous  les  momehs, 
relalivement  au  plan  ABGC  -est  nuUc,  et  le  moment  dn  centre  de  gravit^, 
«elativement  k  Toxe  AB,  et  k  la  droite  AC  qui  lui  est  perpendicuUiire,  est 
■6gal  k  la  somme  des  momens  de  tous  lcs  dl^mens  Z^  par  rapport  aux  m£- 
mes  lignes:    on  a  donc 

/xdM  =  AH.M,    /j3M  =  HG.M,    fzdMzzo. 
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La  presaion   ^l^mentaire   suivant    XZ,    — -rdM,   pourra  etre d^composee en 
deux   autres.    —  ydM  et  —  zdM^    suivant   XY  et  YZ:    en    Taisant  ^donCf 

pour  abr^ger,  .—  =">,  la  pression  totale  sera  dquivalente  aux  forces,  yfydM 
parallble  a  AC,  et  7/2 dM  perpendiculalre  au  pilan  ABGC.  Chaque  force 
il^mentaire  yjdM  a  un  moment  pour  faire  tourner  Taxe  autour  du  point  • 
A  suivant  XY,  qui  est  ^gal  au  produit  de  la  force  par  sa  dislance  AXn: 
'Vxj^dM:  il  y  aura  donc  dans  la  ligne  AB  un  certain  point  £,  auquel  la 
tomme  de  toutes  les  Torces  ^l^mentaires  V/jdM  dtant  appliqu^e,  aura  le 
m^me  moment  par  rapport  k  AC,  que  totites  ces  forces  ensemble  (yf^rjdMy, 
ce  qui  donne  Tjquation 

AE^.fydMzzfxjdM,    AE  =  -^^^,    et  la  force  EF  =7/jdM, 

II   en   est   de   m6me   des  forces  YZ   ou    XV:   a\   Ton    fail   AI=  ;^ 

la  force  IKzzyfzdMj    appliqu^e  en  I,  aura  le  mSme  moment  pour  faire 

tourner  Taxe  autour  de  A  suivant  IK.,    que  toutes  les  forces  YZ  ensemble. 

Or  fzdM  ^taat  nul,   si  le  plan  des  x,  y,    passe  par  le  centre  de  gravit^,  la 

force  IK  sera  nulle^  et  la  distance  AI  infinie,  k  moins  que  fxzdM  ne  soit 

nul   en   m£me   tems;    si   le  plan  des  x  ei  j  ne  passe   pas  par  te  centre  de 

gravit^y  la  force  IK  ou  fzdM  n^est  pas  nulle, 

11  suit  de   ce   qui  pr^cfede  que  Taxe  des  abscisses  x  ^prouve  les  m^* 

mes  pressions,  qu^elle  ^prouverait,  si  une  force  7/jdM  =7  .  UG.  M,  par|l- 

l^le  aux  y,  iiait  appliqu6e  dans  le  point  E,  ^loign^  de  Torigine  des  abscisses 

de    AE  =  ---— ,  et  une  force  6vanouissante  k  une  distance   infinie.    ou  si 
Jyd»i^  • 

le  plan  des  x,  y,  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravit^,   une  force  yfzdM 
4  la  diatance  AI  n:  — — -.— :  lea  momens  des  forces  EF  et  IK.   puur  faire 

16 


ii%  ASTRONOMIE     PHYSIQUE 

tourner  Taze  autour  deA,  soniyfxjdM  tiyfxzdM.  Pour  que  Taze  ne  re- 
(oive  poiAt  de  mouvement  derolation,  etqu^il  n^^prouye  aucune  pression,  de 
manifere  que  le  corps  peut  tourner  Ubrement  autour  de  cet  aze,  sans  qu^il  foit 
retenu  y  il  faut  que  non-seulement  les  deux  forces  pr^c^dentes,  nuis  *ausai 
leurs  momens  soient  nuls:    d'oil  Ton  tire 

/jrdMzro,  /^dMzro,  /x/dM  =  o,  fxzdMzzo. 
Les  deux  premiferes  ^quations  indiquent,  que  Taxe  libre  doit  passer  par  le 
centre  de  gravit^;  les  deux  autres  diterminent  celui  des  diametres  passant 
par  ce  centre,  qui  cst  un  axe  libre.  Si  les  deux  demiferes  6quations  ont 
lieu  sans  les  premiferes,  Taxe  ne  passe  point  par  le  centre  de  gravit^,  mais 
la  moyenne  direction  de  toutes  les  forces  centrifuges  passe  par  A:  car  on 
aui%  AJlzi:--: — -—  —  o,  et  AI=:--— ^---  —  o.  Dans  ce  cas,  le  point  A 
seul  a  besoin  d'^tre  rctcnu  :  cians  loxit  autre  cas  ,  il  faut  retenir  deux 
points  de  Taxe. 

$.  73.  Chaque  mouvement  de  rotation,  imprim^  h  iin  oorps,  durera 
sans  cesse  en  vevtu  de  la  loi  d'inertip,  si  ra.\e  de  rotation  est  libre  ou  suf- 
fisamment  appuye.  La  rotation  que  le  corps  a  rerue  par  un  choc  ou  une 
forcQ  ^trangere,  peul  se  faire  de  deux  maniferes.  Le  corps  peut  <^tre  aflfermi 
en  deux  points,  ou  il  est  abandonnd  a  lui-meme:  dar.s  lc  premier  cas  il  ne 
peut  tourner  qu'antour  de  la  droite  qui  joint  ces  deux.  poinls,  dans  le  second 
cas  Faxe  de  rotation  sera  determind  par  Ics  forces  mdmcs. 

L'axe  clant  donne,  toutes  les  forces  qui  agissenl  sur  le  corps,  pcnvent 
<ilic  decomposees  suivant  deux  directions.  Tune  <5tant  parallele  a  faxe,  rautre 
dans  un  plan  perpendiculaire  k  Vdxe.  Soit  {Fig*  12.)  AB  Taxe^  PQ  Ja  di- 
rection  d'une  force  V,  inclinee  relatlvemenl  a  AB  d'ur.e  manierc  quclconque. 
A\'ant  men6  par  un  point  quelconque  P,  PR  parallele  a  AB,  et  par  un  point 
arbitraire  R  dans  cettellgne,  un  plan  perpendiculaire  ^PR,  qui  conpe  PQ  en 
Q,*  la  forcePQ  est  decomposee  en  PR  ctRQ,  donl  iune  eni  parallele  k  Paxet 
et  Tautre  dans  un  plan  qui  lui  est  pci  pendiculaire.  La  premiere  forco  ne  peut 
pas  faire  tournci  le  corps  autour  de  i"a\e  AB;  son  scul  effet  consiste  k 
pousser  Taxe  suivant  sa  longueur  ,  ou  a  ittire  tourner  le  corps  et  Taxe  m^nie 
autour  d'un  point  dans  cet  Sixe^  mais  la  dernitrc  fera  tourner  le  corps  autour 
de  Taxe  AB:  ia  pression  de  la  premiere  se  trouvcra  facilement. 
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Suppoaons  que  la  force  PQrzV  {Fig.  i3.)  solt  dans  le  meme  plan 
qae  Taxe  AB,  sans  lui  ^tre  parallfele,  de  sorte  que  sa  direction  rencontre 
Faxe  dans  un  po.int  C:  alors  Taxe  ^prouvera  le  mftme  ef!brt,  que  si  la  force 
^tait  appliqu^e  en  G,auivant  CD  qui  est  la  prolongalion  de  PQC.  £a  nom'> 
mant  Tangle  que  la  direction  de  la  force  fait  avec  Paxe,  DCE~ii,  et  dd- 
composant  la  force  CD=:  V  suivant  C£  et  £D  ou  CF,  on  aura  deux  for- 
ces  C  E  =  V  C08 11  et  C  F  =  V  sin  i).  Pour  trou ver  la  pression  que  Taxe 
iprouvera  en  deux  pointa  donn^s  A»  B,  on  n'a  qu'k  chercher  les  forces  qui, 
^  <tant  appliqudes  en  A  et  B,  seront  en  ^quilibre  avec  les  forces  C£  et  CF. 
La  premi^re  n'agit  sur  Taxe  que  suivant  sa  iongueur  AB^  au  lieu  que  la  se- 
condje  CF  ferait  lournerTaxe  suivant  AP,  sHl  ^tait  retenu  en  B,  et  suivant 
BR,  s'il  6lait  appuy^  en  A.  Etant  donc  retenu  en  ces  deux  points,  Faxe 
iprouvera  en  A  la  pression  P  suivant  AP,  et  en  B  la  pression  Q  suivant  BR. 
Concevons  que  Taxe  soit  retenu  en  C  avec  la  force  C  F  =:  V  sin  i) ,  et  que 
les  forces  AS,  BQ,  ^gales  et  oppos6es  aux  pressions  P,  Q,  soient  appliquees 
en  A,  B:  cela  pos^,  il  suit  de  la  th^orie  du  l^vier,  que  r^quilibre  aura  lieu, 
si  ies  momens  des  forces  P  et  Q,  par  rapport  au  point  C,  sont  egaux,  et 
qu'en  m6me  tems  la  somme  des  forces  CF,  AS,  est  igale  k  la  force  BQ. 
Or  les  forces  P  et  AS,   Q  et  BQ,  ^tant  aussi  en  dquilibre.,   la  pression  de 

I 

l'axe  sera  la  in6me,  que  A  la  ibrce  CF  agissait  aeule.  £a  nommant  dono 
AB  =  a,  on  aura 

CA.PzrCB.Q,    et   QcrVsinu-fPj 

4'oiji  l'on  tire  P  -1- V  »in  i)  =  ^  P,   ou 

-j CB.Vsin7i BQ  cos  T|  -.  ^ CA.Vsin  y\  APcosif^  ^^ 

^—  CA-CB   — i"~   ^'     •^  V—  CA^CB    —  l  ^- 

Si  PQ  est  parallMe  h  AB,  Tangle  y)  est  nul,  etAP=:BQ  =  £  sera  la  dis. 
tance  de  la  direction  de  la  force  V  ^  Taxej  qui  ^prouvera  alors  ces  trois 
forces  ou  pressions: 

\.  suivant  sa   longueur  AB,  la  force  Vcost)=iV, 

2.  en  A  suivant  AP,    la  force  =  -  V,  ^ 

3.  ea  B  suivant  la  direction  contraire  BR,  la  m£me  force  —  V. 


i. 


i 
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$.  74-  Q^UNit  aux  fdrces  qui  agissent  dan»  des- plans ,  perpendiculaires 
a  Taxe,  commencons  par  le  cas.le  plus  simple,  lorsque  toutes  les  forces  soai 
dans  le  mCmc  plan,  et  en  jquilibre,  de  manifere  quUl  n^y  aura  point  de  ro* 
letion:  dans  ua  pareil  cas  Taxe  ipvQixveva.  le  m£me  efibri,  que  si  ehaque  forc» 
^tait  imprimde  k  Taxe  roftme,  parallelement  k  sa  dk-eciion.  Si  deux  force» 
P,  Qt  suivant  Vp,  Qg  (^Ffg.  i^')»  9^*  tendent  k  faire  tourner  autour  du  'poinfc 
C  le  plan  PQ^Ct  perpendiculaire  k  Taxe  ACB  ,  sont  en  ^quilibre ,  oa.  a» 
CP.P  =  CQ.Q^  CP  et  CQ  itant  perpendiculaires  aux  direclions  des  forcet». 
ta  commune  section  D  de  cesdirections  peut  4tre  regard^e  oomme  rorigine^ 
dH  deux.  forces!  leur  r^sultante  passera-  donc  par  D,  et  sa  direction  Dd  serc: 
ditermin^e  par  les  angles  FDdzza  et  QDd—^  Ayant  donc  men^  td  ptL^ 
rall&Iement  h  Q(f,  on  aura  FdDznfi,  et 

P:  Q  ::  PD  :  Prf::.sin  (5  :  sinor- 
En  jorgnant  DC,    on  a 

sinPDC  :&iftQDC::  CP:  CQ  : :  Q:  P  ::si«  a  :  sih  ft. 
ei  PDG-}-QDG  =  a-l-p,    d'ou  il  suit 

PDC  =  ct  et'QDC  =  P; 
e^est-a-dire,  I^s  droites  D<f  et  DC  coincideront,  et  lar^ultante  des  deuir  force» 
P,  Q,  passera  par  C.  L'axe  AB  eprouvera  donc  le  mhne  eiTurt,.  que  si- uoo 
seule  forceagissait  en  C  suivant  DC  ou  sa  prolongatipn  G£:  il  en  seiait  da 
meme,  si  les  forces  P,  Q,  ^taient  appliquees  en  C  suivant,  CF  el  CG.^  pa\ 
rullfelement  h  leurs-  directions  Vp  et  Q^;  car  on  a  ^galement  ECF  =  a  et: 
£CG  =  (3.  Si  Tcn  y  ajoute  une  troisieme  fopce  R  suivant  Kr,  ce  cas  peut 
etre  ramen^  a.u  precedent,  ou  il  n'y  a  que  Jeux  forces,  Dr/  ct  Rr,  el  ainsi  de* 
suite.  Quel  que  soit  donc  le  nonibre  de  oes  forces,  Taxe  eprouvera  le^m&ne 
cQbrt,  que  si  chacune  etait  imprim^e  h  Taxe  mdme.. 

Dans  le  cas  de  r^quilibre  on.d^lerminera  donc  facilement'  la  pressioa 
de  Faxe,  en  supposant  que  clieque  force  est  appliquee  k  Taxe  m^me,  et  cher* 
chant,  suivant  les  piincipes  de  Li  staliquc,  la  direction  et  la  grandeur  de  la 
xesullante  dc  (outes  ces  torccs.  Pour  ce  qui  regarde  le  cas,  ou  les  forcei- 
(ont  touiner  le  corps,  on  le  reduira  ais^ment  au  cas  pi^c^dent  par  une  ficti» 
i)n,.  eii   imaginant   des  foices  opposees  qui,.en  i^tablissant  r^quilibre,.  tiea— 
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neiil  le  corpr  en  repos^  mais  qui  doivent  dtre  de  nature,  k  nVxercer  aucune 
pretston  »ar  Taxe-,  parce'  qu^autrenient  il  r^sulterait  une  nouvelle  pression 
iiiconnife,  outre  celle  qu^on*  cherchei  C^ia  posd  on  a  le  cas  pr^c6dent,  et  la^ 
pressiott  qu^^prouvo'  Taxe,  ne  diii^re  pas  do' ceUe  qm  a  lieu  dant  le  cas  de 
Ur  rotattoni  On  trouvera  donc  cette  pressien,  comme  ci«dessus>,  en  conoevant 
qoe  toutes  les  forces^  e'est-k-dire,  les^  foroe^  itrangferes  qui  font  tourner  le 
oorps,  «usst  bien  que  les  forces  ficlives  qui  ditruisent  la  rotation,  sont  ap* 
pliqu^es  a  Taze  mime  dans  son  intersection  avee  le  plan  descforees>  cha^ 
oune  suivant  sa  directiont 

$•  75.  Supposons  que  cfaaque'*  el^ment  T  d^un  plan  mat^riel  DCE 
{F^.  i5.),  auquel  Taxe  AB  est  perpendiculaire  en  C,  soit  sollioit^  par  une 
force  P,  sulvant  la  direction  YZ,  perpendiculaire  k  CY  dans  le  plan  DCE^ 
•t  que  la  (orce  P  soit  telle  qu'elle  impriine  k  T^ifment  Y  une  vitesse  angu* 
laire  autour  de  Taxe  AB',  egale  mais  oppos^e  k  celle  que  les  forces  ^trang^- 
res  V  suivant  Vv  impriment  au  corps  entier:  ceia  pos^'  r^qutlibre  sera  r^- 
tabli,  et  le  plan  restera  en  repos.  Les  fbrces  fictives  P,  qui  ont  ^t^  nom* 
mies  fbrces  iUmentaircs,  n'exerccront  aucuue  pression^  sur  Taxe,  parce  qu^elles 
ne  font  4^s  tourner  le  pian  par  nne  impulsion  qui  est  r^pandue  sur  le 
plan  en  verfU  de  la  coh^sion,  mais  en  agissant  imm4diaiement  sur  chaque 
il^ment,  et  en  •  les  acc^l^rant  tous  ^galemeut,  ensorte  q.iie  les  uns  n^emp^chent 
point  le  mouvement  dea  autres^  et  que.  la.  coh&iion  du  corpa  n'y  a  aucune 
influence.  En  cherchant  donc  ($^  74*)  la  pression  que  Taxe  ^prouve  par 
Taction  de  toutes  les  forces  ^lrang^res  V,  et  de  toutes  les  forces  ^l^mentairea 
P,  ou  de  leura  int^grales^  oD'  aura  la  pression  (^ue  Uaxe  ^prouve  par  Tactioa 
des  forces  V  seules,  dans  le  cas  oil  le  corps  a  un  mouvement  de  rotation« 

Toutes  les  forces*  ^trangkres  qui  agisspnt  daus  un  plan  perpendiculaire 
k  Taxe  AB,  peuvent.^tre  r^duites  k  uue  force  moyenne  rz  V.  Si  sa  dire*- 
etton^est  Vv^  et  qu'on  ait  abaissd  la  perpendiculaire  CV^=/sur  Wv,  le  moment 
des  forces  V,  pour  faire  tourner  le  plan  autour  de  AB^  sera  zizVJl  Sup- 
posons  que  la  rotation  du  plan  soit  acc^l^r^e  par  cefte  force,  ensorte  que 
aii  vitesse  angulaire  0  augmente  dans  le  tems  di  de  9(p:  cela  posi  il  faut 
^e-chaque  foree  4l6mentaire   imprime  lu  son  il^ment  k  mdme  acc^l^ration. 
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d(p;  d^ailleurs  /  afin  que  la  totalit^  dea  forcea  dljimentairea  faaae.^quilibre  k 
la  force  V,  et  qu*ainai  la  rotation  aoit  d^truite,  il  eat  n^ceaaaire  que  la  aoiiL- 
me  de  leura  momena  atatiquea,  par  rapporf  k  1'axe  AB,  aoit  igal  au  moment 
de  la  force  V  =  Vf.  Soit  donc  CY  =:  r  la  diatance  d*un  iliment  quelcon* 
que  Y=:dM  k  Taxe,  aoit  YX=jr  perpendiculaire  k  la  droite  CD  qui  paa- 
ae  par  le  centre  de  gravit^  G  du  plan,  et  CX~xf  cela  poai,  r^l^ent 
dM  recevra  dana  le  tema  di,  par  Ja  force  ^ldmentaire  P,  racciliration 
~r  dt  (C.  17.  n.  3.).  d^oii  ii  vient  Tacc^I^ration  angulaire -4^  d<=:  d4>:* 
rexpreaaion  g^n^rale  de  chaque  force  ^i^mentaire  aera  donc 

Puiaque  — ^  a  la  mdme  valeur  dana  toute  r^tendue  du  plan ,  il  a^en  ^uif, 
que  chaque  Jorce  eUmentaire  est  proportionnelle  au  produit  de  la  masse  de  PM- 
ment  par  sa  distance  d  Paxe^  Le  moment  de  la  force  P,  pour  faire  toumer 
le  plan  autour  de  AB,  eat  P.r= — -^  r^dM,  proportionnei  au  produit  de 
la  maaae  par  le  carrS  de  la  diatance.  La  aomme  de  toutea  lea  forcea  £16« 
mentairea  eat  donc  == — ^/rdM,  et  la  aomme  de  toua  lea  momena  rzz 
— ^/r^3M,  ce  qui  doit  6lre  igal  k  Vf.    On  a  donc 

— —  zn  — r^ •  et  la  somme  dea  forcea  ^l^mentairea  =     ^'^^ — ?, 

a^^f        fr^^M'  /r»dM     * 

Maia  comme  cea  forcea  ont  dea  directiona  diOiirentea ,  il  faut  d^compoaer 
chaque  force  P  en  deux  autrea  p,  q,  auivant  lea  directiona  Yz  et  aZ  qui 
aont  parallfcles  a  XC  el  XY.  Or  ZY^^rgo^— CY3=:CYX,  et  YZ2=YCX: 

on  a  donc  lea  forcea 

auivant  Xz  ou   XC=  P  ain  YCX=  ^  =  — *    raM  =  p, 

auivant    zZ  ou  XY  =  — =  — %r  xdWzzqx 
d^oiV  Ton  conclura  la  aomme  de  cea  forcea  ^l^mentairea, 

auivant   XC,  S.p=_^-^^Z_^ 

.    Yv     T>       _  \f.fx9M 

auivant   XY,  2.9=     ^^^^    . 

Maia  chaque  force  p  a  un  autre  moment,  pour  faire  tourner  le  plan  ailfoar 
de  i'axe  suivant  Y^;    ce  moment   eat  ie  produit  de  p  par  la  diatance 
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ie  la  direction  Yz  h  Vaxe  AB,  donc  py.  On  trouvera  de  mAne  le  moment 
de  la  force  q~qx."  Ainsi  on  aura  la  somme  des  momens  des  forces  ^l^- 
mentaires,  pour  faire  tourner  le  plan, 


suivant  Yz  =  i:.py=YfJyy^^^ 
suivant  XYzzZ.qxzz.Yf 


JrrBM, 

Chaque  somme  de  ces  forccs  parralleles  £.p  et  ^.q,  peut  £tre  r^duite  a 
une  force  moyenne,  dont  16  moment,  relativement  k  AB,  doit  6tre  ^gal  a 
la  somme  des  momens,  ^»py  et  S.qx.  Supposons  que  Ec  et  Fy  soient 
les   directions  moyennes    de  toutes   les  forces   p  ei  q,    nommons  E,  F  ,    les 

forces  moyennes,  et  menons  C£  parallfele  k  XY,  et  partant  perpendiculaire 

^^       ^^      »  

ii  CX  et  Ee:  cela  pos^  on  aura  KzzX.p,  FzzX.q,  et  leurs  momens 
CE.E  =  2.pj,  CF.F=2.9X,  d^oii  il  suit 

§.  76.  Les  trois  forces  VvzziV,  EezrE,  Fy=F,  sont  en  ^quilibre 
dans  un  pian,  perpendiculaire  h  Taxe,  ce  qui  est  le  cas  du  §.  74.  On  trou- 
Tcra  donc  la  piession  que  Taxe  ^prouve  par  Taction  des  forces  ^trangferea 
V,  lorsque  la  rotation  a  lieu,  en  concevant  ies  trois  forces  pr^c^dentes  ap* 
pliqu^es  h  laxe  m£me:  Ics  pressions  de  Faxe  seront  donc  C7=:V|  CS—E^ 
Cc  =  F,  CS  iiSLni  la  prolongation  de  CP,  Cc  perpendicnlaire  a  CD,  et  CV 
paraliele  a  la  direction  moyenne  Vv  des  forces  ^trangcres  V.  Comme  /xdM 
et  fydM  sont  les  momens  statiques  du  plan  entier  ou  de  son  centre  de 
gravitd,  par  rapport  aux  axes  CE  et  CD,  on  aura  fydMzzo  et  E  =  o,  si 
Taxe  des  abscisses  CD  passe  par  le  centre  de  gravit^  G:  alors  Taxe  n-^prou* 

vera  que  les  pressions  C7  =  V  etCe=Fzi:  — ^r-^ -j—  •  Si  C E  passe  aus* 

si  par  le  centre  degravitd,  le  point  C  sera  cecentre,- et  Ton  aura/jrdM^ro 
et  F=:  o;:  d^ou.  il.  suit  que  la  seule  pression  qu^eprouve  un  axe  AB  qui  pas- 
se  par  le  centre  de  gravit^ ,.  est  celle  des  forces  etrangbres  V ,  comme  si 
elies  ^taient  appliqu^es  ii  Taxe  m£me.  II  en  suit  encore;  quUin  plan  mat^ 
riel,  ^tant  sollicit^  par  une  impuision  ou  force,  qui'Ie  fait  tourner  autour 
d'un  axe  passant  par  le  centre  de  gravitd,  ^prouvera  la  m6me  impulsion  au 
centre  de  gravit^  suivant  une  direction  parallele,  d^oilk  il  risulterai  outre  U 
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rolation,  un  mouvement  de  translafion  du  pkn  eritier.  Si  la  direetion  V^ 
de  la  force  V  passo  effectivement  par  le  centre  de  gravili  C,  on  nfzzo^ 
et  le  moment,  pour  faire  tourner  le  plan,  cst  nul:  par  consdquent  le-plaa 
recevra  un  pur  mouvement  de  translation  sans  aucune  rotation. 

Pour  que  Taxe  de  rotation  soit  un  axe  Ubre,  qui  n^^prouve  aucna 
effort,  il  faut  que  les  trois  forces  V,  E,  F,  se  ditniisent  r^ciproquement, 
ce  qui  suppose  que  Taxe  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravitS.  'Si  la  force 
CrizzH  est  la  r^ultante  des  forces  E,  P,  Taxe  n'iprouvera  aucune  pressicra 
dans  le  seul  cas,  oik  Cii  est  1a  prolongafion  de  'VCy  et  H  =  V.  "Si  g  e#t 
le  centre  de  gravit^  du   plan,  on  a 

/raM  =  CG.M,        /j^aMrrG/tr.M,  et 

H  =  y^E»+F^  =  ^.>/(CG^  +  G,»)  =  ll^^ 

/r»^M /r«^M 

-^"   mTcT  ~  /r<^M* 

Dn  «  d'ailleura  tangffCT|=|,  et  ^Cri  =  DC!y  =90«  — DCV,  partant 

c^est-k*dire  CV  coincide  avec  C^^  et  CV  passe  par  le  centre  de  gravitiS; 
'^oii  11  suit  que,  pour  que  1a  force  V  n^exerce  aucun  eflbrt  sur  Taxe,  elt^ 
doit  itre  perpendiculaire  h,  la  droite,  men^e  du  centre  de  gravit^  perpendi- 
culairement  ii  Taze,  et  la  distance  de  sa  direction  li  Taze  doit  £trejr=r;--7;-« 
On  voit  donc,  que  1a  fonction  /rrdM  est  d^une  grande  importante  dans  cetl9 
tbdorie:  on  appelle  cette  fonction  le  moment  (Pinerfie  du  plan  ou  do  corps  par 
rapport  k  Taxe  Afi;  le  moment  d^inerfie  h^est  donc  autre  chose  quc  la  sommo 
des  produits  de  la  masse  de  cliaque  ISI ^ment  par  le  carrS  de  sa  distance  k  Paxe. 
Or  C^.M=/rdM  ^tant  le  momeni  stdtique  du  corps  relativement  au  m^me 
axe,  la  distance  de  la  direction  de  la  force  \  Taxe  libre  doit  itre  ^gale  an 
moment  dUnertle.  divisi  par  lc  moment  statique.    Cette  distance  f—  ^ —• 

^  ^  *^         J  r  ^OL 

eat  identique  avec  ce  qu^on  appetle,  sous  on  autre  point  de  Tue,  la  ilistan' 
oc  du  centre  (fosciUation  ii  Taxe  ACB. 


Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  ensorte  que  CV=/=^^ — -— 

^       ^  ^  7r<JM 

passe  par  le  centre  de  gravit^ ,   Taxe  passant    par  C  perpendiculairement  k  ^ 
CV  n'^prouvera  aucun  effort,  et  Ton  aura  i^.  75.) 
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Cefa  pos^  le  centre  de  grayiiig,  dans  lequel  on  peulconeevoirr^unie  lamasse 

entifere  M,  «era  acc^l^r^  par  la  force  ==  = -rT"-    En  nommant  donc  •» 

U  vitesae  du  centre  de  gravit^,  et  »  su  vitesse  angulaire,  on  aura    %.  17.  n.3») 

$•  77.  11  est  visible,  que  les  raisonnemens  prjc^dens  peuvent  fttrt 
appliqu^  k  une  masse  quelconque.  Tontes  les  forces,  dont  les  directione 
•cmt  dans  un  m6me  plan,  peuvent  £tre  r^duites.k  une  seule,  dont  il  est 
aisi  de  d^terminer  le  moment  ^ar  les  principes  de  1«  stalique,  ainsi  qu'oa 
▼ieat  de  le  voir:  la  somme  de  tous  ces  momens  donne  le  moment  total  V^ 
qui  fait  toumer  le  corps  sur  son  axe,  en  iui  communiquant  clans  le  temsdl 
la  vitesse  angulaire  dn  —  d^  (g.  76.).  Soit  CABKY  un  plan  quelconque 
passant  par  Taxe  AB  {Fig.  16.),  Z  un  iliment  =dM,  soient  AD,  ZY,  per* 
pendiculaires  4  ce  plan,  YX  et  Zz  perpendiculaires  aABetiiXZ,  et 
mommona  • 

.jLX^m,    Xt=^,    YZ=rs,  XZ=r,  j^|-=a,  . 

et  le  moment  d^inertie  du  corps  entier /r^  d  M  zr  J. 
Cela  posj,  la  force  ilimentaire  suivant  la  direction  Zs,   opposie  \  la  rofa* 
tion,  sera  (J.  75.)  P=zar3M,  ai=  — ,  donc  P=  -=^ — .    En  dicompo* 
•ant  chaque  force  P  en  deux  autres  p  et  q,  suivant  Zx  et  sz,  parallblement 
k  y  et  z,  on  aura 

;i  =  Pcos*Zr  =  PsinxZX  =  PsinYXZ=  *  P  =  ^— , 
c=PsiB*Zs  =  PcosYXZ=31p=1^2i^. 

'  •  r  J 

£es  momens  de  la  force  9,  par  rapport  aux  pfans  CAD  et  BAC,  sont  ps 
et  pz;  ceux.de  q  par  rapport  aux  plans  CAD  et  BAD  sont  ^s  et  fj.  On 
a  donc  la  somme  de  tous  les  momens  des  forces  p, 

relativement  au  plan  des  y,  z,  l.px=z -rf  fxt^M^ 

J 

et  relativement  au  plan  des  x,  j,  ^ .pzz^z-j^ /zzdM} 
^1%  (•onune  dee  momens  des  fisrces  ^  «, 

17 


tlo  ASTIi  ON  OMIfi    P  HT  SI  QTTE 

v/ 
par  rapport  au  plaa  des  y^  Zj  T.qx  — —  fxydyt^ 

v/ 

et  au  plaa  des  x,  s,  I  '9y—  'r  fyy^^* 

Toutes  les  fbrces  paralleles  p  peuvcnt  £tre  compos^es  en  une  icale 

Vp  —  lf^  parallUe  k  YX  et  CA»  et  dgale  a  S.p.-  les  momens  da  cettcf  r^Mit* 

tante,  par  rapport  aUx  pkns  CAD  et  BAC^  doivent  £tre  ^aux  a'Z  .px  et 

ii  Z.p«.    li   ea  est  de  10$«^^   de   la  force  ipoyctone   Q^nQy  'qui   est 

iquivalente  aux  forces  q.    Supposons  que  les  directioas  des  forces  Vp,  Qf^ 

# 
reacontrent  les  plans  BAD  et  BAC  ea  F  et  ea  Q»  et  que  P£»  QF^  soienk 

perpendiculaires  a  i'axe  AB:  cela  posi  oa  aera,  par  ce  qui  pr^de» 

V-^i.p,  AE-Pnr.poF,  EP.P-S./>«^  Q-S-?>  AF.Q-S.^fic^  £Q-Q=X«?f# 

o_v//-vdM    AF--^*^^^     FQ-/>:y^^ 

Q_— /jrdM,    AF_— — ,     FQ_-^y^. 

I/axe  de  rotatioa  ^prouveni  doac»  outre  les  pressions  de  teutes  les  forcee 
jtrangires  V,  encore  celies  de  P  suivant  Vp,  et  de  Q  suivant  Qf^  et  toifttei 
ccs  forces  agiront  dans  des  plans  diiUreas»  ngais  perpendicuiaire^  a  Taxe  A  B» 
Quei  que  soit  ie  nombre  dcs  forces  V,  leur  totalit^  est  en  ^quilibre 
avee  Its  deux  forces  P,  Q:  donC|  si  ron  dicompose  chaque  force  V  ea  dcnap 
autres^  u,  v,  suivaat  AC,  et  Cc  ou  DA,  cbacuae  des  forces  u  ferA.  liqpilir 
bre  k  uoe  portion  de  la  torce  P,  et  cbaque  force  v  k  une  portioa  de  Q» 
Chacuae  de  ces  combiaaisoas  pr^sentera  le  cas^  oii  deux  forces  parailbles  ea* 
tre  eiies,  et  agissant  dans  deux  pians  diiKrens  qui  sont  perpeadiculaires  ^ 
Faxe,  foat  ^quilibre  Tuae  k  rautre:  voyons  ce  qui  en  r&uite.  Si  ¥p,  Qq, 
{Fig.  17.)  repr^sentenl  deux  forces  parailMes  P,  Q,  dont  les  momeiA  par  rap- 
port  it  l'axe  AB  sont  <gaux\  et  que  AP,  BQ^  sotent  perpeadicuiairec  «ix 
directioas  Vp,  Q^,  oa  a  AP»P:iiBQ,Q.  Soit  AC=;BQ,  et  coacevonc 
que  quatre  forces,  paralibles  et  <gales  4  bt  force  Q,  cgisseat  ea  A,  B,  C,  Q, 
suivant  Aa^B^^Cc^Q^:  cela  pos^,  les  r^suitantes  des  forces  Aq,  Qfr,  et  de 
B^^  Ce,  passeront  par  le  centre  du  rectangle  AQ  suivant  des  directionc 
contraires  3  par  cons6quent  ces  quatre  forces  scront  en  ^quilibre ,  et  lenrc 
pressions  sur  l'axe  s9  d^truiront  r^ciproqaemAt ;  d'oft  il  suit  que' Urtrdic 
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Ibfcef  Am,  9ib,  tie,  fopt  ^quilibre  ti  la  force  Q^:  elles  eercmt  donc  ^quipol* 
lentes  i  ia  force  Qq  qui  est  ^gate  et  opposie  &  Q^i  et  ron  peut  lui  «ub- 
•tituer  cea  trois  forces.  L>Set  eera  donc  1e  m£ine,  que  ei  lea  quatre  forces 
Aa,  ^b,Cc,  Vp,  agissaient.  Les  deux  derniferes  spnt  dans  iin  plan,  perpea- 
4lculiifiFe  Ji  AB,  «i  en  ^quilKue,  parce  ^ue  AG.Cecr  BQ.<^=:AP^P:  ellea 
^gcererfsoiit  dotic  la  m£me  pression ,  que  ai  elles  ^taient  appliqu^es  k  Taxe 
m^me  en  A  ($•  74*)-  Alors  les  forces  Ka,  Qc,  se  d^truiront,  «t  a1  ne  res* 
lei» •  qu^utie  force  ^en  A,  et  une  autre  en  B,  ia  premifere  i$tant  ^gale  et  pt* 
nllikle  >&•  P,  .rautve  j^  \Q:  d^oii  tl^  jsuit  que  deux  forces,  4igissant  dans  <diff6- 
i«na^  ^klM-^  '-perpendicuiair^s  h.  I^xe,  exerceront  la  mftme  pres^ni  ^ue  A 
chacwe  ^tait  imprim€e  an  pdint  xnftme,  joi&^son  plan  cenpe  raxe. 

£e  .qui  vient  d^^tre  prouv^ .  de  ciiaque  ^mi>inaison  4e  deux  ^forces^ 
Mim  donc  ««issi  ^i  de  (outes  les  forces  V,  P,  4Q.  |7axe  ^pfouvera  le  m£me 
•fforl,  que  ei  ohaque  foroe  ^trangkre  V  6tait  appliqu^e  k  Faxe  fn6ine,  dans 
•on  tnterseCtion  ^vec  le  plan,  perptondicufoire  h  l^axe  «f  passant  par  la  di- 
«ectiotede  V,  «t  qu'ett  outl«  tes  fbr<^  P:;i:^/«3M  iet  <?  —  ^ /jaM 
fasaeot  «ppKqfeides  en  E  et  P,  paraHMement  a  — •/  et  k  s,  jaux  distancei 
AJE=^j^^et  AF— ^^^.^  4eura  directions  Ec,  Vf,  ^tant  opposdee 
4.-10  Totation  du  corpe.  }stt  multiptiant  cliaque  focce  KT  j»r  la  4istance  jde 
ea  direction  k  Taxe,  on  ^iitk  soa  momen);  .:it  la  ^omme  tfle  ious  oes  momens 
idonnera  le  moment  Vf,  pour  faire  toumer  le  corps  autouc  de  Taxe  AB. 

Le  bian  des  x,  y,  BA.C,  ^tant  arbilraife^  .on  pent  le.  faire  passer  par 

ie  centre  de  gravil6^dn  ^rps:  alori  on  aura  /zdM::=  o,  P  =  o,  ^t  ii  n^ 

*aura   que  lec  ibrcec  V  et  Q.    Si   l'axe  de  retntion  AB  passe  ^nssi  par  le 

centie  de  gravit^,  |m.  s /j^dMcro:  et 'Q.zzo:  1'«»  lOLl^prouvera  4onc  ^ue 

la  pcession  ties.forcei.AtraDgbres  IT..      i     . 

$.  T^.  €haqne  force,  ^qoetleqne  eoit  en  drrection,  p  eut  itre  d^c^mpp- 
a#e  kxa  drux  autres^' dontfiine  est  paraHUe,  «t  rautre  p^rpendicolaire  i 
l'axe  ($.  ^3.).  La  pretaufcre 'te 'Mcompose  \sl  trois  force»,  4ont  Pune  «olli- 
cite  Taxe  suivant  aa  longuevr,  M-deux  -autresdtaiM  perpeo^ulaires  i  Vaxe, 
0t  oppoirfes>i)tfne'2ir«utre-(S.  ^J.)*  Or  ietrtes  les  autres  feroes  €tant  pareiU 
ikmeat.  ptrpeMliculairei  k  1'amt.  dleine  peu^  '{m»  ddtraire  isellei  ^ 


i3t  A  ST  R  aN  O  M  lE    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

«gissent  saivant  la  longueur  de  Vaxe:  11  est  donc  impossible,  qte  Jaze  ik'fr 
prouve  aucun  eflfort,  k  moin|  que  toutes  les  forces  n^agissenf  dans  des  plane 
perfendiculaires  ii  Taxe,  ou  que  tout^  celles  qui  solIicitenV^raxe  suivant  $m 
longueur,  ne  se  ditruisent  riciproquement;  dans  le  cas  contraire,  Taxa  doH 
ttre  appuyS  suivaat  sa  longueur,  par  une  force  ^gale  k  la  somme  ou  k  1a 
diiKrence  des  forces  parall^les  k  Taxe.  Toutes  les  autres  forces  agisse&t 
dans  des  plans  perpendiculaires  2t  Taxe ,  et  quand  on  ne  considire  que  ln 
pression  de  Faxe,  on  peut  les  concevoir  appliqu^es  suivant  leurs  directiojiii 
au  point  de  Taxe  oCl  il  est  coup^  par  ces  plans  (§.  y^.)*  li  laut  enfiix.  con- 
oevoir,  que  ies  forces  i^l6mentaires ,  ou  leurs  deux  int^grales  Ee=P  et 
VfzzQ  ($.  77.),  sont  imprim^es  k  Taxe:  la  tolaUti  de  ces  forces  ditemir 
nera  la  pression  de  Paxe.  ^  ^  '    . 

Pour  simplifier  ces  recherches,  nous  riduirons  toutes  les  forces  k 
deux  points  A^  B,  de  Taxe  {tig.  16.)^  encherchant  relTort  que  Taxe  ^prouveim 
dans  ces  deux  ppinA.  Soit  Vjr  la  dijrection  d^une  des  forces  V  perpendiculairtt  k 
Taxe,  U  la  commune  section  de  Uaxe  ayec  le  plan  VyU  qui  lui  eat  per« 
pendiculaire,  et  Uv  parallfele  4  Vj':  cela  pos^,  VU  et  \Jv  seront  perpendi**. 
culaires  k  Taxe  AB  qui  6prouvera  la  pression  Vv  —  y.  II  en  risultera  ea 
A  et  B  des  pressions  parall&les  k  Uv  ou  Vy  qui,  en  &isant  AB=a^  eeroni 

^     AM  =  — Vet  BN  =  ^V.  '    - 

a  •  a 

La  force  ^l^mentkire  Eerr  P  donnera  de  mdme  en  A  et  B  les  pressiona 

Aa  =  — P  =  A,    BA  =  ^P  =  B, 

a  '  a  •  ' 

el  la  force  Fy*=Q  donnera  les  pressions 


Aa  =  :l?Q=a,     Bp 


AF 


Q  = 


el  en  substituant  les  valeurs  de  P,  Q,  AE,  AP  ($.  77.), 

Toutes  ies  forces  AM,  Aa,  Aa,  peuvent  Atre  r^duites  i^.une  seule;  etil  en 
est  de  m£me  des  forces  qui  agissent  en  B. 

S«  79.   Dhs   que  La.rotation  a  eflectivement  lijQOi,  11  ea.  r^ultem  det 
iorces  centrifuges  qu'il  fiiut  ajoutefr  aux;  pi^dentes.  /  Si  jiW  nomma  «  Ja 
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Ttfesse  •ngulaire  ^  la  rotalioti  autour  de  Taxe  AB,  il  jprouvera  en  A  et 

B  If s  preasions  suivantes.  '  .  ' 

» 
I.  Les  forces  4trangeres  qui  sollicitent  le  corpS|  dont  chacune  V  sera  d^ 

•ompos^e  en  deux  autrea^  dont  Tune  =U  est  parali^le  >  Taxe,    et  Tautre 

mW  suivant    Vjr    lui  est  perpendiculaiae.    La    force   U  se   d^compose   en 

trois  autres^^.  73.)y*dont  Tune  =17  soUicite  Paxfi  suivant  sa  longueur  AB 

ou  BA,  et  les  deux  autres  exercent  tur  Taxe  en  A  et  B  des  pressions  peN 

pendiculaires  daua  le  plan  qui  passe  par  Taxe  et  la  force  U:    ces  pressions 

sont  ^gales  k  -  U   ($.  73.),    et  oppos^es  i'une   h,  Tautre;    elles  feront   donc 

fl      •  .  "  .  ■  •  •  _-^ 

tourner  Taxe  AB  autour  de 'son  ihilieuv    La  force  Vy=rW  agit  sur  Taxe, 

''  ' 

comme  si  elle  ^tait    perpendiculaire  k  Taxe    en  U  ($•  77.);    A^oh  il  rjiiultd 

en  A*et  B  des  pressiona  AM,  BN,    parallMes   kXlv  ei  Wy,   qui^soHt,  en 

nommant  AUzzu  ($.  78.)^  ^ 

AM=i;:i?w,   BN  =  *  w. 

a  d 

Chacune  des  forces  W  exerce   un  eflbrt  pour  faire  toumer  le  corpa  autofir 

de  AB  sniydnt  Yy,  et  Ton  trouve  ce  momenti  en  abaissant  sur  V^  la  per* 

pendiculaire  IJyzzw;  et  multipliant  W  par  iv.   Apr^a  avoir  r6duit  de-  cette 

manikre  chacune'  des  force»  W  4  deux  forces  paratl&les  en  A  et  B,  on  trou- 

Tera  ais^ment  la  grMdeur  et  la  direction  des  deux  r^sultantes,  AM'  et  BN'. 

Xa  somme   de  tous    les  momens   Ww  donne   le  moment   V/  de  toutes   les 

ferces  ^trangbres,    pour    faire   tourner    le  corps   sur.  Taxe    AB:    en  faisant 

dbhc  V— *'  ori  ronnalt  V/=S.Ww,  J=/r»dM,  et  *=^. 

a.  Si  les  forces  ^trang^res  V,  aulieu  d^dtre  en  ^quilibre ,    font  toumer 

la  corps,    elies  exeroeront    sur  Taxe  encore  ime  autre  pression  qui  est  d£« 

termin^   par   la  fiction  des  JbrceS'  iUmentaires ,    lesquefles   peuVent   fifre  r6« 

duites  k  deux  forces  inl6grale^    appliqu^es  ii  Taxe  mflme,-  ie^  oppos^es  ii  la 

rotatioBi  savoir  (5.  77.) 

.  ^  Ee  =  P  =  */«3M,    P/=Q  =  »/7*M, 

So^  r^sultent  cq  A  et  B  les  forces  ($.  78.) 

Aa  =  A=  -/(«.—  *)  «3M,    Aa=a=  ^/(a  — jp)jr8M, 


/  f 


a 


1^4  A  S  T  R  p  N  O  IH  I  ?.  P  HT.Srl  <?  V  E 

:v  .3.  Lea  JbrcMs  centnjhges  qui.^rj«ltent  ,40  1a  rotatioiiy  peujgwit  nm^ 
^tre  rjduites  &  deux  forces  ini^grales^  appUjiudei  4  Taxo  wAjbd^  (5«  ^a») 
(jP/Jj^,  ii.)f    «avoir  .  * 

E.F  =  E^  ^ /y  SM  k  la  di«h»ce  AE  =  ^!^^2^  =  e,  et 

IK=H=  — A3M  Ma  distaiic*  AI  =  ^fil!Lir  =  Ap 
II  ea  risulta  ea  A^C/^jr^  i60  let  forcee 


Am  ou 


a— e 


A«  =  —   a  =*~/.(a  —  «)  ;^dM  =  Jt, 


et  ea  B  let  forcef 


«•« 


w« 


B»:^  *  E^-r-cf^ydM^n»      Bp=^H=— /«*aM=fc 

L'axe  ^prouvera  don*  en  g^rat  les  presiKma  jutvaittea. 
I.  Suivant  sa  longueiir  AB  ou   BA^y    fo  ^u^mmA  ide  ioutet  let  forcea  U. 
XL  Ei^^« 

1«  apt^nt  de  fprcet W,  «[u^il  y  a  'de  foittot  ^trang^rei^  dont  AMfum 

^,a.une  autre  direotion  AM,  leur  directjon  tsiojrenne  ^tant  AM'^    , 

a.  suivant  Aa,  laforce  A-^mznkfzdM /^^M-f- /aydM-^-'/ipadMf 

3,  suivant  Aic,  Ta  force  a-4-|yi=*/y9M-| /sSM — fxzSVL — -/tjrMlj 

9 


.^1 


4«  autant.  de  forcea  —  XJ^  peTpendiciiIaires  ii  raxe^.  ^uUl  jr  a  4®  foroee  IL 
dont  ehacune  a  une  auire  ^irection^  lesu:  mojnent  par  xapport*  li*  raxe 
^tant  niiL  ^ 

UL  En  B,  . 

'«I 

1.  autant  de  forcea  BN=  —  W»  qu^il  J  «  de  forces  ^trang^ree^  ^dont  fa 
.  direction  moyenw  eet  BN-? 

•a.  suivant  Bi,    la  force  B  —  /i=  —  /xj»9M  —  ^-r^jf^-f  3M: 

3.  suivant  Bp,tna  lbrce-^^f=  —  /xydM-f-  /jpa^Mj 

4.  les  forces  -  U,  ^gales  et  oppcm^es  2i  cellea  en  A '  (^^l.  4-) 

Toutes  les  forcesV'appliqu^ea  en  A  ou  B,  serobt>  r^duites,  suivant  les 
pr^ceptes  de  la.%tatigu^  ^  iiif0.ae«|la  fqto^ iiH3||reBaB$  ctaiodft qae  la  pression 
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de  Taxe  «eni  entil^rement  d^termin^  par  trois   forces,    dont   Tune  soUicite 


•  *  * 


raxe  ittivtnf  sa  lohgueur,    les   deiix  autres    6tant   pcrpendiculaires  k   Taxe 
en  A  et  B. 

$.  80.  Les  forces  centrifuges  sont  perpendicplaires  k  Taxe;  nais  elles 
agissent  dans  le  plan  de  Vafe^  eiionr  directioA  passe  par  un  de  ses  points: 
leur  moment,  pour  (aire  iourner  lc  corps  autour  de  Taxe,  j^st  donc  nul^  et 
leur  effet  consiste  k  solliciter  razei  ou  k  lui  imprimer  un  mouvement  de 
translation,  pef^ndidulkice .  k  aa  longueur.  Les 'foiiffts  dl4lneBtaires  sont  un 
6tre  id^al  au'on  a  imagin^,  ppur  ddterminer  une  partie  de  la  pression  de 
raxej  si  elles  tKi^taicgi^t  ieules^  elies  imprimeraient' au  cohps  une  rotation, 
igale  et  opposSe  a  cejlej^ue  lui  ^ommu^iiquent  ies  forces  £trangbre|i.  Les, 
forces  U^  par^llfeles  k  r^e,  le  sollioitent  suivant  sa  longpeur,  et  suivapt 
iine  direction  perplendicnlairej  mais  elles  n^ont  aucun.  moment  par  rapport 
ii  i^axe:  elles  ne  pourront  donc  avoir  d*autre  eflet,  que  de  solliciter  Taxe 
iVivaot  sa  Ipngueuf »  ou  de  faire  tourner  Vaxo  autQQf  4^un  de  ses  points  Q, 
Mn%  faire  tourper  le  forps  eutour  de  cet  aze.  li  ne  feste  doM  pour  la  ro- 
ti(tio9  que  lef  forces.W,  dQnt^ehacuoe  a.  le  mpment  Wrfv^  ppar Jairq  tour« 
ner  le  cprps  autour  deFaxe  ABt  la  soiqme  S.Ww  donnp  le  moment  V^ 
Siipposoos.  qu^avaiit  que  l^  forces  dtrangferes  V  commenfaient  k  agir,  le  corpa, 
siit  touriii  uniforijfieBijent  eutour  de  Tax^  AB  ayec  I4  yit^q  angf2Uire/y,.#t 
ou^att  bout  dv  tequ  /,   7  se  change  en .41;  cela  poA^  on  aur a  ($•;]&). 


En  npmmanf  $  Fangle  que  le  corps  d^crit  pihr  sa  rotatioui  dans  le  tems 
t,  00  auia  w=^,  donc  dvzri-rr^t  ei  dd$=    /, ,  — ,  d'ou  ron  lirera 

donc  Pinf^graU  dbnnera,  'piouir  un  instanfquelconque,  la  vitesse  angulaird 
v,  et  Pangle  d<crit  (p,  la  constattte  tont  d^terminie  elisorte  que  6  soit 
1=  Y,  et  $  =  0,  lorsque  t  est  nuL         * 


f  •  •  » 


^  ■ 


.    ' '.   ':i  •         :»     ■."•      j:  :li    •■; 


■  )  .::;-jL   iul    {y.\^i.\^   'i> 
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•  :. 


CHAPITRE      II. 

Rotation  autour  d'un  axe  lihre. 
^^  *  ' 

§•  81.  KJn  appelle  axe  Ebre  celui  autour  duqael  le  A^rpi  peut  tour- 
ner  avec  une  vitesse  quelconque,  sans  que  Taxe  aoit  appuy^,  qoi  par  con- 
sdquent  n^^prouve  aucun  eflbrt.  Si  le  corps  est  solliciti  par  des  Torces 
itrangferes,  dont  la  r^sultanle  ne  passe  pas  par  le  centre.de  gravit^i  il  tonr* 

■ 

nera  iibrementy   du  moins  pendant  quelque  tems,    autour  d*un  aze  quelcoa* 

que,  qui  pourrait  fttre  nommi  libre,  .mais  seulement  pac  rapport  auz  forcei 

donnies:    cbaque  corps  aurait  alors  une  infinitd  d^axes  libres,  et  chaque  ix»~ 

serait  taht6t  librei  et  dans  d^autres  cas  il  ne  le  seirait  pas.     Ainsi|  pour  fizer 

les   idies ,    il   faut  entendre    sous    un  aze  libre  celui  qui  n'6prouTe   aucaii 

effort  par  la  rotation,    si  le  corps  n'est  pas  solliciti  par  des   forees  Jtrangb* 

res.    Dans  un  pareil  cas,  toutes  les  forces  V,  U,  W,  et  les  forces  iMman- 

taires  qui  leur  sont  opposieSy    disparaissent  ($.  79.  n.^i.'3.);    et  il  ne  reato 

que   les    forces-  centrifuges  ($•  79«  n.*  3.) ,    savoir,    en  faisant  pour  abr^ger, 

zr  a ,    les  forces 

«««[      .  .  '  - 

Am  ou  mzz:af(a  —  x)y9M,    Aa  ou  iizzaf^a  —  x)zdM^ 

Bti  ou  n—afxydM^     Bp  ou  f~afxzdMj 

les  int^grales  se  rapporlant  aii  corps  enlier,  oik  a  eat  une  quanlit^  constaate. 

Or  ces  pressions  n^^tant  pas  oppos^es  fune  k  Tautrei  Paza.ne  peut  Mre  librOf 

■      *  » 

que  dans  le  cas  o^  chacune  de  ces  pressions  est  nuUe.   La  position  des  axee 
libres  est  donc  d^termin^e  par  ces  ^quations: 

fjdMmo^    fzdMzzio,     fsydMzzo,    fxzdMzzo. 
II  suit  de»  deuz  premiferes,   que  chaque  aze  libre  doit  passer  par  le  centm 
Je  gravit^  les  deux  dernttrw  aoWHif  pWtecnt ,  qn^m  axe  peut  passer  pu 
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le  centre  de  gravit^,  sans  Atre  libre,  et  ellei  d^terminent  la  position  des 
diamfetrei,  paaaant  par  le  centre  de  graviti,  qui  aont  des  axes  libres  ($•  yi.)* 
jPuia  donc  que  chaqueaxe  libre  A6  paase  par  le  oentre  de.gravit^,  nous 
prendrons  ce  centre  pour  rorigine  des  abscisses  x,  de  sorte  quon  anra 
aussi  /xdMrro. 

$•  82.  Si  AB  {fig.  18.)  est  un  axe  passant  par  le  centre  de  gravit< 
A|  et  que  la  nature  du  corps  soilt  donn^e  par  une  equation  entre  ies  coor- 
donn^  rectanglea 

AX=:X,    XY  — Y,    YZ  =  Z, 
on  connatt  les  int^grales 

/XX3M  =  A,    /YYdM=:B,    /ZZdM  =  C, 
/XYSM  =  D,    /XZdM  =  E,    /YZdM  =  F. 
Soit  AF  un  axe  libre,  et  qu'on  prenne  ies  abscisses  x  sur  AF,  les  ordoa- 
n^es  j,  z,  perpendiculaires  ii  AF:  cela  pos6,  on  aura  ($.81.) 

fxydVL—o  et  fjozdM~o. 
Ayant  meniS  par  AF  tin  plan  perpendiculaire  au  plan  des  X,  Y,  qui  le  cou- 
pe  en  AE,  les  angles  BAE  =  ii,  EAF  =  a,  d^termineront  la  position  de 
raxe  AF-  En  nommant  AX'  =  X',  X'Y  =  Y%  YZ  =  Z',  les  coordonn^es 
Tectangles  de  Til Jment  Z,  rapportdes  k  Faxe  des  abscisses  A  E,  et  prolongeant 
YX'  jusquk  sa  rencontre  avec  Taxe  AB  en  P,  on  aura  XYPrgo^-APX^ZTi, 
XP  =  Y  tang i|,  Y P  =  Y  sec  %  partant 

X'  =  AP  cos  y)  =  X  cos  T)  -f-  Y  W  ^> 
Y'  =  YsecT|  — X'tg>i  =  Ycosi)— Xsinii,  Z'  =  Z, 

Si  Zj'  et  X^y  soni  parallMes  a  YX'  et  YZ,  X>  sera  dans  le  plan  EAF,  et 

coupera  AF  dans  un  point  s;  Zjr  sera  perpendiculaire  au  plan  EAF.    Ayant 

donc  abaissi  dans  ce  plan  la  perpendiculaire  yx  a  A  F,  dont  la  prolongatioa 

rencontre  AE  en  v,  on  aura  les  coordondies  Ax:zix,  »/=/,  jrZzzz»  Mais 

AxX'  zzxzyzz, 90*  —  d,  ct  xyzzz  d,  partant 

xzz:  Av .  coB  $ zz:X^ cos 6  -f- X^y  tang acos OzzX' coz^-^-Z sin ^, 

yzzivy  —  vxzz:Zsec$  —  o;  tangd  =  Zcos  ^  —  X'sin0,  et  x  =  Y'j  ou 

JT  =  X  cos n  coa  a  4-  Y sin  >|  cos  a  -4-  Zsin  a, 

^  =  Zcosa— -XcosTisinl  •=- Ysintism»^  a  =  Ycost|— «XainYii 

4*ou  Ton  tirera 
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js^rr  — |XX  co8»T|  sin  2«  — ?  YY  sin*ii  «n  ad-f-l  ZZ  sin  a# 
—  XYsin^icosiisin  3t-|-  ^^  ^^'^  cos  2« -f- Y Z  sip  i)  cos  »9» 

I 

xz^  —  X  X  sin  Y)  CO8  fi  C05  0  -{~  Y  Y  sin  >)  cos  y\  cos  0  ' 

-|-  X  Y  coi  ^  (cos*  Ti  —  8in*T|)  —  XZsin  t|  sin  0  4-  YZ  cos'>|  sin  #. 

En  substituant  cela  dans  les  ^quations  deconJilion,      ^  iz:o  et — rro. 

^  COS  2 ^  cos  $  ' 

on  aura  les  ^quations   suivantes: 
0= — ?tangad(Aco8^>i4-Bsin*Y)— C) — DsinYjcosiitgad^-Ecofii-f-Fiinti, 
o=:(B  —  A^sinricosYj-f^^^Cc^*^^  — sin^^) — Esinrjtgd  +  FcosTitg*. 
£n  faisant  tang  yizzit,  la  dernifere  ^quation  donnera 

tane  $  ~  ^ — : r— ^ •   donc 

iau5  9  —         (F  ~  E  f )  sec  yj         * 
♦ancr   ^  A  —  «  (^-E  0  f  P  >' -^  (^  -  «)  ^  ^  P)  ^^^  ^ 

On  conclura  de  la  premifere  iquation, 

g(E-f-FfUecit 

£n  comparant  ces  deux  valeurs  de  tangsd,  on  aura  une  ^quaticMi  da  cinqift- 
Bie  degr^,  divisible  par  sec^  r\z=zi -^i^,  ensorte  que  /  sera  donni  par  une 
^uation  du  iroisikme  degr^.  II  y  a  donc  dans  chaque  corps,  une  ou  trope 
▼aleurs  r^elles  de  /  =  tang  y\ ,  et  par  consiquent  de  n  =  B  A  E ,  aprba  quoi 
on  aura 

fang(r  =  tangEAF=^^^^^""^^-^^^"'"-21, 

^  ^  a  (F  cos  yj  —  E  sin  >j)         * 

^quation  qui  donne  toujours  une  Taleur  rfelle  de  0*;  et  les  angles  y\^  Ij  d^ 
lerminerout  la  position  de  Taxe  Irbre  AB  qur  exi^te  dans  cbaque  corps. 

%.  83.  II  s'agit  matntenant  d^examinery  si  les  trois  racines  de  r£qua« 
tion  pr^c^dente  sont  r^elles  dans  tous  les  cas.  Supposons  pour  cet  efiet, 
que  AB  soit  Taxe  libre,  trouvd  par  Pune  des  tfoiv  racines  qui  est  toujoura 
r^elle,  et  que  AF  soil  un  autre  axe  libre,  dont  ta  position  est  chercbje  au 
moyen  des  angles  BAEzzi),  EAF  =  tf.  Si  ces  angles  sont  toujours  poisi* 
bles,  il  est  prouv6  que  le  corps  a,  outre  Taxe  AB,  encore  un  autre  axe  libro 
AF^d^oii  il  suit,  que  V^quation  cubique  a  deux,  et  par  cons^quent  troif 
racines  r^elles.  Soient,  comme  ci-dessus,  les  coordonn^es  de  r^l^ment  Z  = 
dM^  par  rappori  i  Taxe  AB,  X^  Y,  2^  celiea  relatives  k  Faxe  AF»  s,  y,  gi 
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cela  pos^9  lea  v&leurs  des  produils  xy,  xz,  «eront  les  tnftmes  que  dans  le 
$.  82.  Or  AB  ^taot  un  axe  libre,  on  a  (§.  81.)  /X  YdM  =  D  =  0  et 
/XZdM=Eiro:  AF  sera  donc  aussi  un  axe  libre,  «i  les  ^quations  ($«8a.) 
fxydM~o  et  /xzdMizo,  aprfes  y  avoir  substitu6  Dnro  et  Erzo,  don- 
nent  des  yaleurs  r^elles  de  t)  el  $.    Or  ces  ^quations  se  transformeront  en 

(A) o  =  F  sin  11  —  ?  tang  ad  (A  cos*  >!  +  B  sin*  yj  —  C), 

(B) o  n  F  coa  1)  tg  tf  —  (A  —  B)  sln  i)  cos  v) : 

ce  sont  les  deux  ^quations  de  condition,  pour  le  cas  ou  AB  et  AF  sont 
des  axes  libres.  On  satisfait  k  la  demifere  6quation,  en  supposilnt  cosiirro 
ou  y\—'gd^  et  sinY)=zi.  En  substituant  cette  valeur  d-ans  la  premifere  6qua« 
tion,  on  trouvera 

(C)  —  **^8^^  =  5irc^ 

ce  qui  donne  deux  valeurs,  dinEAF^et  0'z::EAP -j-go^,  qui  diterminent 
lea  deux  autres  axes.  Puisque  6AEr=:>)  est  un  angle  droit,  et  que  les  plans 
BAE,  EAF,  sont  perpendiculaires  Vun  k  rautre,  BAF  est  aussi  un  angle 
droit,  d'ou  il  suit  que  AB  est  perpendiculaife  aux  deux  autres  axes.  Maia" 
la  diOiSrence  entre  lea  anglea  0  et  /  est  aussi  un  angle  droit:  d^oii  il  r^sulte 
ce  th^orfeme  important,  que  chaque  corps  a  au  moins  trois  axes  Ubres,  qui  se 
coupent  fun  Pautre  perpendiculairement  dans  son  centre  de  grariti  (J.  91).  En 
concevant  donc  une  surface  sph^rique  autour  du  centre  de  graviti  (Jr^.  ig.), 
qui  est  coup^e  par  les  trois  axes  libres  en  B,  C,  D,  les  arcs  BC,  BD|  GO, 
•eront  des  quadrans* 

§.  84.  Soient  {Fig.  18.)  AB,  AC,  AD,  les  trois  axes  libres,  A  le  ccn- 
tre  de  gravit^,  d^oii  Ton  compte,  comme  ci-dessus,  les  coordonn^es  de  l^^t6- 
mcnt  Z  =  aM,  AX  =  X,  XY  =  X,  YZ=Z.  Cela  pos4 ,  les  distances  de 
r^ljment  Z  aux  axes  AB,  AC,  AD,  seront 

ZX=R=y(Y*+Z^\  ZH=r=y(X^+Z^),  YA=e=y(X*4-Y*). 
Les   momens  (tinertie  du  corps  ($.  76.)  seront  donc,  relativement 

r  k  Taxe  AB=/R*aM  =  B-|-C  =  Maa, 

(D)....  <  k  Taxe  AC=/ r»3M  =  A-f  C  =  MA^ 

(  k  Taxe  AD=/e*aM  =  A-l-B  =  Mcc. 

Oatre  ces  trois  ^quations  entre  A,  B,  C,  on  aura  D  =  o,  £  =:  0,  F  =  a. 

» 
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Soieat  relativemeiit  k  un  autre  axe  queiconque  AF,  Axzizx,  xyrzy, 
fZzzs;  alors  le  moment  d^inertie  par  rapport  k  cet  axe  sera  ($•  8a.) 

(E) /0ra  +  2*)aM  =  A(8in*>l  +  co8^t)8in^0 

4"  B  (cos^  y\  -f-  sin^  t)  sin*  0  "V  ^  cos*  ^  —  Mii. 
Or  on  a  pour  chaque  axe,  situ^  dans  le  plan  BAC,  9=0:  le  moment  dUner- 
tie  relativement  k  un  pareil  axe  sera  donc 

A  sin*  **!  4"  B  cos^  rj  -j-  C  =  Mm  /it; 
d^oik  il  suit 

Maa  —  Mmm  =  (B  —  A)  sin* >),     Mi*  —  Mmm  =  (A  —  B)  dos* ^, 

Mcc—  Mmm  —  A  cos^t)-|-  Bsin^ii  — C  , 
Mii  —  Mmm  —  (A  cos^  >|  4-Bsin*ii  —  C)sin^^ 
Quelle  que  soit  donc  la  valeur  de  t),  ou  ia  position  du  plan  EAF,  ia  difltf- 
rence  entre  les  momens  d'inertie  par  rapport  k  l*axe  AE  et  2i  un  aulre  axe 
^uelconque  AF  dans  ie  pian  EAF,  sayoir  MkA  —  Mmm,  sera  un  maximump 
lorsque  0  =  90%  ou  que  AF  coincide  avec  Faxe  libre  AD;  cW-k-dire,  la 
difiSrence  entre  ies  momens  dMnertie  par  rapport  k  AD  et  k  AE,  est  plna 
grande  que  celle  entre  ies  momens  par  rapport  k  AD  et  k  un  autre  axe  quel« 
conque  AF,  quelie  que  soit  ia  position  du  plan  EAF  ou  EAD:  donc  !• 
moment  par  rapport  k  AD  est  pius  ou  moins  grand  que  le  moment  par  rap* 
port  ^AF,  selon  qu^il  estplus  ou  moins  grand  que  reiativement  2iAEj  d^oiiu 
suit  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  k  i'axe  AD  est  un  maximiun  oa  rm' 
nimum.  Puisqu^on  doit  dire  autant  des  deux  autres  axes  AB,  AC,  on  en 
conclura  en  g^n^ral,  que  dans  cliaque  corps,  U  momene  tPinertie  relaiivemeni  i 
,chacun  des  troi$  axes  libres  est  un  maximum  ou  minimum,  Or  ie  moment  d^iii* 
ertie  ne  pouvant  devenir  ni  n^gatif  ni  infini ,  ii  en  suil  par  la  nature  dee 
fonctions,  que  ces  trois  momens  seront  aliernatii/ement  de$  maxima  et  des 
minima,  de  sorte  que  ie  pius  grand  de  tous  ies  momens  d^inertie  dani  ie 
eorps  appartiendra  a  i'un  des  trois  axes  iibres,  et  ie  plus  petit  de  tous  lee 
momens  appartiendra  k  un  autre  axe  iibre.  Cela  m6rite  encore  queique  d6- 
Yfioppement.  Dans  iecas  oii  t)  est  nul,  AE  coincide  avec  AB.  Alors,  ie  mo- 
ment  par  rapport  k  AF  ^tant  plua  ou  moins  grand  que  celui  par  rapport 
ii  AB|  ie  moment  reiatif  4  AD  lesera  kplus  forte  raison,  ainsi  qu'on  vient 


» •. 


^  .a 
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de  le  Toir.'  Si  donc  (es  momena  relatifs  k  AB  et  AD  tont  ^gaaX|.  le 
naatme  moment  appartiendra  k  tous  les  axes  dans  le  plan  BAD:  il  en  est 
de  m£me  des  BXes  AB,  AC,  et  AD,  AC.  Dans  tous  les  cas  on  peut  regar* 
der  un  des  trois  axes  libres,  par  ex.  AB,  comme  celui  auquel  appartient 
le  plus  grand  moment^  et  un  autre,  AD,  comme  celui  qui  a  le  plus  petit 
moment;  de  sorte  que  Maa^^Mbb,  et  Mbb'^  Mcc,  Supposons  donc^^ 
i/*  =  c*  +  a%  «*=(r»+p*,  c*  =  «?~a»,  A»  =  a^  — 7%-  les  diffgrences  a, 
ott  p,  oa  7,  seront  nuUes,  si  deux,  oa  tous  les  trois  momens  sont  ^gauz. 
Maintenant  les  ^uations  (D)  donnent 

.      A=!M(A»+c*-a»),    B=|M(a*+c»— i^),    C=IM(a*+i*— c»), 
ce  qui  dtant  sobsittui  dans  la  valeur  (E)   do  moment  relatif  k  un  aze  quel^* 
conque  AF,  donnera 

Mit^=Maacos*i1  cos^d -^  ^^^'^'^'^^^^"HMccsin^^i 
etensubstituanta*=c*+a*,  A^=c*-f  p^  etensuite  i^=a'— 7*,  (^zza^-^a^ 

M**  =  Mc"4-Ma*cos«t|cos«d4-Mp«sin*t|cos*^,  et 

M**  =  Ma*— Mfy»sin*>|OOs*^  — Ma*sin*#; 
d^oik  il  suit  que  tous  les  momens  Mik  sont  moindres  que  le  plus  grand,  et 
phis  grandi  qne  )e  plu^  petit  des  monidns  qui  appartiennent  aux  trois  azee 
libres:  ron  de  ces  demiers  momens  ser»  donc  un  maxinmm  absolu,  et  un 
«utre  sera  un  minimum  absolu.  Si  les  trois  momens  principauz,  M  a%  M  b\  M  c*, 
sont  ^uz,  a,  (3,  7,  sont  nuls^  et  MP=  Ma'  =  Mc*=M^':  donc  tous  les 
moniens  dans  le  corps  entier  sont  ^gauz.  Si  deuz  momens  sont  ^gauz,  par 
ez.  Ma^  =  M&^  qui  se  rapportent  auz  azes  AB,  AC,  7  est  nul,  et  Ton  a 
M**  =  Ma*  — Ma»sin*0  =  Ma»cos*^4-Mc*sin*^,  et  en  faisant  d  =  o, 
MiE'=Ma*=M&^;  d'o&  il  suit,  que  les  momens,  relatifs  k  tous  les  azes  dana 
le  plan  BAC  sont  ^gauz:  ce  qui  est  d^ailieurs  ^vident,  parce  que  si  MJfl 
^tait  plus  ou  moins  grand  que  Ma^,  la  difi^rence  entre  Ma*  et  Mb*  serait 
encore  plus  grande.  Cest  k  cause  de  ces  propridt^s  remarquables ,  que  cee 
azes  ont  iti  nomm^s  cures  prineipaux  de  rotation;  on  a  vu  que  chaque  corpe 
a  au  moins  trois  azes  principauz,  perpendiculaires  Fun  k  Fautre,  et  passant 
par  le  centre  de  gravit^.  Pour  fizer  les  id^es ,  nous  supposerons  constam- 
jnent,   que  le  moment  Ma*  qui  se  rappoi^te  k  Taze  AB,  est  le  plus  grand 
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de  toiu  les  momeiu,  et  que  le  moment  Mc',    relatif  k  raze  AD,  est  le 
plus  petiL 

$.  85.  On  a  vu  qua,  pour  un  moment  quelconque  Mk^,  on  a  A^a. 
^  k^c,  d^oii  il  suit  £^a  et  £^c.  Les  cas  particuliers,  qui  paraissseni  £tre 
une  exception  de  cette  rfegle ,  seront  d^une  grande  imporiance  dans  la  suite.. 
Si  par  ex.  la  nature  du  corps  est  telle  que  B=:C,  les  momens  MZ^*z=A-|-C- 
et  Mc*=:A  +  B  ($.  84.)  (D),  relatifs  aux  axes  AG,  AD,  sont  6gaux.  En 
bisant  donc  n^o,  on  aura,  k  cause  de  D  =  E=F=o,  tang  20  =  g  ($•  83.)(C); 
Tangle  &  est  donc  ind^termin^ ,  d'oii  il  suit,  que  tous  les  axes  qui  passent 
par  A  dans  le  plan  CAD,  satisfont  aux  conditions  des  axes  libres,  et  Aont 
par  cons^uent  des  axes  principaux;  le  moment  par  rapport  k  chacun  de  ces 
axes  iiant  M  A*  =  Mc*. 

Si  ArzBrzG,  tous  les  trois  momens  principaux  sont  ^aux,  Ma*rr 
Mi*  =  Mc*  (g.  84.  (D)).  Alors  Tiquation  (B)  (§.  83.)  donnera  sin>j=^fi, 
ainsi  les  deux  angles  i|  et  0  sont  ind^termin^s ,  d^oii  il  suit  que  tous  les  dia- 
metres,  passant  par  le  centre  de^gravit^y  sont  desaxes  principaux,  ayant  le 
m^me  moment  d^inertie,  A-4-B=A4-C=B-|-C.  II  est  donc  prouvi  que,  dw$ 
le  cas  oii  les  momens  par  rapport  k  deux  ou  trois  axes  principaux  sont  ^aux, 
le  corps  a  une  infinit^  d'axes  libres. 

r 

$.  86.  £oit  (/i]^.  so«)  AC  Taxe  d^un  soltde,  form^  par  la  rivolutioa 
de  la  courbe  AMB  autour  de  AC,  ensorte  que  toute  sect^on  du  corpsi  per- 
pendiculaire  ^  AC,  est  un  cercle.  Si  Ton  m^ne  un  plan  par  Taxe  AC  et  ua 
point  quelconque  M  du  corps,  la  commune  seciion  de  ce  plan  et  de  la  surfa- 
ce.du  corps  sera  la  courbe  g^nriratrice  AMB:  ayant  donc  abaiss^  sur  Taxe  la 
perpendicuUire  MX,  la  nature  de  la  courbe  AMB  sera  donn^  par  une 
^quation  entre  les  coordonn^es  AXzzx,  XM  =  u.  Imaginons  deux  plana, 
perpendiculaires  k  AC,  et  passant  par  deux  poinis  M,  m,  trfes-peu  distant 
entre  eux:  alors  on  aura  un  disque  MmxX,  d'une  ^paisseur  6vanouissante, 
dont  les  bases  sont  deux  cercles  parallkles  des  rayons  XM  et  xm.  Soit  dM, 
la  masse  d^un  ^l^ment  Z  de  ce  disque:  ayant  mcn^  ZY  ~  z  et  YX=j, 
perpendiculairement  au  plan  AMC  et  a  Taxe  AC,  on  pourra  regirder  Vili^ 
ment  Z  comme  un  parall6lepip^de,  dont  les  trois  cot^s  sont  Tarc  circulaire. 


L  I  V  RE    IV,    C  H  AP.    IL  i43 

d^crit  dansleplan  MZX  durayon  XZrr,  et  les  droitea  dx,  9r.  En  nonunant 
donc  Fangle  MXZ=:(^,  lestrois  c6t^8eront  dx,  Br,  rdcp.  Comme  tedeiudti 
dtt  corps  est  supposde  uniformei  on  peut  T^galer  b  runit6,  ce  qui  donnera 

?M  ziZ  rBrd xd  <pm 
Mais  on  a  ^zircos  cp,  z  =:rsin  (p,  d^oi^  il  vient  (§.  82.) 

Azzfx^rdrBxd^P^     Bzn/r^cos^Cp  .  dr^xd^^    Czzfr^sin^^  .  drdxd^ , 
Dr:/a;r*cos$.3r3j;3cp,  Eiz/xr^sin^.drBxBcp,  F^/r^sincpcosCp.drdard'^, 
fxdiAzz:fxrdrdxd^ffydMzzfr^cos(p*drdxd(PffzdM—fr^$in^.drdxd^} 
les  int^grales  devant  s*^tendre  k  la  masse  enti^re  du  corps  M. 

Si  Fon  intfegre  d^abord  les  formules  pr^c^dentes  relativement  k  cp ,  de* 
puis  (p—o  jusqu^k  cp  =  36o*  =:2  7r,  on  aura  les  int^grales  pour  la  zone  dtt 
rayon  r,  comprise  entre  les  plans  MX,  mx.  En  int^grant  ensuite  par  rapport 
ii  r,  depuis  rn:o  jusqu^k  ri=:XM=:u^  on  aura  les  intdgrales  pour  le  disqu9 
entier  du  corpa,  termin^  par  les  plans  MX,  mo;.  Si  Ton  int^gre  pour  la 
troisifeme  fois  par  rapport  \  x  ^  u,  depuis  ^=.0  jusqu'k  xzzx,  on  aura 
les  int^grales  pour  le  corps  entier  depuis  A  jusqu^k  XM. 

De  cette  mani^re  on  trouvera  par  la  premi^re  int^gratioD, 
fxdMZL^ntfxrdxdr,  fydMzsimi^.fr^drdx,  /2dMr:(i- cosa-nr^/r^dr^j^ 

,ou/jr3M=ro    et   fzdMzzo^ 
i^oh  il  suit  que  I'axe  AC  passe  par  le  centre  de  gravit^.    On  a  ensuite 
AzznTC fx^rdrdx,  B=|/d(p(i  4-cosacp)r33r3x=(|cp-)-|sin2Cp)/r3dr9dP^ 

ou  Bzz^fr^drdx,    Czzicfp^drdxzzBf    D  zz  sin  ^itfr^xdrdx, 
E=(i — co$^ir)fr^xdrdx,  Vrz:lfd(p$in!k(p.r^drdxzz\{i — cos^ir^/r^drdar^ 
donc  D  =:  o,  E  =  o,  F  =:  o. 

Les  ^quations  D  =  E  =  F=o  nous  apprennent,  que  I'axe  AC  d^ua  sbUdo 
de  civolution  est  un  des  axes  principaux  de  rotalionj  et  T^quation  B  =  C 
indique,  que  tous  les  axes,  perpendiculaires  k  AC,  et  passant  par  le  centxe 
de  graviti,  sont  aussi  des  axes  principaux  ($•  85.)r 

La  seconde  int^gration  donne 


ir 


fxdMzzzfrfu^xdx,     Azznrfu^x^dx,    Bz=:Czz  jfu^ds. 

La  trobi^me  int^gration  ne  peut  s^efiectuer,  k  moins  que  la  nature  de 
b  eourbe  AMB  ne  soit  donnte  par  une  ^uation  tatre  s  et  u»    Pour  cela 
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il  sera  plaa  coxnmode  de  prendre  les  abscisset  du  centre  de  gravit^  Ci  et 
comme  les  deux  premifcres  int^grations  sont  ind^pendantes  de  rorigine  desab- 
scissesi  les  ^uations  pr^c^dentes  auront  ^lement  lieUy  si  Ton  fait  CX=ie. 
$.  87.  Si  le  solide  est  un  sphiroide  aplati  aux  poles,  et  AMB  UM 
Mpse  dont  le  grand  et  le  petit  demi*axe  sont  BC  =  a,  AC  =  ^^  C  sera  le 
centre  de  grariti ,  et  Ton  aura  u^z^tl  (ft^  —  ^c^) »  d'ou  Ton  conclura  pour  le 
demi-sph^roidet  « 

B=c  =  ^.(.-l5+i^)=|^H.-|+'). 

et  pour  le  sphiroide  entier 


8ir 
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Lc  moment  dMnertie  esl  donc,  par  rapport  au  pelit  axe  AC,  B-|-Crr-^a^*^ 
et  par  rapport  k  chaque  axe  qui  lui  est  perpendiculaire,  ou  k  chaque  diamktre 
de  Wquateur  ,  A  -f  B  =  ^  o^  i  (a*  -f-  A^).  Puisque  dM  cst  =rdrdx^d^ 
(S*  ^Of  I^  triple  int6gration  donnera  la  naasse  du  demi-sph^roide, 

j^MzziQL'rrfrdrdix—'nfu^dxz=.i^a^(x —  TTi)  »    donc  M^lira^A. 
Les  momens  d^inertie  seront  donc,  par  rapport 

au  petit  axe  =  §  M  a^ 

M 

aux  diam^tres  de  T^quateur  =  ~  (a^  -H  ^% 
Le  dernier  est  donc  le  plus  petit,   et  le  premier  est  le  plus  grand  de  tons 
les  momens  du  sph^roide,    la  plus  grande  difiSrence  <tant  *-•  (a^  —  bP).    En 
permutaot  a  et  b,  les  formules  prdcddentes  donneront  les  momens  d'an  spU- 
roide  along^  aux  poles. 

Dans  la  sphkre  on  a  azzb,  d'o&  il  suit  que  le  moment  d'inertie,  par 
rapport  a  tous  les  diambtres  d'une  sph^re,   est^a^=|Ma^ 

Si  les  m^ridiens  et  F^qnateur  sont  des  ellipses,  ce  qui  est  probablft> 
ment  le  cas  de  la  lune,  soit  C  le  centre,  CA  =  it  le  demi-axe  de  rotation  et 
Taxe  des  ordonn^es  z,  CBzq/Ie  demi-grand  axe  de  T^quateur  et  Taxe  des  x, 
et  h  le  petit  demi-axe  de  T^quateur  et  Taxe  des  y.  Cela  pos^  on  anra  pour 
WWment  Z=3M,  CX  =  s,  XYzzx^  YZzzy.    En  faisant  donc  XM=ii^ 


W /*  =  ^  («»-*"), 
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XZz=.r,  et  nomraant  r  1«  rayon  r,  prolong^  jasqii'k  la  surEace;  on  tim  daa» 
le  m^ridien  elliplique  AMB, 

et  datis  le  paralible  passant  par  XZ,  qui  est  semblable  a  IMquafeur» 

j/  et  y  6tant  les  coordoBn^es  qui  r^pondent  &  /.  En  nommant  (p  rangle 
YXZ,  dont  le  rayon  r  est  inclin^  au  grand  aze  du  parallfele,  on  a 

y=:r'co8Cp,    y  =  rsin((),    r^zz:  jc^^-f /%     donc 

- h  u 

—  y  (/•  sin»  (p  •+-  ib«  cos»  0)  * 

La  spb^ricit^  de  tous  les  corps  c61estes  ^tant  trfes  •  petite  ,  en  faisant  /= 
A  (i  4"  ^)»  ^^  pourra  n^gliger  la  seconde  puissance  de  d^,  ce  qui  donnera 

t3) r=  -j^-j^^_  =u(i-^sin^(J)). 

Si  Ton  intbgre  maintenant  les  fonctions  A,  B,  etc.  ($.  86.),  d'abord  par  rap* 
port  k  r,  depuis  r  =  o  juiqu'2i  rzn/,  ensuite  par  rapport  k  (p,  depuis  ^  =  o 
jusqu^k  (p  =  a7r,  enfin  par  lappprt  i^  z,  depuis  zzzo  jiisqu%  z~i,  ces  in« 
t^grales,  ^tant  mullipli^et  par  a,  s^^tendront  au  corps  entier.  En  substitua&t 
donc  dM  =  rdrd(pdz^    #(  =  rcos^,  j^^rsincp,    on  aura 

A=  2/r33r.9(pcos*0.d«^       B  =  ^/r33r.3(psin*(|).3«, 
C  =  a/r3r.3(|) .  a^d-s^  D^a/r^^dr.S^sin^pcos^p.d^, 

E  =  %fr^dr,d(pcos^.zdz,     .  F  =  2/r*3r.3(J)sin$.«d-c. 
Apr^s  avoir  int^rfi  trois  fois,    on  trouvera 

—  d(J)cos*(p  .dz  —  J  —  d(pcos^(p  (i  — 4''5in*  ^)dz~ 
/— d4)(i+cosa(p-ff+8rcos4(p)a3Z-(i— OnA*'^-^^**^''^**)^^^^^^^ 

On  trouyera  de  la  mdme  manifere 

B=^  (.-3 *)/♦*,    C=:^(i-a-)/^*3,    D  =  o,E  =  o,F  =  o. 

On  aura  duac  les  momens  d'inertie,  par  rapport 
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•u  grand  aze  de  riqoateur,  B-fC=^/**(/*-f  **— 3^*— »*^=Ma»,  ' 

«u  petit  aze  de  Mquateur,  A  +  C = ^  (i  —  ff)/»  A  C/*  +  il?)  =  M  4*, 

k   raze    de   rolalion ,         A+B=  ^  (i  —  aO/"* *=  Mc». 

b 
Uaire  de  rellipaey  passant  par  M  X ,  est  -  itu\    d*o&  Ton  tire  le  volome  da 

disque  Mjc— ~ 'iru^dz—  "-^(^— «^) 3«^  partanl  le segment  CMzz^^—ff^ — i" )*» 

d^oii    il   suit  ie   demi  -  volume   du   corps  =%  ^jtj^hi ,    et  te  volume  entier 

M^i^J^hk.  En  substiiuant  dans  les  iSquations  pr^c6denteS|  ^y*^ it rr ^ M, 

et  ff  =  — —  ,    on  trouvera 
b 

«_  / 1/^4» -3/)+ **(»*-/)}       .«_/(»&-/)  C/*-»**)       »__a/»(5ft-«/) 

6  6»  *        —  6fc»  '       —'  6t» 

$•  88.  D'apr^s  ce  qui  pr^cfcde,  la  thiorie  du  mouvement  dea  corps  ae 
rjduit  aux  propositions  suivantes. 

I.  Le  corps  ne  peut  tourner  Ubremeni  autour  d*un  aze  invariable  qoi 
B^i  pas  bef oin  d^£tre  appuy^,  que  dans  le  cas  oil  c^est  un  des  axes  principaox. 
£n  effet^  si  le  corps  n^est  sollicil^  par  aucune  fbrce  ^trangfere,  Taze  n'iproa* 
rera  que  FeiTort  des  forces  centrifuges  qui,  par  consiquent,  dcMvent  se  ditruise 
vfciproquement :  ce  qui  est  ie  caract^re  distinctif  des  axes  principauz  ($•  9i.)» 
Si  le  corps  est  sollicitd  par  des  forees,  donl  les  momens  atatiques  ne  ae  di- 
truisent  pas,  elles  acc^l^reront  sa  rotation,  ou  changeront  sa  vitesse;  maia  il 
est  impossible  que  les  forces  centrifuges  i^  d^pendant  du  carri  de  la  vitesse 
(J.  79.  n»  3.),  fiissent  iquilibre  auz  autres  forces  qui  ne  d^pendent  point  de 
ce  carri  \^.  79.  n.  !•),  quelie  que  soit  la  vitesse.  II  £Biut  donc,  que  cbacone 
des  trois  forces  centritugea  soit  sdpar^ment  6^1e  k  z£rO|  et  c^est  ce  qui  d^ 
lermine  tes  azes  principaux. 

a.  La  rotation  ne  peut  6tre  ttnlfomu  que  dans  le  cas^  o4  il  n^  a  point 
%»  forees  6trangfere»i  ou  ^^elles  se  d^truisent  mutuellement|  ou  que  leur  mo* 
ment  ^  pour  Eure  tourner  le  eorps ,  est  nul :  c'est  une  suite  n^essaire  de  le 
loi  dUnertie,  et  Fon  peut  en  tirer  la  cons^quence,  que  la  rotatioa  unifonne 
d'un  corpa  doit  avoir  exist^  d^  son  originen  ou  lui  avoir  i\i  imprimie  par 
eM  impulsloa  instantanie- 


^  -  r\ 


t  I  V  R  E    IV,    C  H  AP.    II.  24y 

3«  Des  forces ,  dont  la  direction  passe  par  le  centre  de  gravitj ,  n» 
peuvent  pas  fiiire  toumer  le  corps  ($.  67.):  car,  conform^ment  k  la  naturt 
du  centre  de  grayitd  ,  elles  font  le  mdme  effet ,  que  ai  tous  les  ^16mena 
^taient  sollicit^s  parallfelementi  par  des  forces,  proportionnelles  ii  leurs  mas- 
•es;  et  il  est  visible  que,  dans  u^  pareil  cas,  tous  les  iMmens  avanceraient 
suivant  des  directions  parall^les  avec  la  m£me  vitesse:  il  n'y  aura  donc  point 
de  rotation.  Ainsi  ces  forces  ne  d^rangeront  point  funiformit^  de  la  rotation, 
et  il  faut  en  dire  autant  des  forceSi  dont  la  moyenne  direction  passe  par  le 
centre  de  gravit^. 

4.  Dans  un  cas  contraire  les  forces  feront  toumer  le  corps:  car  la  ri^ 

—  • 

suUante  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravit^,  imprimera  aux  616mens  da 
oorps  des  vitesses  diiKrentes,  d'ou  il  natt  n^cessairement  une  rotation  ^^$.66.). 

5.  Puisque  chaque  force  agit  sur  raxe,  comme  si  elle  lui  6tait  impri* 
mte  imm^diatement  (§.  77.)»  Taxe  et  lecorps  entier  recevront  unmouvement, 
h  moins  que  toutes  les  forces  ne  se  d^truisent  mutuellement:  ce  mouvement 
fera  tourner  Taxe  autour  d^un  de  ses  points,  ou  sera  une  pure  translation. 
r«e  dernier  mouvement  mdrite  une  attention  particulifere. 

S-  89.  Quelks  que  soient  les  Jbrces  qui  soUiciieni  le  corps,  le  mowemerti 
de  iranslation  du  corps  ou  de  son  centre  de  graifiid  seru  le  meme,  que  si  ehaque 
Jhrce  itaii  imprimde  au  centre  de  graviid,  paraU^lemeni  d  sa  vMtable  direction. 
Soient  {Fig.  ai*)  AB,  AC,  AD,  trois  axes  arbitraires  qui  se  coupent  perpen- 
diculairement,  et  sur  lesquelles  on  a  pris  les  coordonn^es  AX  =  x^  XY  =: j, 
ILZznz,  et  AE=c,  EF=X  FG  =  A,  d'un  ^l^ment  Z  =  aM,  et  du  centre 
de  gravit^  G,  pour  un  instant  quelcon^ue  /.  Cela  pos6  on  aurai  par  la  na« 
ture  du  centre  de  gravit^, 

la  caracl^ristique  Z  se  rapportant  aux  divers  ^l^mens  du  corps ,  et  s^^ten- 
dant  k  sa  masse  enti^rei  de  sorte  qde  x,  y,  z,  et  dM,  sont  variables  pour  le 
mkme  inslant,  en  passant  d'un  ^16ment  &  l'autre.  D&ignons  par  /  Tint^grale 
qui  se  rapporle  au  mouvement  d'un  m6me  61iifliefit,  ensorte  que  /  soit  va- 
^  riable,  et  'di,  dM,  constans^  et  d^composons  le  mouvement  de  chaque  ^l^ment 
Z,  ainsi  que  celui  du  centre  de  gravit^i  suivant  AB,  AC,  AD.  On  aura  donc 
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d£/_  £:££>,  fM 


d/a  M(?f«      '         at^  M^/a       '  df»  Md/» 

En  d^composant  suivant  les  m^mes  directions,  les  forces  qui  sollicitent  chaque 

2  E  1} 

iWment  Z,  en  p,  q,  r,  on  aura  (§.  17.  n.  4«)j  33j^  =  -^^  9'%  ou 


^ —  =  ^e<i^ 


ddz^M 

— r-'^ —  =  a^'*; 


df»  or^  ^ja 

ce  qui  ^tant  snbstitu^  dans  les  demibres  ^quations,  donnera 


d/«  M  M       '  dt^  U       ^  dt^  M       ' 

l£p,  Iq,  ILr,  ^tant  les  sommes  de  toutes  les  forces  qui  soUicitent  chaqae 
^l^ment,  d^composees  suivant  AB,  AC,  AD«  Or  le  mouvement  du  centre 
de  gravit^  serait  ditermin^  par  les  m£mes  ^quations  (§.  17.  n.  40  y  ^i  toutes 
les  forces  ^taient  imprim^es  k  ce  centre,  ti  que  la  masse  enti^re  M  y  fikt  ritinie» 
Le  mouvement  de  translation  sera  donc  le  m£me,  que  dans  cette  supposition: 
ee  ^uUl  fallait  prouver.  Au  reste,  il  est  ais6  de  voir,  que  cette  transktim 
a'alt%re  point  la  rotation  du  corps. 


/ 
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/ 


Rotation  lihre  des  corps  celestes. 


$.  go.  wne  ezp^rience  connue  de  tout  le  monde,  et  qui  fait  k  base 
de  rastronomie  entiferei  c^est  que  la  terre  tourne  uniform^ment  sur  un  axe, 
dana  Tespace  d^un  jour  (I.  $.  36  —  t^o.).  Gette  rotation  de  la  terre  est  m£me 
le  aeul  mouvement  parfaitement  uniforme  que  nous  connaiMions,  d*oili  il  vient 
qu^on  Ta  pria  pour  mesure  du  tems,  aussi  bien  dans  les  observationa  astro* 
nomiques,  que  dans  la  vie  civile.  II  n'est  pas  moins  certain  que  cet  axe  ne 
change  pas  de  positioUi  ou  que  la  terre  toume  sur  un  axe  invariable  (I.  %.  ^i.). 
II  en  suit|  que  Taxe  terrestre  est  un  axe  libre  ou  principal  ($•  88.  n.  i.); 
et  l'on  a  vuy  que  le  plus^petit  diam^tre  d^un  sph^roide  elliptiquei  tel  que 
Taxe  terrestre  parait  dtroi  est  eiTectivement  un  axe  principal  ($.  87.).  II  est 
donc  ^vident  par  ce  qui  pr^cfede,  qu^en  vertu  de  la  loi  dHnertie,.  la  terre  peut 
tourner  sans  cesse  et  d'une  manifere  uniforme  autour  d'un  pare'il  axe,  et 
qu^elle  n'a  pas  besoin  de  forces  ^trangfereSi  pour  Continuer  ce  mouvement  qui 
lui  a  ^t^  imprim^  par  une  cause  quelconque  ($.  ^g.)-  II  n'est  pas  m£me  be- 
aoin  pour  celai  de  supposer  une  impulsion:  car  on  peut  concevoir  la  terrCi 
au  premier  moment  de  son  existence,  dou6e  d'un  mouvement  rectiiignei  et 
toumant  uniform^ment  sur  un  axe  libre,  aussi  bien  qu^en  repos.  Tout  corps 
qui  existe,  tant  qu^il  est  consid^r^  isol^menti  doit  se  trouver  dans  l'un  de  ces 
cas  qui  sont  tous  ^galement  possibles.  II  nous  suffit  donc  de  savoir  par  ex- 
p^riencei  dans  quel  cas  la  terre  8'est  trouv^  au  commencement  de  son  exi- 
stencOi  ou  de  sa  formation  plan^taire:  savoiri  qaelle  a  tourn^  uniform^ment 
autour  d.un  axe  principal  avec  une  vitesse  angulaire  de  iV\  et  que  son  centre 
da  gravitd  a  avanc^  dans  le  plan  de  Ticliptiquey   avec  une  vitesse  laquellei 
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^tant  Gombin^e  aveo  la  fbrce  attractrice  du  soleil,  lui  a  imprim^  le  mouva- 
ment  elliptique  qu^elle  a  conservi  jusqu'^  pr^sent.  Si  la  densit^  primitive  d% 
la  terre  a  iii  uniforme,  ou  variant  uniform^ment  depuis  le  centrei  —  ce  qai 
est  la  supposition  la  plus  naturelle  —  chacun  de  ses  diamfctres  ^tait  un  axo 
libre  (§.  87.),  et  celui  de  ces  diam^tres,  antour  duquel  elle  tourna,  itait  per- 
pendiculaire  h  un  plan  que  nous  nommons  T^quateur,  et  inclio^  de  66  k  67 
degr^s  au  plan «  passant  par  le  soleil  et  le  premier  mouvement  du  .centre  ds 
gravit^  de  la  terre.  Ces  deux  mouvemens,  la  translation  du  centre  de  grariti 
dans  une  ellipse,  et  la  rotation  uaiforme  autour  d'un  axe  libre,  sont  teIS|  qils 
la  terre  les  continuera  6terneUement ,  suivant  ia  loi  dUnertie»  si  eile  n^est 
pas  troubl(§e  par  des  forces  6trang^res. 

On  se  forraera  oependant  une  idie  plus  claire  ile  ces  mouvemens,  eii 
concevant  qu'ils  sont  Peffet  d^une  impulslon  ou  d^une  force  inslantan^e;  et 
comme  il  serait  absurdci  de  supposer  plusieurs  forces,  quand  une  seule  sufSt, 
ii  s^dgit  maintenant  de  d^termiuer  Timpulsion  qui  peut  avoir  imprimi  k  U 
terre  oes  deux  mouvemens  2i  la  fois. 

$.  91.  Soit  (fig.  18.)  VR  la  direction  de  la  force  V  ou  de  rimpulsioii 
-primitive,  BAC  le  plan  men^  par  le  centre  de  gravit^  du  corps  A,  perpm- 
dicuiairement  ii  VR^  et  AD  parallfele  2i  RV;  prenons  sur  les  trois  axes,  AB, 
AC,  AD,  perpendiculaires  Tun  ^  l'autre,  les  coordonn^es  d'un  ^l^ment  quel* 
conque  Z,  AX  =  X,  XY  =  Y,  YZ  =  Z.  Soit  AF  Taxe  principal  (§.88.0.  1.), 
sur  lequel  le  corps  tourne  librement  en  vertu  de  Fimpulsion  VR5  qu'on 
mfene  par  AF  un  plan  perpendiculaire  au  plan  BAC,  qui  le  coupe  en  AK^ 
et  qu^en  nomme  les  angles  BA£  =  i9,  EAF=:d«  Si  Ton  rapporte  maintenant 
la  position  de  Tiil^ment  Z  k  trois  axes,  dout  run  est  AF,  le  second  perpen- 
diculaire  k  AF  dans  le  plan  EAF,  et  )e  troisi^me  perpendiculaire  au  plan 
EAF,  par  le  moyen  des  coordonn^es  Kxzzix,  xy—y,  yZ~z,  on  aura  ($.  8a.) 

X  =  X  cos  y\  cos  ^  -{"'  ^  *^^  ^  ^^'  ^-^-ZAn^^ 

jr  =  Z  cos  d  —  X  cos  1)  sin  ^  —  Y  sin  y)  sin  0,    2  =  Y  cos  v)  —  X  sin  y{. 

Ayant  ^lev^  les  perpendicuiaires  RE,  £F,  sur  AE,  EF  et  RV  seront  paimt 

Lbles  entre  elles,  et  l'on  aura  VR£  =  R£F  =  90®5  en  nonunant  donc  la  dia- 

tance  perpendiculaire  de  1'impulsion  au  centre  degravitd,  AR  =  A^  il  viendn 
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RErrAsinit,     AEzzhcofm,    EF^Acoavitangd,    AF=:/(=Aco8n*ectf. 

Qu^oa  projette  maintenant  la  figure  enti^re  aur  leplan  EAF  (i%.  32.), 
quon  dlbye  let  perpendiculairea  AH,  'yzznyZf  sur  le  plan  EAF,  etdansce 
plan  lei  perpendiculairea  A6,  a:y,  8ur'AF,  et  qu'on  faste  VR=:£F:  cela 
pos<,  on  aura  Ax—x,  xy—y,  yz— — z,  FA£=d,  EFVR  eat  un  rectan* 
gle,  et  VR  est  parall^le  au  plan  FAG  ou  FAE  et  a  FE.  En  menant  donc 
par  V  un  plan  parallble  k  EFA6,  VR  sera  dans  ce  plan,  et  la  force 
VR  =  V  pourra  ^tie  d^compos^e  suivant  les  directions  Vi;  et  Vu  qui  aont 
dans  le  mdme  plan  parall^les  k  yx  et  FA:  ayant  donc  ileyi  sur  AF  la  per* 
pendiculaire  Fe^  elle  sera  parall^le  ii  yx  et  Yv;  on  aura  donc  EFe=r 
90^  — AFE  =  ^  partant  RVv  —  0  et  RVuzzqo''  —  ^.  Ainsi  la  force  V  se 
d^composera  en  les  forces  V 1;  r=:  V  cos  $  et  V  u  =  V  sin  0:  examinons  donc  la 
pression  que  Faxe  AF  ^prouve  par  ces  forces,  et  par  ta  rotation  qui  en  r^sulte» 

Puisque  RE  el  VF  sont  perpendiculaires  au  plan  E  A  F ,  on  a 
AFV=r90^=:AFe;  leplan  eFVt?  est  donc  perpendiculaire  ii  AF^  d^oi^  il  suit 
que  la  force  Vv  agira  sur  Taxe,  comme  si  elle  itait  appliquie  en  F  suivant 
Fe  (S«  77O;  1'a20  jprottvera  donc 

I.  en  F  une  pression  Fe  — Vcosd,  parallkle  ii  yx  ou  GA. 
La  force  Vii  =  Vsin^^  itant  parallMe  k  Taxe,  le  sollicitera  d'abord  suivant 
sa  longueur  FA  avec  la  force  Vsin^:  outre  cela  elle  imprimera  h  Vaxe  ea 

F  V 

F  la  pression  F^  et  en  A  la  presaion  Aa^  rune  et  yautre  ^tant  —'Tw^^^^ 
($.  73.).  Or  on  a  trouvi  ei-dessus  FVi=:R£=Asinn,  AF=il=Acoan.4?c^^ 
#o4  il  r^ulie  qne  Taxe  ^rouve  encore 

a.  en  F  la  pression  Fy*=:  V  tang  ifsin  $  cos  $^ 

3.  en  A  la  pression  Aazr  Vtangnsin^cosf»  • 

4*  la  pression  FA  ou  AeznVsin^. 

Les  trois  dernib-es  forces  qui  r^sultent  de  la  fbrce  Vi#>  n^ont  aucon» 
jBOBient  par  rapport  ii  Faxe  AF ,  maia  elles  feront  tourner  Taxe  au* 
tour  d'un  de  9es  points^  k  moins  que  les  forces  ¥J*,  Aa,  ne  soient  di* 
truites  par  d*autres.  La  force  Vv  seule  est  caoable  d'imprimer  au  corpe 
«ne  rotation  autour  de  AF^  son  moment  ^ant  =:  Vv  ..FV  =  V  »Asinucosf 
auivant  Vi;^  en  ddsig^ant  ce  moment^  comme  ci-dessus^  par  V  ../>  on  auxai 


i5a  ASTRONOMIEPHYSIQUE- 

f—  h  sin  Y)  C08  d.  En  nommant  donc  le  moment  d'inerlic  du  corps  par  np* 
port  k  Taxe  AFzz/fj^-f-z*)  3M  =  J,  les  forces  ilimehtaires  exerceront  en 
A  et  en  F  les  pressions  ($.  79.  n.  a.),      x 

AA  =  ^/(A  — a;)^3M,     Aa  =  }^/C*-^)jr3M, 

Fe  =  J^/x^dM,  F/=Jf{/xjrdM. 

Or  on  a/a;3M  =  o,  /j^aM  =  o,  /z3M  =  o,    par  Ja  natnre  d«  cenlre  de 


k  "^ 


gravil6  A,  et  —  =  tg-n  .cos^^.  on  aura  donc  encore  les  pressions  smraateBf 

h 


5.  AA  =  — ■=-*4/xaaM,  ou  Ap  =  jtgij.co«»«/xadM, 

V 

6.  Aa=  r=  \%y\,  cos*d/xjr3M, 

7.  Fe  =  ~  tg>i.cos^d/x2  3M  =  Ap, 

8.  F/=^  tgqi.cos*d/j:jraM  =  Aa. 

$.  91^.  Les  forces,  appliqu^es  au  centre  de  gravit^  A  (5*  9^.  n.  3. 4«  5.^.% 
imprimeront  au  corps  un  mouvement  de  pure  translalion  sans  rotation  ($.  88, 
n.  3.);  au  lieu  que  celles  appliqu^es  en  F  feront  tourner  Taxe  autonr  de  A,  et 
par  cons^quent  d^rangeront  la  rotatiun  autour  de  AF.  Ainsi,  pour  que  le 
corps  toume  librement  autonr  de  AF,  il  &ut  qne  les  forces  en  F  se  di6* 
truisent  mutuellement,  et  puisque  Ye,  Yf,  ne  sont  pas  oppos^es  Tune  ii  Tan* 
tre ,  chacune  d^elles  doit  6tre  s^par^ment  nulle ,  c^est  -  a  -  dire  les  forcei 
$.  91«  n.  I.  7.  et  n.  3.  8j  d'oi!^  Ton  tirefa  ces  ^qnations, 

I.    o  =  V  cos  d  4"  T  *8  ^  •  cos*  ^  fx  a  3  M, 

/  COS  d  \ 

II.     o=y tgT).cos  ^f  sind+ -j^/jpjraML 

Or  AF  ^tant  un  axe  principal  (§.  91.),  on  a  /xj-dM^^  et  /:CvsdM  =  o 
($.  81.),  d'ou  il  vient 

I.     o  = ,        II.    o  =  J  tang  d. 

tg  rj  coi  0  '  ^ 

Puisque  J  ne  peut  pas  6tre  nul,  on  conclura  de  rdquation  II,  ^=:  o  M 
cos  0=1;  ce  qoi  dtant  substitu^  dans  T^quation  I ,  donnera  tang  y)  =  00  M 
yj  =  9o^  On  a  donc  {Fig.  18.)  BAE  =  90*^  =  BAC,  et  EAF  =  o,  d*oili'll 
^nit  que  Taxe  de  rotation  AF  coincide  avec  AC,  ou  que  le  corps  toumera 


I 
I 


I,  I  V  R  E    IV,    C  H  A  P.    IIi:  i53 

Mtour  ie  ¥ax«  AG|  perpendiculaire  an  plan  BAD  ou  VRA,  et  cette  rota« 
tion  sera  anv^riablei  li  AC  est  un  axe.  principal.  Le  plan  de  IMmpuIsion 
VA  doit  'doBc  fiasser  par  le  cenlre  de  gravit^,  perpendiculairement  k  AC, 
«t  ia  rotatioa  sera  invariable  ou  libre,  si  la  perpendiculaire,  ^lev^e  du  centre 
«le  gravit6  ^ur  le  plan,  passant  par  ce  centre  et  la  direction  de  rimpulsion, 
«st  un  «xe  prindpal  du  corps :  cette  {)erpendiculaire  deviendra  Taxe  de  ro- 
tatioB.  Si  le  corps  est  une  sphiire  uniforme,  ckaque  impulsion  qui  ne  passe- 
ra  pas  par  le  centre  de  gravitj^  lui  imprimera  une  rotation  uniforme  autour 
d*un  axe  invariable. 

Puisque  sinii  =  i  ircos  ^,  y  sera  zzhzz  AR,  et  le  moment  de  rim- 
pulsion,  pour  {aire  toumer  le  corps,  Y./zzzY .h,  la  force  multipli^e  par  sa 
distance  au  centre  de  graviti.  Le  moment  V^A  imprimera  au  corps,  dans 
le  tems  d/,  ia  vitesse  angulaire  autour  de  AF  on  AC,  ($•  7  5.) 

'  Le  mouvement  de  translation  que  le  corps  re^oit  en  vertu  de  Fimpulsion 
V,  est  le  m£me,  que  si  elle  passait  par  le  centre  de  gravit^^  et  que  la 
masse  enti^re  M  y  fAt  rjunie  K.  89.).    Le  centre  de  gravit^  A,  et  le  corps 

V 

•ntier ,  recevront  donc  en  vertu  de  la  force  acc^ldratrice  -rz ,  saivant  une 
direction  parallble  k  VR  ou  FE|  dans  le  tems  d/  ($.  17.  n.  3.)> 

Paccroissement  de  la  vitesse,  dv—  -^-  di. 

$.  93.  Si  la  terre  a  toujours  tourni  sar  le  mteie  axe  qu^k  pnSsent^ 
U  directira  de  rimpulsion  qui  lui  a  imprimi  son  mouvemeat  diume,  a  du 
Mre  dans  le  plan  de  riquateur  actuel.  D'aiileurs,  si  la  mdme  impuUion  est 
supposje  lui  avoir  imprimi  le  mouvement  anmtel  qu^elle  a  encore,  la  dire» 
ction  de  celte  impulsion^  r6duite  au  centre  de  gravit^^  a  du  ^lre  aussi  dans 
le  plan  de  r6cliptique,  par  cons^uent  dan^  la  commune  section  de  ces  deux 
plans,  c^est-k-dire ,  rimpulsion  a  ^t^  parall^le  k  la  ligne  des  ^quinoxes,  et 
perpendiculaire  k  la  ligne  des  solstices.  La  terre  n'a  donc  pu  £tre  daqs  un 
point  ^quinoxial,  lorsqu'eIIe  a  refu  son  premier  mouvement,  parce  qu'alors 
rimpulsion  e&t  iii  dirig^e  vers  le  soleil,  et  non  suivant  la  tangente  de  ror*- 
r,  Gomme  cela  doit  6tre.    Ainsii  puisque  rorbite  terrestre  est  h  peu  pres 

20 
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oirculaise»  enMfrt»  que  5ee  tmgentea  font  peitoat  avec  les  itiyoiis  Yeeteorir 
un  angle  trfe$-peu  di&ifrent  de  90^,  la  ligne  clea  Ajuinoxee  a  du  couperle 
rayon  vecteur,  aa  commencement. du  mohvement,  lous  miangle  droit;  eift 
d^autres  mots,  la  terre  a  commencd  aon  mouvement  dane  un  point  lolslitial, 
au  commencement  de  T^t^  oud'hiyer.  La  tfupposilion  la  plutnaturelle'est  qua 
yimpulsion  ou  latangente  ar  ^td  perpendiculaire  aurayon  vecteur,  ce  qui  eat  le 
caa.  dans  les  apsidesi  cela  poa^,  le  mouvement  a  commencd,  lorsque  les  apeldea 
coincidaient  avec  lea  points  soljititiaux,  dont  ils  dtaient  distans  Tan  1818  db 
9^4?' 3^''-  Comme  la  ligne  des  apsides  fait,  par  son  mouvement*actueI,  en 
10472  ans  une  demi  -  r^volution  par  rapport  aux  points  ^quinoziaux ,  elle 
d^crira  9^47'^^''  ^^  ^7^  ad^*  ^*^^  ^'  ^^U  ^°  faisant  les  suppositions  prd* 
cMentes,.  que  le  mouvement  de  la  terre  a  commenci  il  y  a  5704-10472= 
11042  ans,  ou  ^1042  4"  ^o472  3=:di5i4  ensi  '.  « 

Ce  n^est  pas  pour  lea  astronomea  qu'il  c^t  besoin  d^observer,  que  de 
pareiU  raisonnemens.  sur  Tage  de  la  terre ,.  ou  plutdt  de  son  mouvement ,  ne 
aont  qne^  des  hypothfeses  y  il  faut  cependant  convenir  ^  qne  la  plupart  det 
systkmes,  physiques.  concernanf  Tage  de  notre  globe,^  sont  fond^a  sur  dea  ba» 
aes  moins.  suretK  .    / 

$:  94.  Puisque  la  vitesse  du  mouvement  des  planMes  autour  du  toleil 
d^jpend  seulemenl  de  Vintensiie  de  Pimpnlsion ,  landis  que  celle  de  la  rotation 
d6pend.  da  mo/nenf  statique  |.  ou  de  rintensiti  de  rimpulsion,  multipliie  par 
sft  dUUmcet  au  centre  de  gravitd,  il  est  visible^  que  cette  distance  pourra  6tre 
d^imindre  par  le  rapport  qul  eziste  entre  les  deux  Titessetc  00*  peot  tabsti* 
ttiei:  le*  moyeu:  mouvement  de  la  plan^te  aa  vrai  mouvement ,  en  ^galant  ta 
distance-  aa  soIeiL  au.  grand  demi-axe  de  son  orbite  =Aa  Or  la  rotation  dtant 
aussi.  unifojrme ,.  iL  s^agit  de  comparer  entre  eux  deux  mouvement  oniformet, 
produitt.  par  rimpulsion  V:  les  mouvement  en  des  tem»  ^aux  seront  done 
Gomme*  let.  accildrations.  imprim^es  par  l'impuIsion  ($.  92.).  La  vitette  anga- 
laire  de  la  rotation  est  ~r-  hdt  ($.  92.),  celle  du  mouvement  autour  du  to- 
leil  ett  ~—  di,  donc  la  vitesse  angulaire  -^-7-  di,  M  itant  la  matte  de  I» 
planfete:  les  vitesset  angulaires  des  moyens  mouvemens  annuel  et  diurne  tO' 
Tiont  donc  entre  ellet  •  comme  -r^-r  ett  ii  •=• .    En  nommant  T  la  longoeur  dei; 
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Xwkuit  «idjrale  de  la  planktei  r  U  durie  d^un  jonr  •id6raU  1^^  deux  Titessee 
prdc^dentes  seront  auasi  comme  r  a  Tj  d^oii  il  suit  •— -  zr  ^.  £n  supposant 
la  figure  de  la  planfcte  sph^riquei  sa  densitri  uniforme,  et  son  demi-JiambtM 
Slo,  on  a  J=|Ma*  (S*  S^Ot  d*oii  il  suit  — —  — j- ,  ou 

-ce  qui  est  !a  distance  ile  rHnpuItion  i|U  centre  de  la  ^planto ,  -en  parties  de 


0^ 

fon  demi-diamMre*  La  fraction  j  ^^t  le  demi  -  diamfetve  'apparent  de  la  pla* 
nfcte,  vtt  du  corps  central,  Ou  la  paraltaze  du  soleil  sur  \bl  plankle:  quand  il 
s^agit  de  la  lune,  -^  ^^  ^^^^  ^®  demi-diamMre  apparent  de  la  luno  zsin  i5'33'%; 
(IL  $•  ai5.)«  Les  Taleurs  de  T  et  r  pour  toutes  les  planbtes  sont  expos^es 
dans  les  tables  (IL  $.  99.*  166).   Kous  avons  donn^  (U.  $.  i53.  179.)  ies 


mbtres  apj(^arens  k  la  moyenne  distance  du  soleil,  ^,  et  les  d/emi*axes  des  or* 
bitesi  a,  cdui  de  Torbe terrestre itant  Tunit^;  d*oJi  Fon  tire a ;i : : sin  —  :  — ,  ou 

C*^ Ji=u'    . 

L^espace  r  qne  la  force  V  fifh  parcourir  Ji  la  masse  H,  supposie  en  repos, 
dans  le  tems  di,  est  zzg9^  ($.  17;).    Puisque  les  mouvemens  sont  suppos6s 

uniformes,  on  peut  &ire  d  /  ==  1 :  alors,  en  nommant  c  Pangle  que  ia  planbt<^ 

V  *v 

d^crit  aiitour  du  soleil  en  une  seconde,  on  aura  czz:  Asinc^i  -~  f  ou  r;  nr 

—  sin  c.    Si  Ton  nonune  «  ^  parallaze  du  soleil,  et  B,  p,  les  demi-diamfctres 
de  Torbe  terrestre  et  de  la  terre,   Dn  a.  p.=  B  sin  ufi   et  A  =  a.  B|    donc 


6  '       . 

^  ^lant   environ    iSoooop    ($.   Sg.) ,    et  c  le  mourement  sid^ral    diurne    s 

(11.  S-  99*  '79O1  divisi  par  86400.  Or  ^^7^  =  17,  36i  i . . .  =/1.  d'o4  Pon  con- 
clura  ces  formules: 

^*'^ T  p<r.  de  rolat. '     ^  ''**"*  A  a      ^^ 

(^) «=i-T-  — '  C7) M=M«.n^^; 

ReUtivenient  k  la  lune,  on  8^=i;  ~z=$iai5'3i'%T>   ~  ^fsin  i5'33"75 


T 
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T         C     . 

r=:=z--s\ney  C  itant.  b  demi-dTamStre  de  rorMle  lunaire.  dltmc  C'=rdbl' 

**       ^  C 

(11.  $.  »3'.),  —  zzffax  tSooooorr  90000000^  et  c=:o'%549^ 

%.  95.  Soit  (F^.  ^3.)  S  le  centre  da  aoleit  ou.  du  corpa  central,  T 
eelui  d^une  planfete  qui,  en  verlu  de  llmpukron  V,  pasaant  par  B  perpendi^ 
eulairement  k  SB^  a  acquia  le  mouvement  T^^iiAsinc,  et  uno  lotation  eui- 
Yant  Aa  ^i  fSMt'  d^crire  k  chaque  iliment  A  autour  du  centre-  T  Tangla  ¥ 
•n  une  «econde:.  cela  pofi  concevona.  que  L'eapace  emtre  la  planfete  et  loii 
coEpa  eentaal  aoit  na  plan  inflezible  et  immat^riel^  fizement  uni  k  la  planMe^ 
Alors  chaque  point  C  dana  ce  plan  parcoucra  paceillement  en  une  eecondr 
Fespace  C&znTlzrAaijic^  pendant  qu'en  vertu  de  la  rolation  commune  ao 
plan*  entier,  U  toucnera  autour  de  T,  auivant  la  direction  oppos^e  Cc,  avce 
ia  viietse  angulaire  V:  en  faitant  donc  TC  =  jc^  le  point  C  paccouria  en 
une  seconde  Tespace  Ce:izyx.  Maintenani^  Cc  croissant  avec  s^  taodis  qae 
Cd  est  conslant,  il  est  ais^  de  pr^voir  q^u^il  y  aura  quelque  part  dana  ce 
plan  un  point  C  qui^  k  rorigtne  du  mouvement,  restera  en  repos,  parce  que- 
les  deux  mouvemens  opposfo  C&=Cc  se  dAruiient^  on  a  pour  ce  point  -Ac:^ 

yx  ou  «1=:  — .  Le  poiht  C,  autour  duquel  te  plan  entier  eommence-  k  tonr* 

X.        J^      e 
nexi,   a  ^t^  nommi'  le  centre  de  Id  roiailon  Ubre.    Oli  a  dbne  ~  =?~  •^jr  — 
T      a       e  ^  s         T  m        a      y 

^^  •  5"  "  7  CS-  q4-  C6))i  el  S  cause  de  .;j  —  ;j^ 

« 

^'^ -~j-"y^ 

ee  qui  est  la  dislance  du  ceatre  de  l'e8cillation  libre,.  ezprimfc  ea  denri- 
diamfetres  de  la  planfete,  On  »  aussi  (J.  87*)  |tt^=  ^^  ,  d'oA  il  w^ 
szzl^^ti  BC=x  +  h='^'^'^^y',  ce  quLnoua  apprend,.  qie 

B  est  par  rappori  li  C,.  et  C  par  rapport  k  3^  ee  qji^on  appelle  dana  la.mA- 
canique  le  centre  {fosciUation ,  ou  le  point,  aulour  duqoeL  le  plan  entieri,  k 
rinstar  d'un  pendule  ainiple,.  fejrait  lea  mMnea^  oscittations ,,  que  si  aa  masse 
enli&re   itait  r^unie  dana  ce  point 

$:  96,  Le   tableau  suivant  prei^ente   Tea  vafeon-  numerrques.,   calculte 
aus  Iml  ibrmulea  (4)  (5)  (6-);  (7)  (8),  pour.  tuuiea  lea  (lan^tes.  et.  ia  lune»^ 
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iS^ 

T 

T 

a 

a 

X 

a 

s 

^^^^^B         ^^^^^n          ^_^_^_ 

0,  000009(16  ' 

—  —  —  — 

1417,768 

. 

% 

a5i3e,  84 

0,  000043586 

0,  4384(^7  =  ii 

2010, 856 

0,912227 

I> 

1 0475, 9»6 

0,  000087041 

0,864786=  - 

2728, 626 

1 ,  09G684 

<f 

668,699 

0,  000014^310 

0,008806=  -— 

a63 

5o3o, 520 

105,0988 

$ 

« 

366,  a56a5 

• 

aSoy  956 

0,  000041694 
0,  000055296 

0,006108=  -47 

t64 

0,  oo5to8  =  — ^ 
•        196 

6209,  567 
7801,170 

65, 48498 

> 

78, 80829 

5 

87,6335 

0, 00004 t33o 

0,  ooi44^_  ^^^ 

9980, 482 

276, 097 1 

C 

1 ,  0000 

0, 00452669 

1  0,00,811  _^^^ 

208, 090 

220, 912 

La  table  pric^denle  donne  lieu  a  plusieurs  obseivalions  importantea« 
La  distance  Ag  rimpuUioa  au  centre,  — ,  est,.  relativement  a  Saluroe  et  Ju- 
pitcr,  k  peu  prks  la  moiti^  du  demi-diametre;  chfes  les  autrea  planfetes  elle 
cat  ceat  fois  moindre*  — -    Le  rapport   entre   lea  vitesses   de  cotaiion   et  de 

T  .V 

translation,  — ,.  dicroit  ^  et  Tintensit^  de  rimpulsion  --  augmenle ,  ii  mesure 
que  les  planbtes  sont  plus  proches  du  soleil,^  et  -r  est   r^ciproque   k  la  raci- 

Sw 

ae  carr^e  de  la  distaace  du  aolcil:  ee  q^ui  est  une  suite  n^cessaire  de  la 
troisi^me  loi  de  Kepler,  suivant  laquelle  T  est  proportionnel  k  A^.  En  eflet, 

■y         A .  c 

racc^l^ration  ^  =  — ~  e^  conune  la  vitesse  moyenne  A  •  c,  qui  est  ^gale  k 
-— - ,  et  par  consi^quent  proportionnelle  k  — • .  —  La  distance  du  centre 
d^oscillation  — ,  ainsi  que  la  distance  de  rinipulsion  — ,  ont  ii  peu  pr^  la 
xn£me  valeur^  relativemedt  k  Saturne  et  k  Jupiter,.  et  sont  iellcs  que  le  cen^ 
tre  d'oscillation  est  k  peu  prba  k  la  surface  m6me  de  ces  deux  plan^les,  aa 
ILbu  que  chto  lea  autres  planktes,  cette  distance  est  cent  Ibis  plos  grande.  — « 
Le  phAnomtoe  le  plua  surprenant  est  celui  que  pr^sentent  lcs  centres  ^ou 
ciUatiQn  da  ia  terre  ei  de  la  luoe..  Relativement  ii  la  lone,,  la  diatance  m 
cst  220,.9  demi-diam^tres  de  la  lune^  ce  (^ui  fait  0,27298  ..220, 9  ou  k  peu 
fThs  60  demi-diamktres  de  la  terre:  le  centre  d^oscillalion  de  la  lune  coinc^ 
&e  donc  exactement  aTce  le  cenire  de  la  terre^  celui  de  1»  terr>e  tembe  ua 
fCQ  au  delii  dc  la  lune,  x  iiani  65  demi  diamdtrea  de  la  terre.  Gette  har- 
BAnie  Crappante  pacait  indiq^uer  un  nouveau  lien  qui  r^unit  ces  deiui  corps^. 
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et  il  est  possible   qu^elle  rjpandra  un  nouveau   )our  aar  cetfe  partie  de  Vm^ 
stronomie  phy^ique.     Jean  JBernoulIi  fit  le  premier  cette  observation^  reUtip 
Tement  a  la  terre,  et  oe  grand  g^ombtre  en  reconnut  toute  Pimportance  (')• 
$.  97.  Cette  rotation  libre  ai^our  d^un  axe  invariable  sera  continufc 
aans  cesse,    si  les' planbtes  ont  re^u  une  impulsion  primitivei    dont  la  dir^ 
.ction  ^(ait  dans  un  plah,  passant  par  le  centre  de  gravitiiy  et  perpendiculaira 
k  un  a-ze   libre  ou  principal  de  la  planbte,   et  ai  elle  :n*eft  :point  aolliicitte 
par  des  forces  itrang^res.  Le  premier  cas  a  ^videnunent  lieu,  relativement  k\ 
la  terre,   puisqu^elle  toume   uniform^ment  aulour  d^un  $Lxe  principal;    et  It 
Vndme  cas  aura  toujours  IieU|  si  la  plan^te  est  une  sphere  d^une  densiti  um* 
forme,    ou   uniforp^ment  variable;    il  aura   encore.lieu,   si  la  plankte  itait 
primitivement  un  corps  mou  qui^    par  cons^quenti    dewiit  prendre  la  figart 
due  k  rimpulsion ,   de  sorte  que  le  diam^tre ,  perpendiculaire  ii  4a  diractioB 
de   rimpulsion,    devenait  par  lli   un  axe  libre.    Mais   s*il  y  a  des  planklee 
autrement  form^esi    Timpulsion  primitive   peut  avoir  eu   una  drrection  <jm 
Q^dtait  perpendiculaire   k  aucun   des    trois  axes    principaux:  -  dans   un  pareil 
cas  la^  rotation  ne  serait  pas  uniforme,  ni  Paxe  invariable,  ensorte  qull  senrit 
trfes-difficile  de  d^terminer  la  rotation  par  des  observations  g^ocentriques:  on  a 
voulu   m£me  expliquer  de  cette  manibre  les  contradictions  apparentet  entia 
les  observations ,    relatives  k  la  rotation  de  V6nus.    Cependant,    conune  les 
taches  de  toutes   les   planetes,    sur  lesquelles   on  a   pu    les   observer,   indii 
quent    une  rotiation  uniforme  sur  un  axe  invariable,   il    est    trfes  *  probablei 
que   rimpulsion  primitive  de  toutes   les  plancites  a  eu  une  direction  conve- 
nablO)  ou  plutdt  que  tous  les  corps  c^lestes  ont  primitivement  ^t^  des  sphfc- 
res  uniformes  ou  des  cofps  moux:   ce  qui  prouve  en  mftme  tems,'que  toos 
les  corps  c^lestes  tournent  sur  un  axe.    Car  le  nombre  des  directions  qne 
Fimpulsion  primitive  peut  avoir  eues,  itant  infini,    il  est  infiniment  peo  pnh 
bable  qu'elle    ait  passd  pr^cisiment  par  le  centre  de  gravit^;    et  pour  pe« 
qu^elle  s'^cartat  de  cette  direction,  la  plan^te  a  dA  recevoir,  outre  soa  moo» 
vement   elliptique   autour    du   soleil,    un   mouvement  de  rotation  autoor  dd 
son  centre  de  gravit6. 


^ 
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(i)  Jo,  JStmoulU  Optra,  Tom.  IV.  pag.  283.  Coroli, 
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Teftwrhatim  de  la  rotation  par  des  forces  etrangeres. 

I 

J.  98.  v/n.  a  wt  Sam'  le  Chtpilre  IL  du  III.  Livre»  que  la  r^ction 
la  grayjti'  mriyerselte  ne  peut  paa  altirer  sensiblement  le  mouveinent  de 
translation,  ou  elliptique  des  plan^es^.  si.elles  ne  s^dcartent  pas  excesiive- 
aient  de  la- figure»  spfairiqde;  mais  il  n'en  est  pas  de  mfime-du  nrouvement  de 
rotatiom  Si  la  direction.  moyenne  do.  toutes  les.attractions- que  chaque  61i* 
■lent  d^nne*  plaakte  ^rouve  par  Taction .  des  ^  autres  corps>  c^Iestes^.  ne  passe 
pas  par  sen.  centre  de-graTiti,.  il  en- r^sultera  une' nouvelle  rotation  autour 
du  centre  de  gravit^^  ou  une  perturbation  de  la-  rotation  primitive;  et  cette 
perlurbation  est  le  sujet- des  Chapitres  suivans^de  ce  Livre.  Uapplication  de 
la  th^orie  sera  born^e  k  la  rotation  de- la  terre  et  de  la  lune,.  parce  qu^eller 
sont  lea^  seuls  corpa.  c^lestes,,  dont  la  rotation  puisse  £tre  observ^e  avec  as- 
Bi$  de  pr^ision,.  pour  que  rapplication  de  cess  recfaerches:  donne  un  resul-- 
tBLi  utiie  k  rastronomie. . 

$•  99..  Comme  les  forces>qui  sollicitenl;  la-planife^vpeuvent  avoir  tou-* 
tes  lea  direciiona' possiblesy.selon  la  positiondes^corps  perturbateurs ,  il  est 
nicessaire  de  les  d&comppser^.  ainsi  que  les  vitesses  de  chaque  ^l^ment 
Z:=:dM,  quien  r^sultent,  suivant  trois  azes^^fixes^.  AB,  ACyADj  {Fig.  iS.)^. 
que  nour  prendrons^  enserte  qu  ils^  se  coupent  perpendiculairement  au  centre 
de  gravitd  A.  Soient  denc  AXrr.X,.  XY.zr  Yv.  YZ=:Z'»  les  ceordonnfoe 
de  r^l^ment.  Z,  paralleles  k  cesajLeSy.  x,  y,  z^celles  du  corpS' pertorbateur,, 
et:  R  sa  distanc»  U  rSI^ment  Z.    Cela  pps^  on  aurai 

(A) il»  =  (x-X/  +  (jr-.Y/+.(s-Z)^;. 

SH  l!bn*.  (rrendr  le  dtoii^diam^tra  de  la*  terie  pour.  unit^  deslignes,..  Ia>  force/ 
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acc^l^ratrice  de  la  masse  de  la  terre  par  rapport  ii  la  pesanteur  aur  la  terre, 
sera  a  la  distaDce  R  =  — ,  et  la  force  do  corps  perlurbateur ,  dont  la 
masse,  divis^e  par  celle  de  la  terre,  est  V|  sera  k  la  m^me  distance  =^^ 
En  nonunant  cf,  V ,  (f,  les  forcet  acc^Uratricea  suivant  x,  y,  z,  que  le  corpt 
V  exerce  sur  T^l^ment  dM,    on  auim 

^') ^-]r«"~R-»      ^-K-^IT'      ^-iii--R— 

Or  on  a  autsi   ($•  17.  n.  40 

(a).....c/=— — ,  y=— r-r,  C^  = 


la  caract^ristique  d  se  rapportant  au  mourement  compojii  de  translation 
et  de  rotatiott  de  r^Kment.  En  ddsignant  donc  par  S  les  diffitrentiellts 
qui  r^ultent  de  la  rotation  seule,   on  aura 

SxznOf   {'jrzro,   Sz~Of  et    dxnro,    d/rzo,   ds  =  o, 
parce   qu*on  ne   consid^re  pas  ici  ie  mouvement  du  corps   V,    mais  de  la 
planfete  M.    Si  Pon  diflT^rentie  donc  r^quation  (A)  par  rapport  a  U  rotatiaB, 
ii  viendra  RJR  =  — (j;  — X)JX  — (jr  — Y)JT  — (s  — 2)ffZ,   partant 

(B) 1= IL 

^   '  R  (x  — X)6Xh.(j— Y)dY+(a— Z)  JZ 

En  faisant,   pour  abriJger, 

adX.JX-|-ddY.JY-|-d3Z.ffZ=U,    et  a^a<*  =  7, 
on  tirera  dea  ^qualions  (i)  (a) 

«/ffX-l-  m-l-  </«Z=  H = Z  ( (-p_x)  JX+  (jr-Y)  JY-I-  (*-«)  JZ }  =—  ^  f B, 

U        V 

ce  qui  donneniy  pour  chaque  ^Mment  dM,  T^quation  0=  7r-|-—  S^Ri  done 
pour  la  somme  des  mouvemens  et  des  forces  de  tous  les  iUmens, 

(C) o  =  2.U3M  +  V7.2^aM, 

Tint^grale  Z  se  rapportant  aux  ^l^mens  dM,  et  s^^tendant  ii  la  massa  entikre 
du  corps  M,  au  lieu  que  /  se  rapporte  au  mouyement  ou  ii  la  diffiirentielle 

du  tems  d^ 

$.  100.  La  direction  de  Taxe  AB  ^tant  arbitraire,  supposons  d'abord| 
que  le  plan  des  x,  y,  soit  parall^le  k  r^cliptique,  et  que  AB  soit  dirigi 
vers  le  point  Ternal  oY:  alors  AC  se  dirigera  vers  le  point  solstitial  oS» 


~  \ 
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ei  AD  vers  le  pole  bor^al  de  r^cliptiqiie.  En  notnmant  donc  la  distance 
de  r^l^ment  dM  au  centre  de  gravit^  ZAzizr,  sa  latitude  ZAY  z=:p,  sa 
longitude^BAY-cz^^  on  aura   ZYizzrsinp,  AY  rz  rcosp,^artanl 

(3)  .  • .  .  .  X  iz:  r  C08  p  cos  q,    Y  z±  r  cos  p  sin  ^  ^     Z  nr  r  sin  p. 

Si  Ton  suppose  le  corps  perturbateur  V  en  F,  et  qu^on  nomme  sa  longitude 
vue  de  A,  BAEzzv^  la  tangenle  de  sa  ktitude  EAF  =  X,  sa  distance 
de  A,  AF  =  e^  sa  dislance  r^duite  h  T^cliptique  ou  accourcie,  AE  =  ?f  on 
aura  ?'  =  f  *V{i  -|-^*)>    et  les  dquations 

(4) jjrzfcosi;,   ^yrrfsinv,.    «rrfX. 

Goncevons  autour  du  centre  A,  une  sphfere  qui  est  coup^e  par  les  axes  A6, 
AD,  et  par  AZ,  en  B,  D,  et  Z  {Fig.  a^Oi  ^nsorte  que  D  soit  le  pole 
bor^al  de  r^cliptique  BL,  et  B  le  point  oT  d^oii  se  comptent  les  longitu- 
des.  Soit  QNMR  T^quateur  de  la  planfete  A,  P  son  pole,  N  son  noeud 
descendant  ou  son  point  vernal,  dont  la  longitude  qst  BNrre;  soit  Tangle 
forme  par  les  deux  plans,  ou  robliquilri  de  r^cliptique  sur  la  planete  A, 
LNRouDPmsJ,  PMIe  premier  m^ridien,  NMma,  la  d^clinaison  de 
r^l^ment  ZKzzP,  sa  longitude  g^ographique  MK  —  Q.  Cela  pos6,  Fascen- 
sion  droite  de  T^l^ment,  compt^e  du  noeud  descendantN  seraNK=Q4~^— Q^f 
aa  longitude  BDL=r<7^  sa  latitude  ZLrrp^  et  sa  longilude  compt6e  du  noeud 
N,  NLiry  —  izrzq'.    Onaura  donc  dans  le  triangle  DPZ, 

cosDZncosPDcosPZ+sinPDsinPZcosDPZ,  sin PDZ rz - ''^ * "' ^^^ 


tang  PDZrz 


sin  O  Z 
sin  P  Z .  sin  D  P  Z  tin  PDZ 


cosPZ.sinPD-^sinPZcosPDcosDPZ  cosPDZ' 

sin  PZ  .  sin  DPZ 


et  en  substituant   sinPDZrr 

sin  DZ  ' 

sinDZcosPDZrrcosPZsinPD— sinPZcosPDcosDPZ. 
Si  ron  substitue  DZ  =  go^—p,  PDrrtsj,  PZrzgo**— P,  DPZzr go^^+Q', 
PDZrzQO^  — /,  on  aura  les  ^quations  suivantes, 

r  sin  /7  zr: cos  oo  siii  P — sin  vs  cos  P  sin  Q',   *cos  p  cos  q^ rr  cos  P  cos  Q^, 
c  cos  p  sin  /  rr  3in  ©  sin  P  -f-  cos  xa  cos  P  sin  Q'. 
£n  introduisant  ces  valeurs  et  ^zr  £-{-/>  dans  les  ^quations  (3),  ellea  deviendront 
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X 

—  zz  cos  e  cos  P  cos  Q' —  sin  6  sin  P  sin  xs  —  sin  e  cos  P  sin  Q'cos  «J, 

I  Y 

(6) V"  —  ^^^  s  sin  P  sin  (55  -|-  cos  e  cos  P  sin  Q'  cos  isJ  -f-  sin  g  cos  P  cos  Q', 

—  —  sin  P  cos  XfS  —  cos  V  sin  O'  sin  vs, 

r  * 

Ces  equations  nous  apprennent,  que  X  se  change  en  Y,  si  Ton  met  —  cos  e 
k  la  place  de  sin  s,  et  sin  e  au  lieu  de  cos  e,  et  que  par  cons^quent  X^  se 
changera  en  Y*,  et  93X6 X  en  93Y5Y,  si  Fon  mel  —  sin  e  cos  e  au  lieu 
clesinEcosE,  cos^e  au  lieu  de  sin^  e,  et  sin^s  au  lieu  de  cos^e:  partant  ddXd^X 
deviendra  BdX^X-^-dBY  SY,  si  Ton  fait  sinEcosEzrsiuEcos  e  —  c0SEsinE=o, 
sin*  E  —  sin^  e  -[-  cos^  £  —  J »  et  cos^  e  —  cos^  e  -[-  siu^  e  =  i.  On  forinera  donc 
ddXd^X,  en  rejetant  tous  les  termes  multipli^s  par  sin  c  cos  e,  et  faisant 
sin*  e  zr  cos^  £  zr  I,  ce  qui  donnera  ddX^X-^-  ddYSYn 

D'ailleurs  comme  on  peut  supposer,  que  les  planetes  tournent  sur  un 
axe  principal,  les  deux  autres  axes  principaux  sont  situ^s  dans  le  plan  de 
r^quatcur.  En  prenant  donc  les  coordonnces  de  T^lement,  X^  Y^,  dans  ce 
plan,  et  les  axes  des  X^,  Z\  suivant  les  directions  du  m^ridien  N  et  du 
{»ole  bor^al  P,  on  aura 

Z'  =  rsinP,     Y'  =  rcosPsinQ',     X' =  r  cos P  cos  Q'. 
Mais   Taxe   des  Z'  etant   un  axe   principal,    ZX'Z'dM   et  £Y'Z'dM  sont 
nuls;  et  par  la  nature  du  centre  de  gravit^  A,   2;X'dM,  SY'dM,  SZ'dM 
sont  aussi  nuls,  d^ou  Ton  conclura  ces  ^quations  de  condition: 

(7) oiziSr^^aM.sinPcosPcosQ',     0  tiz  Sr^dM.sinPcosPsinQ', 

(8) 0  zz  lr3M . cos P cos Q',  ozzIrdM.cosPsinQ',  orz:Zr9M.sinP.  ^ 

Maintenant  il  faut  diiTirentier  X  c;t  Z,  en  regardant  comme  constans  P  et  Q, 
parcequc  la  rotation  ne  peut  pas  alt^rer  la  latitude  et  la  longitude  g^ogra- 
phique  de  Telement:  les  differentiellesseront  donc  prises  parrapport  k  co,  £,  gt; 
et  Ton  aura  dQ'=i:  du,  parce  que  Q^zz:Q-(-u.  Ainsi  les  equations  (6)  donneront 

—  zz  —  3  to  cos  P  (sin  Q'  cos  e  -|-  cos  Q'  sin  e  cos  xa) 

—  9£  (cosPcos  Q^sinE-j-flii^Pco^^^ii^^-f^cosP^^i^Q^c^^^c^^^) 

(9)  ...,./ 

-|-  9rw  sin  t  (cos  P  sin  Q'  sin  w  —  sin  P  cos  xa) , 
.  — ^  zz  •—  3  w cos  P C08  Q'sin  ts  —  d  w  (sin  P sin  tu -}- cos P sin  (/cosjff)^ 


\ 
t 
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' zi:  1-  d  d  0)  cos  P  (sin  (^  cos  g  -}-  cos  Q'  sin  g  cos  w) 
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—  3  3  £  (cos  P  cos  9'  sin  6  -|-  ^in  P  cos  s  sin  xs  -|-  cos  P  sin  Q'  cos  €  cos  w) 
-|-  d d  ro  sin  g  (cos  P  sin  Q'  sitt  ro  —  sin  P  cos  to) 
-f-  dc«*cos  P  (sin  Q^^sin  c  cosisj  —  cos  Q^cos  e) 
-j-  3  €^  ^sin  Psin  6  sin  UJ  -|-  co3  P  sin  Q'  sin  e  cos  tsj  —  cos  P  cos  Q  'cos  a) 

(lo)  ...  •\+  dts^sin  e  (cos  P  sin  Q' cos  w-|- sin.P  ^in  ts) 

-}-  2  3  w  9  6  cos  P  (sin  Q'  sin  e  —  cos  Q'  cos  £  cos  xa) 

«f-  2dudtiJcosPcos  Q'sin  c  sintiJ-{-2d£dti5cos  e  (cosPsinQ  sin  tsj — 8inPcost)3)| 

—  rz —  ddwcosPcosQ^sintsj  —  ddtc^sinPsintAj-l-cosPsinQ^costij) 
-f-  3  w^  cos  P  sin  Q'  sin  tsj  -f-  9  ts*  (cos  P  sin  Q'  sin  CJ  —  sin  P  cos  xa) 

—  2  3  w  3  tsJ  cos  P  cos  Q*  cos  tu. 

Si  Ton  multiplie  les  fonctions  (lo)  et  (9),  en  mettant  dans  les  derni^res  la 
caract^ristique  5  k  la  place  de  d,  qu^on  rejette  tous  les  termes  multipli^s  par 
sinPcosP  '*"Q'  (j)  ou  par  sinecose,  et  qu'on  fasse  sin*£  =  cos^ezi:  i,  on  trouvera 

ddw(i  —  co8^Q'sin*tsj)  4-d3e  cos  xxS — ddtiJsin  Q^cos  Q^sin  tiJcostsj 
f  wcos^P  <^  4-  (dw^  -|-  de^;  sin  Q'  cos  Q'  sin^  ^  —  dxa^  sin  Q'  jcos  Q'  cos^  xtt 

—  2  d  w  d  txj  cos^  Q'  sin  Xf5  cos  tsj  —  2  3  e  d  tsj  sin^  Q'  sin  CJ 

aa w  cos^  P  cos  tsj  4-  a d  6  [cos'  P  -|-  (sin^  P  —  cos^  P  sin*  QO  sin*  uj] 

—  ddxa  cos^  P  sin  Q'  cos  Q'  sin  ts  —  d  tsj^  cos^  P  sin  Q'  cos  Q'  cos  t«5 

—  2  3wde  cos^P  sin  Q' cos  Q'  sin^tsJ  —  2dwd  tsJcos^P  cos^  Q'sin  ts5 
4-  2  3  e  d  (55  (sin^  P  —  cos^  P  sin^  Q')  sin  tsj  cos  tiJ 

-  3 8  w  cos^  P  sin  Q'  cos  Q'  sin  tsJ  cos  tsj  —  3  3  e  cos^  P  sin  (/ cos  Q'sin  tsj 
-|-  ddtsj  (cos^  Psin^  Q^sin^  CJ  -)-  sin^  Pcos^  (SJ)  -|-  3w^cos^  Psin^  Q'sin  «J  c?os  tJ^ 
-h  (^  e"*  +  d  «o"*)  (cos^  P  sin^  (/  —  sin*  P)  sin  tsj  cos  tU  . 

-f-  2dw3e  cos^  Psin^  Q''sin  tsJ-j-  23wdtsJ  cos^  P  sinQ^cbs  Q^sin^  tsj 


-j-S^e 


4-  Jw 


dwcos^P  sin  tsj 


a 9 w  cos^  Q^  sin  tsj 4-  ddciJ  sin  Q^  cos  Q'  cos  t» 

—  (dw^  +  dtsj^) sinQ^cosQ^sintir  4~  2.dwdtii^cos^Q 


^cosw> 
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S^B'j}  cos*  Psin  Q^cos  Q^sin  OJ  cos  isJ-f-  59c5  (sin^Psin^oJ  -|-  cos^Psin^Q^cos^©') 
—  3ai^cos^Psin^Q'8intffco8ro^-9ci5^(sin^P---cos^Psin^Q')sint0costs3>^ 
2  3  w  3  tiJ  cos^  P  sin  Q'  cos  Q'  cos^  cJ 


d^ou  Ton  tireia,  en  ajoutant  ensemble  ces  deux  fonctions,  {$.  99.) 


r^ 


f  d  5  w  003=^  P  cos  tc  4- a  a  6  fcos*  P  +  (sia^  P  —  r,  cos^  P  ( '  —  cos  2  Q'))  sin*  10] 

cos^  PsinaO'  sintsj  —  cos^  P  sinaO'  r cost«J-J-dcudEsin^t0  .( 

"^        j  — 3wdts5  cos^  P  (i  -}-  cos  aQ)  sin  tsJ 

-}-  aaed  tsj  [sin^  P  —  I  cos*  P  (1  —  cos  aQ')]  sin  tsj  cos  «r 

cos*Psin2Q'sintxJ-|-33«J[sin^P-|-I  cos^P(i — cosaQ')] 

^Sw  ^  +  d  e^  [i  cos^  P  (i  —  cos  2  Q')  —  sin*  PJ  sin  tsj  cos  tsj 

-]-  3 w3 £  cos"  P  (1  —  cos  aQ')  sin  tsj  -^  dwdtsj  cos*  P  sia 2 Q'- 

Faisons  maintenant  pour  abr^ger, 

c  ^3w  -)-  936  cos  tiJ  —  3g  3 tij  sin  tsj  =  3  (9w  -j-  3f  cos  tsj)  zr  il^ 
(11) < 

C  d  (dw  cos  tsJ-f- dc)  izE,     dd  tsj-f-dwde  sinisjn:  n, 

C  Sr^aMcos^Pi^H,     2r^aMsin*P  =  K, 
^       C  Sr^aMcos^PcosaQ^^U,     Sr^a  M  cos^PsinaQ^rzN', 

ct  substiluons  cela  dans  la  valeur  pr6c6dente  de  — ,     il  viendra 

2:UdM=:5w  $Hii-f^'(a6^sin»tsj-^atsj*)4-L'3£ats5^ 

^       rHE4-(^K— ;^H4-^  U)ddcsin^xa—l  N'(30tsJsin  tsj4.atsj*costxJ-|-  ^awassin^tsJ; 
c — L'3watssin  ©-{-(i^K  —  H-|-  L')3£3tsjsin  tsjcos  tsj 

cHri  — lN'-^a6  8intiJ-{-(K— IH  -^L')dat3 
"^  •  ^-f.(|H  — K—  |L036^sintxJcostsj  — L'aw36sintsj.f  N^dwatJi 
On  peut  simplifier  cette  tbrmule  par  les  considerations  suivantes.  Si  Pon 
atippose  la  plan^te  A  sph6ri<]ue,  sa  densite  ^gale.k  Tunil^,  et  qu'on  regard» 
r^l^ment  dM  comme  un  parallfelppipfede,  dont  la  base  est  termin^e  par  les 
arcs  infiniment  petits  de  deux  m^ridiens  et  de  deux  parall^Ies,  et  dont  la 
hauteur  est  la  diflfiirentielle  de  la  dislance  r,  on  aura  dM:zr3P.r3QcosP«3ri: 
r^dnaQ.dPcosP,  d'ou  Ton  lire  HinIr^dr.dQ.dPcos^P,  K-Sr^ar.dQ.dPcosPsin^P^ 
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2:r*dMcos^PcosuQ=L=rr4ar.dQcqs2Q.dPccs3p,  2r'aMcos*PsinaQ  = 
N—Zr^dr.dQsitmQ.dPoos^P.  On  apra  ces  int^grales  four  (a  demi-sph^- 
re,  en  int^grant  d'ciborcl  par  rapport.i  r,  depuis  r—o  jusqu^k  r~r,  / 
^tant  le  rayon  de  la  sphere^  ensuite  parrapport  kQ,  depuis  Qzzo  jusqu*aQ=: 
360*^=2  7^,  enfin  parrapp^  k  P,  depuis  F~a  jusqu'^  Pzirgo*';  J'ou  il  risulte 

H'=  ^  /^.2(i-sin^P)a.«inP=  ^  /^ 
L=  —  sinaQ.SV^Pcos^P^a, 

lO  ^  ■  ^  V  ' 

r'  5 

N  =  —  (i  —  cos  2Q)  Z.8P  cos^P  =  0,  h  cause  de  aQ  zz^it* 

Or  ious  les  corps  c^lestes  que  nous  connaissons,  s'6cartant  tr^s-peu  des  sup« 
positions  pr^c^dentes,  on  a  a  peu  pr^s  K  =  ¥H^  (i=.  N  =  0j  du  moins 
|H — K,  L,  et  N,  seront  des  quanli.t^s  tr^s-petites*i^  rapport  &  H  et  K, 
qu'on  peut  n^gliger  dans  la  fonction  SUdM»  Le  secondU^nne  de  F^quation 
(C)  (§.  99*)  >  ^tant  multipii^  par  la  force  perturbatrice  V,-  serait  nul,  si  Ta 
planete  ^tliit  une  sphfere  homogfene:  il  sera  donc  multipli^  par '  les  quantitte 
I  H  —  K,  ou  L,  ou  N,  qui  df  terminent  les  irr^gularit^s  de  la  formatlbn  de 
la  plan^te,  «insi  qu^on  le  verra  dans  te'suite:  il  n'est  donc  pas  permis,  de 
n^gliger  ces  facteurs  dans  le  second  terme.  Maintenant  il  faut  se  rappeler 
(12)  que  L'  =  rr^^Mcos*P(cos2Qcos2(i/ — sin2Qsin2cj)  =  Lcosafa) — Nsin^cu, 
et  N'  =  Sr^^M  cos^P  (sin  2<^  cos  aw-f-cos  2Q  sin  2w)  =  N  cos2b}-)-Lsin2fa>, 
dV>ii  il  suit  que  V  et  N  peutent  aussl  6tre  n^glig^s.  En  faisant  donc 
K  =  i  H,  L'=  0,  N'  =  o,   r^quatix^  p.^idente  donnera 

(D) 5:.uaM  =  H  (X2>w  +  Ea-£4-njro). 

§.   lOT.    Considdrons    maintenant    le  'secpnd^  terme    de  P^quation   (C), 

■n    1-  D 

V7.£— —  ^M,  qui  d^termine  Taction  de  la  force  perturbatrice  V.    Poar 
cela  faisons 

Xcost;-f-Ysinv4-ZX'=S,     et     f  V  (i -f-X^)  ^f', 
ee  qui   denne  par  les  ^quations  (A)  et  (4)   (§•  99.    100.), 

R^  =  f'*- 2eSi-r». 
Puisque   ^s,  Sy,  Sz,    sont  nuls   (§•  99-),    *,  y,  *,   et  par  consdquent    (4>, 


,1 


.1 


i:    ' 


■  / 
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f,  V,  \  doivent  dtre  regard^s  comme  des  quanlit^s  constantes;  de  plus,  les 
distances  des  corps  c^Iestes  entre  eux  6tant  incomparablement  plus  grandes 
que  leurs  diambtres,  les  quantit^s  r,  X,  Y,  Z,  sont  tr^s-petites  par  rapport  k 
f:  on  aura  donc 

R.R  =  -,.S.„J,  =  i-.(,-!^)-S  =  jL  +  it!, 

d'ou  il  vient 

Rj^R  _  ys 5sys 

^"    "^      p«  (,  H-  x>)  1      eM*  +  ^')'' 

Les  diff(£rentielles  6^X,  6Y,  dZ  (9)  (§.  100.)  ne  rei^ferment  qne  des  termes 
de  la  forme  (8)^  qui ,  dtant  int6gr6s  par  rapport  k  £ ,  deviennent  nuls.  On 
a  donc 

25"S  —J^  X  cos  t;  +  Z6  Y  sin  v  +  2X5Z  zr  o, 
^    et  il  .ne  restera  que  le  dernier  terme 

'    R5^R  SSfi-S 


£n  difKrentiant  le  carr^  de  S,  on  trouvera 

(i3yr....SJS  =  Xa'Xcos*i;-l-Y^Ysin^v  +  (YJX  +  X«Y)sinvco8t; 
41  -l-X.6'(XZcosv-f.YZsin  v^-fX^Z^Zi 

oii  il  faut  omettre  tous  les  termes  de  la  forme  (7)  (§.  100.).   Les  ^quations 

(6)  et  (g)   dpnneront 

X5Xcc)8»i;  ^  ^  ^  _  C  sin  O' cos  O' (cos^  6  —  sin^  g  cos*  oj) 

=  — ffw.co»*vcos^P  >  ,  ,  , 

^  c  4-  (cos^  Q  —  sin^  Q  )  sin  e  cos  s  cos  xa 

.     C  sin  £  cos  e  (cos*  P  —  sin^  P  sin^  us  —  cos^  P  sin^  Q'  cos*  xs) 
—  6gcos*v5  "^  ^  ^ 

(-  +  (cos^  6  —  sin^  e)  co&^  P  sin  Q'  cos  Q'  cos  vs 

-|- Sxa  cos^  V  sin  a  sin  10  {  cos^  Psin  Q'cos  Q^cos  g  -f-  (sin^P —  cos^Psin^Q')  sin  €  coa  vs  }  , 

x*/  S^Z 

- — 5 —  =  X^  ^o)  cos^  P  sin  Q'cos  Qsi  n*  vs—\^Sxa  sin  xs  cos  ca  (sin^  P — cos*  Psin*  QO» 

Tous  les  termes  de  la  premibre  formule  sont  multiplies  par  cos^  v  sln^  t, 
ou  par  cos^vcos^E,  ou  par  cos^  v  sin  e  cos  £ ;  et  Ton  a  vu  (§.  100.)  que  X 
se  change  en  Y,  si  Fon  met  —  cos  e  k  la  place  de  sih  £,  et  sin  e  au  lieu  de 
cos  E :  XS^X  cos^  V  se  transformera  donc  en  YS^Ysin^v,  si  Fon  met,  outre 
les  substitutions  pr6cedentes,  sin^  v  au  lieu  de  cos^v;  d^ou  il  suit,  que 
JSlJXcosv  deviendra  X4'Xcos*v-j-Y4  Ysin^v,  si  Ton  substitue  cos* v sin^ e -|- 
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ain'  V  cos'  e  rr  «in'  (y  —  e)  -)-  ^  sin  a  £  sin  av  au  lieu  de  cos"  v  sin"  t, 
co8*i;cps*£  +  sin^t;sin^6zrcos^(t;  —  e) — ^sinacsinii  v  au  lieu  de  cos^vcos^s, 
et  sin  £  cos  E  (cos^  u — sin't;)=zi8in2  6C08  2  v  au  lieu  de  sinecos^cos^  v.  Cela 
pos6 ,  en  substituant  encore  les  valeurs  (12),  et  faisant  pour  abreger^ 
?  H  —  K  n:  H',  V  —  B~u,  on  trouvera 

(a) i^dM  (XSX  cos'  V  -{-  YffY  sin'  v  -f-  X»  ZSi)  = 

— 1  Jo)  {  Ucos  2i;sin  2e  cos  w4-N'[cos  2i;cos 26  -|-(8in*a-|-^3in2t;sin2£ — X^^sin^cj]  j 

— ?8^£C082  V  {  [H'sin^cJ-f-lL'(i  +  co8^aj)]8in2  6  4-N'cos2  6c/osro} 

— ^^^  {  (H' — ?  L')  (sin^  u -f- ^sin  2 1; sin  2  £ — X^) sin  2  tsj  —  | N'co8  2 1; sin  2£  sin  C9  }  • 

Le  terme  (l^S^X-j-Xfi Y^sinvcost;  est  !sin2t;.J(XY),  et  en  rejetant  dans 
les  ^qualions  (6)  (^$.   100.)  les  termes  de  la  fbrme  (7),  on  trouvera 

X  Y 

— -  =:  sin  £  cos  £  (cos^  P  cos^  Q' — sin^  P  sin^  tsJ  —  cos^  P  sin^  Q'  cos^  xa) 
-f-  (cos^  6  —  sin^  £)  cos*  P  sin  Q'  cos  Q'  cos  VS} 

5"  •  X  Y 

—  =— S^wcos^P  {l^^sin^esin^Q^^i-^cos^w)  — co8  2  £cos2Q'costiiJ}' 

C  l  cos-26  [(cos^  P  —  2  sin^  P)  sin^  vs  +  cos*  P  cos  2  Q'  (i  +  cos^  cjj)] 

C  —  sin  2  £  cos"  P  sin  2  Q'  cos  xa 
—  JisJsin^  {  sin  2  £  cosro  [sin^P  —I  cos^P  (i  —  cos  ^Q')]  4-r>co82€  cos'  PsinaQ' }  ^ 
donc  (i) tdM  (YffX  -|-  X«rY)  sin  v  cos^v  = 

1 5*  w  sin  2 1;  {  L'  cos  2  £  cos  tsj  —  ?  N'  sin  2  £  (1  -I-  cos'  w)  } 

-f  1 5^ Esin  2  v  { cos 2  £  [H'8in^ciJ-f- 5 L'(i  +  cos^cj)]  —  N^sin 2  £ cos ti9 }' 

-I-  J  6'tRj  sin  2  V  sin  tsj  {  (H'  —  |  L')  sin  2  £  cos  xsJ  —  J  N'  cos  2 « }  • 
On   aura,    par   ce  qui  piecede,    ^  (XZcos  t; -j- YZsin  v),  si   Ton  mel  dans 
^.XZcost;^  8in(£  —  t;)=z:-— sinu  au  lieu  de  sin£cosv^  et  cosu  au  lieu  de 
C08  £  CO8 1;.    Mais  (6), 

— r-  iz  —  ?  sin*  P  sin  £  sin  2  ^  —  2  cos*  P  sin  2  Q'  cos  £  sin  rs  i 

-j- 1  cos^  P  (i  —  cos  2  Q')  sin  t  sin  2x0,  d^oii  Ton  .tiro 

(c) X  .  2  3M  •  J  (XZ  C08  V  -|-  YZ  sin  r)  = 

-XJwsintiJ  {L'eo8u+N'siniiC08to}  +  X5^£sinisj  {(H'-|L')co8MC08tiiJ-.-^N'8ini/} 

—  XdtiJ{(H' — ^V)  sinu  cos  2XiJ  -}-?  N'cosm  cosoJ}  . 
Si  Ton  ajoute  ensembie  les  trois  fonctions  (a)(Jb)(jc),  l^^quation  (i3)  donnera 
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X.SffS.SMzz 
^  w  C  L'  (sin  2  u  eo8  w  —  2  X  cos  1/  sin  w)  — 
^    C  ,-,  N'f(i  — aX^^sin^ciJ-l-^i  -^  cos^Tii;)cos2i/-(-^^sinzfsin2T0j 

,    5^  \  H'  (sin  2 u  siii*  tiff  -f-  ^  <^0'  ^^  '^^  ^^)  +  ""  l*''*  ^  "  ('  "+"  ^os* w 
(  —  X  cos  u  sin  2  tuj  —  N'  (cos  2  u  cos  w  4"  ^  ^i^  "  si^  ^) 

—  2X^;  +  ^Xsinii  cos  2 


^     \     H' [J^sin2t0  (1  — C0S2U  —  2X^; 

^    /  H —  [sin  2  Ei  sin  ts5  -|-  2  X  cos  u  cos  t0] 


Faisons  pour  abr^ger, 


T  I  —  ft  X' 

}i  sin  2u  cos  tJU  —  X  cos  u  sin  ttf  =  8C,     : sin^  ttf 


i«4-co**CiJ 


C0S21/H —  sinusin2C9=58,  !sin2wsin*cij+  —  cosi/sin2tBrff,i 

(/\              ^       iH-cos^oj    .  X  #»v   I  —     X    .         .  -- 1 

14) X sin  2« —  --  co8ZiSin2ti5=z!D,  -cos2i/costsH--  sin  Msin«3n.6, 


1  .      -^  -r 

J  sin  2  tff  •%         *     • 

y  7 (l  —  COS  21/  —  2  X')  -[-  X  Sm  U  COS  2  XiS 

[  sin  OJ     .  ,     X  ^ 

V  — —  sin  2  w  -| cos  u  cos  tsj  rz  ®, 


=5, 


et  subslituons  L'  =  Lcosau  —  Nsin  2u,  N'  =  N  cos  au-|-Lsin  au  (§.   loo.): 
cela  pos^,  r6(|uation  pr^cedente  prenilra  la  forme 

(E) SS«SdM=:ffur?fL— »N)co82u  — (3fNi-»L^sin3u} 

+  «  £  { C H' -f  (©L  —  eN)  cos  o.to  —  (5>N  +  QL)  sin  2u} 
—  JwjSir— J,SL  — ©N)cosaw+  ;^,$N-|-©L)sinau}  , 

ce  qiu   elanl  multiplie    par -— ^ — -^^   donnera   le  der- 

f-(iH-x^'3  e^{i-+x')» 

nier  ferme  de   r^quation  (C)   (§.  99.). 

§.  ]02.   Pour  donner   pliis  de  symmetiie  k  r^qnation  (C),  faisons 

(  Sicosacu— ».sin2wiz:Xr,     Slsinuw-^  a5cos2cu=:i2'",      6=E', 

;i5) <©   0S2W  — esin9.w  =  E",     I>sin2w -|- Gcos2w=E"',      d  =  U\ 

(  iS^osaoj- -C3sin2u>  zzri",  ,^ 5 sin  2 0;  4- Ocos 2  wni II''': 

ellc  premlra  iilois  cetle  forroe, 

(F) II  (fto  w  4-  E ^  6  -f  II 6  tsj)  = 

Jlltll.^  i  6cu  Cl^L-il''  N)+a£(E'H4-E"L— E'"N)-5ti3(^nH'-n'X-|-n'  N) } . 
p'(T-f-X'i* 
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Puisque  les  variations  6^01,  d^c,  6^ts5,  sont  ind^pendantes  Tune  de  Tautrei  il 
&ut  ^galer  sdpar^ment  les  coefficiens  qui  multiplient  chacune  d^elles  dani 
les  deux  meipbres  de  T^quation  (F);  ce  qui  donnera  ces  trois  iquations  foni 
damentales  pour  la  rotation*  des  corps  c^lestes  et  ses  perturbations : 


f»(.4-X«)* 


H  > 


e\i+x*)t  ^ 

1 II.     11  — • . 

f^i-hX^i  ^ 

LMnt^gration  de  ces  iquations  donnera,  pour  un  tems  quelconque  t,  les  trois 
angles  (i>,  6,  ts,   ou  les  vitesses    de  leurs  variations«    ^,  — ,  — -•    Or  on  a 

9    1       O  t         V  T 

vu  ($.  100.),  que  m  est  Tangle  qu'on  appelle,  relativement  k  la  terre,  robli- 
quit^  de  r^cliptique,  que  c  est  la  longitude  du  point  ^quinoxial  de  la  pla« 
nkte  troublie,  comptie  des  points  ^quinoxiaux  de  la  terre,  ou  d^une  ligne 
fixe  quelconque,  et  que  b>  est  la  position  d'un  m^ridien  donni,  par  rapport 
aux  points  ^quinoxiaux.  La  variation  de  10  est  donc  ce  que  les  astronomes 
d^signent  par  le  nom  de  nutation ,  celle  de  e  est  la  pr^cession,  et  U  varia- 
tion  de  u  est  le  mpuvement  des  m^ridiens,  et  par  cens6quent  la  rotation 
m^me.    Ainsi  — ,  ou  si  la  pr^cession  n'est  pas  insensible   par  rapport  it  la 

rotation,    — = —   sera  la  vitesse  de  1a  rotation   de  la  planbte;    et    si  Ton 

^  d  E  d  Tif 

nomme   fjt,  v,  les  valeurs  moyennes   de  — ,   —3   jx/  et  v/  seront  la  prices- 

o  t*       o  t 

sion  et  la  notalion  moyennes  pour  le  tems  t. 

Comme  nous  ne  considirons  ici  que  les  perturbations  que  la  lune 
jprouve  par  Taction  de  la  terre,  et  celles  que  la  lune  et  le  soleil  exereent 
sur  la  terie,  Fun  des  deux  corp»,  M  et  V,  est  le  corps  central  de  Tautre. 
£n  d^signant  dpnc  par  V  la  masse  du  corps  central,  divis^e  par  celle  de 
la  terre,  par  n  le  sinus  du  moyen  mouvement  de  Tautre  corps  en  une  se* 
tonde,  par  A  le  demi-diamfetre  de  son  orbite  suppos6e  circulaire,  et  pre* 
nant  le  demi-diambtie  de  la  terre  pour  Punit^  des  distances,  on  aura  (§.  Sp.), 

^  =  «%  A  =  f'  =  f  y  (I  -f  X>)  iS.  1 00.),  palrlanl 
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6  g  V        _     3  n» 


ce  qvi  donnera  aiix  ^quations  pr^r^denfes  ceite  forme: 

n  3n»      n'(K  — JH)4-h"L  — n^^^N 

Lorsqu'il  sagit  des  perturbations  que  la  lune^  ^prouve  par  la  terre,.  et  hi 
terre  par  \^  sel#il,  U  eorp*  p^vtuFbatewF  V  eet  le-  corpa  central ,  ainsL  que 
nous  Tavons  supposd.  Mais  quxii^d  it  s^agit  des.  perturbalion»  que  la  ierre* 
^prouve  pai:  Factton  d«  la  lune,.  hi  xna^se  dn.  corpa  centpal  est  celle-  du  corps* 
troubl^:  il  faut  done  muUipller  le  second  membre  des..  ^quations.  pr^c^den-- 
les  par  la  niass»  de  la  lunei,  divifi^e  pac  celLe  de  la  terre,,  ou  iL  &.ut  lesi 
di.vi^er  par  'jSi 

Si    Ton  d^signe   par  X",.  Y^  Z^y    les>  coordonn^es  d^un.  ilSmexd  dMf, 
jyAva\\hles  et  perpendiculaires  k  Tdquateuc  du  eorpsi  troubl^  ($.   loo.),  on  a 
?X'X'aM  =  A  =  2r'  dM  cos^P  Lt^R  ^  2Y'raM=B=Sr^dMcQs.^P  ^^=^*-j| 
2ZZ'aAl=C=  Sr^dMsin^Pj  d^oix  i\  suit  {$;  loo.  (12)) 

A  =  |(H+L),  B=?(H-L),  C=K. 
Puisqne  les  cTeuji;  autres  axea  principaux  soat  situ^s.  dans  r^q,ualeur ,  on* 
peut  les  prendre  pour  les  axes  deif.  "Xl  et  Y^::  cela  pos^,.  lea  momena  dUner- 
tie  du  corps  trouble,.  par  rapport  aux  troia:  aj&es  principaux,.  dbnt  lea  deux 
premiers  sont  dea  diambtres*  de  f^uateur,  le  troisi^e  ^anl  perpemlicalaire 
i  Wqualeur^  seront  (5".  84.) 

M«^  =  B+C=K-l-?H  — ^L,    Mb*=K^lli  +  lh,    Mi:*^=rH. 
On  a  de  plus.  D  =  SXY^^aM^,^  Zi^aMcos.^  Psin  aQ  =  ^^N..    Or  les  axes; 
des  X',  Y^,  iiant  dea  axes  principaui^.  D  esi  mit  (g^  81.)  et  N— o»  Oft,a  dono 

II'=Mc%    K=^(a^4-A»^— c»)^    L=M(**— a^)^.    N=0i 

Si   ron  substitue  ces^  vaieurs  dana  les  fquations^  prec^Jenles,  elles>  deTiendront: 

d  t^         i-HX'   i  ac*  '         c»  > 

Ces  dernieresx  e(|ua(ioDa  sox^i  euclety  si  1'qii;  tttppMei.  ^ue;  la  plan^te  a  pri^ 


<X'=: 
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mttiireiimt  tournj  autour  d^un  axe  principai ,   ce  qui  ett  probablement  !• 
€as  de  tous  les  corps  c^lestes. 

$.  ro3.  Supposons  que  Taxe  des  Z,  AD  {Hg.  i8.)  sMcarte  trbs-peu 
ide  Taxe  de  rotation  AP,  el  que  par  cons^quent  le  plan  des  X^  Y\  coinci-' 
de  k  peu  prfcs  avec  T^quateur,  X",  Y',  Z^,  ^tant  les  coordonn^es  de  Vi\6^ 
ment  Z,  relatives  k  T^quateur  et  k  Yaxe  de  rotation,  ensorte  que  Ai;m2V 
jcj  =  — XV  yZ  —  Y\  Cela  pos*,  X',  Y',  Z\  seront  les  lignes  qui  ont  6ii 
d&ign^  ($.  82.)  par  — y,  x,  z:  on  aura  donc   ($.  82.) 

X' rr  X cos  v)  sin  ^  4~  ^  sin  i|  sin  tf  —  Z  cos  tf,  Y'  =  Y cosii — ;Xsin n, 
Xcos  v)costf-{- Y8inif)C08^-f-Zsin  tf, 
la  position  de  Taxe  de  rotation,  qui  est  supposi  invariabte  pehdant  le  iMis 
9t,  ^tant  dtftennin^e  par  son  inclinaison  sur  le  plan  des  X,  Y,  £AF=:^#t 
el  par  Tangle  BAE=y)  que  lait  la  commune  section  A£  avec  Taxe  dea 
X,  de  sorte  qu*il  faut  regarder  les  angles  vi,  ^,  comme  constans  pendant  U 
Totation  instantan^e.  Soit  maintenaut  Taxe  de  rotation  repr^nte  par  AD, 
les  coordonnies  de  riliment  ^  itant  AUnXV  UX'  =  YV  XjrzZ':  celA 
pos6,  les  distances  de  T^l^ment  k  Taxe  et  k  T^quateur,  AX^  et  Z',  ne  seront 
point  alt^rjes  par  la  rotation.  En  supposant  donc,  que  b  rotation  se  fait 
tuivant  6C  avec  la  vitesse  angulaire  w,  T^I^ment  y  tournera  parallfelement  k 
la  direction  X^Y  ou  PX'  qui  est  perpendiculaire  it  AX%  en  parcourant  tt 
une  seconde  la  ligne  n.  AX'=:e;  on  aura  donc 

aX'=— ^«d/=— ea/sinUXT=— e3/sinUAr=— ^a^  9Y'=^a/, 
d*oi!l  l'an  conctnra  ces  trois  ^uations, 

dX'  =  — «,Y'd/^  ar  =  w.x'a/,  dZ'  =  o, 

et  en  «ubstttiiant  les  valeurs  (17)1 

dXcoeiisin  d  4-dYsini|  sin  ^-^- dZcos^  =  ~ii  •  Y'd/^ 
dYcosti — dXsinii  =  tf.X'd/,  dXcosytcos&'\-BY9in^cQ$$^dZsitk^zzo.    ^ 
Si  Ton  Ike  la  premt^e  de  oes  ^quations,  multiplide  par  cos  #|  de  la  troisifeme 
multipli^e  par  sin  ^,  il  viendra 

Si  Ton  multiplie  la  troisibme  par  eos  11 ,  et  la  seoonde  par  «m*  sia  i|  cot  ^,   4t 
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qu^on  les  ajoute  ensemble,  on  auriC  dXcos^-l^^^^o^^^^'"^^ — .v.X^d/ainiicoa^j 
et  ai  Ton  substitue  au  lieu  de  dZ  sa  valeur  (i8),  il  viendra 

(19) —  = —  y  (X'  simi  +  Y'  cos  >!  sin  0). 

La  somme  de  la  premibre  et  de  la  troisifeme,   multipli^es  respectivement  par 
sin  0   et  par  cos  $ ,    donnera  d X  cos  >)  -f-  d  Y  sin  >)  n:  —  «  .  Y'  d/  sin  tf ,    et   en 

substituant  (ig),    on  aura 

d  Y 
(20) —  —  w  (X^  cos  y\  —  Y'  sin  y\  sin  i). 

La  position  de  Taxe  de  rotation,  que  nous  avons  d^termin^e  par  les 
angles  7),  $,  peut  aussi  6tre  donn^e  par  les  angles  que  cet  axe  fiiit  avec  les 
trois  axes  principfluxy  savoir  BAF  =  a,  CAFz:::^,  DAF=:7.  En  effet  on 
a  cos  a  zr:  c  os  n  cos  ^i  co8p=:sin  vicostf^  cos7=:sintf,  d*oi^  il  suit  cos^a-^ 
cos*  p-f-cos*7~  I,  et  ain*  7  =  cos*  a  4"  cos^  p.  Si  Ton  substitue  dans  les 
iquations  (18)  (19)  (ao)  les  valeurs  (17),  et  qu'on  fasse  pour  abr^gery 

(ai) tfcosazzp,     v  cos  p  z=:  7^     tfC0s7=r^ 

on  trouvera 

(G) —  =Z7— Yr,      —=Xr  —  Zp,     —  znYp  —  Xq. 

Nommons  a\  V,  d ,  les  forces  accel6ratrices  qui  soUicitent  T^l^ment  dM  sui- 
yant  les  directions  des  X,  Y,  Z,  et  d^signons  par  F^,  (/,  B\  les  momens 
de  ces  forces,  pour  faire  tourner  r^I6ment  autpur  des  axes  AB,  AC,  AD, 
•uivant  CD,  DB,  BC:  cela  pos^,  il  est  ais^  de  voir  que  la  force  J  aura 
•uivant  les  mlmes  directions  les  momens,  o,  o^ZdM,  —  a^YdM,  que  b' 
aura  les  momenS|  -— 6ZdM,o,  ^XdM,  el  d  les  momens  c/YdM,  — ^c<XdM, 
0«    On  a  donc 

(aa) P'=(c'Y-.3'Z)dM,  (^^(a^Z— c'X)dM,  R'=(yX— i/Y)aM. 

£n  substituant  \t%  valeurs  de  d,  V,  <f,  ($.  99.  (a)),  la  somme  des  momens 
dans  le  corps  entier  sera 

^p_  i£(Y^az--z^aY)  ^j^       ^o^  —  ^iz^ax— x^^ziaif 

_,•.,      iCfx^aY^Ya^x)  aw 

La  diffiirenUalioa  des  iqiution»  (G)  donnera 
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^-^—  =Zdg  —  Ydr-f  (y/>y  —  X^'  —  Xr^  +  Z/>r)  d(, 

^  T 

(a3) /^^p  =Xdr  — Za/>4-(Z^r—  Yr»  —  Y/»» -f  Xp^)  3/, 

~  =  Yd/»  — Xdy  +  (X/>r— Z/j^  —  Z/ 4- Y^r)  3/. 

9  t 

MaiQtenanl,  les  axes  des  X,  Y/Z,  ^lant  des  axes  principaux,  il  faut  se  rap- 
peler  que,  dans  les  int^grales  SP^,  SQ^  SR^,  tous  les  termes  disparais- 
sent,  qui  ne  sont  pas  muliipli^s  par  X^  ou  Y^  ou  Z^,  et  qu^on  a  nomm6 
2:X*aM  =  A,  SY^dMzrB,  SZ^dM  =  C;  d'ou  ron  conclora  ces  iqua- 
^tions,  agJlV^=(B^C)  ^  +{B-C)gr,  :,g^Q'={A-^C)^^+(C-A)pr, 
ag2R'=(A  4-B)  ^^4- (A  —  B)  ;5>9;    et   cn    substituant    A-f.B  =  Mc*, 

A4.C  =  MA%     B  +  C  =  Mfl% 

2rdt         .  h*—e^ 

m o=-i-^sf-ip+—-fii. 

Si   Ton   met  dans  les   ^quations  (22)»    au   Uea  de  a,  V,  i/,  leurs  valeurs 
CS-  99*  (0)f    ^^  ^^^^ 
y=l^^Yz-Zy\    Q'=^(Z*-.Xz),     R' =  ^^  (X^ - Y,), 


^f  Jf  «^  6tant  les  coordonn^es  du  corps  V.  Mais  —  =  -^^  -| — ^  (X  cos  v  -^- 
Ysinv-f-ZX)  ($.  ioi.)i  et  le  termme -7^  disparait  dans  les  int^grales  2P', 
DQ^,  SR^  parce  qu'il  ne  renferme  que  les  premi^res  puissances  de  X,  Y,  Z. 
On  aura  donc 

^Y=  ^  (B  zsin  V  —  CjrX),     SQ'=  ^—±  (C«X  —  A  s  cos  v), 

»  r 

SR' =  ij^  (Ajr  cos  ti  —  Bx  sin  V), 
Or  A= ^ ,  B  = j ,  c=-=^^-j ,  «=fcosv,  jr=fsinv, 

,=ex  (s.  ,00.  (4)),  1;  =         \      (S.  loc),  et  -^^  =  -^,  (i6),' 

?         f»(i4-X»)i  e»(i  +  x*)*       ^^^ 

d^ou    il    riendra 

^.        =  — —  fc^—  i^)  ain  V.    — — --•  = (o^  —  c  )  cos  v. 


* 
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-2-^ —  =  — r-r  (4*  —  o^)  8in  t;  co»  tr. 
Au  qioyett  de  4:ei  valeurt  let  iquations  (H)  deirieDclroiil 

^rTi»  d^     ,      a*  —  c»   /  3»»Xcost;\ 

IX.  0 =-  +  _-  (^„^  -TTxi— ;• 

$.  104.  Si  la  plan^te  M  n^est  eoKiGitfe  par  eucune  action  JlraBg^re, 
lei  forcea  a,  l/,  c',  aont  nuUesi  et  leors  momena  F,  (/,  R^,  le  aont  auan: 
les  ^quations  (H)  prendront  donc,  si  le  solide  est  libre,  la  forme 


Pour  que  la  rotatfon  aoit  uniforme  autoiir  d^un  axe  invariable,  les  quanti* 
tis  p,  <f,  r,  (S«  io3.  (ai))  doivent  ttre  constantes,  ou  hp,  dq,  dr,  nuls,  d^ok 
Ton  conclura  ces  trois  iquations  de  condition^ 

(rf) (c*— A=)^r  =  o,    (<i»  — c')pr=:o,     {V^^^pq^o. 

Ces  conditions  sont  satisfaites  d'abord,    si  a  —  bzne,  c^est^ii-dire  si  looi  les 
momens  d^inertie  sont  ^gaux,    et  que  par  cens^uent  tous  les  diamMres  de 
la   plau^te  sont    des   axes  principauz   ($.   85.):    le   cas  le  plus   aimple   est 
eehii  d'ttne  sphhre  homogfene.    Elles  sont  encore  satisfaites,  si  deuz  dee  qnaft- 
tit4s  p,  g,  r,  sont  nnlles,  -oe  <pn  arrive  dane  1e  cas  oi!i  le  corps  tonrae  ior 
«n  aze  prineipal.    En  eflM,  ei  c^est  Taxe  AD,   on  a  ($.  io3.)  «=^  =  90% 
et  7=0,    d'oJI  il  suit  (21)  p=:o,    7  =  09   et  r=i:».    La  rotation  est  doac 
unifoitne  et  invariablei^  si  le  solide  tourne  autour  d^un  aze  principal;  et  Tin* 
verse  de  cette  proposition  est  ^galement  vraie:   la  rotation  uniforme  ne  peut 
avoir  lieu  qu^autour  d^uii  aze  princtpal.  En  effet  il  ne  peut  exister  qu'un  des 
trois  cas  suivans:    i)  tous  Ita  trois  momens  d'inortie,   a,  b,  c,  sont  inigaux; 
a)  deux  momeus,  a,  b,  sont  ^gaux,  mais  diflKrens  du  troisifeme  c;   3)  tous  les 
troa  momens  ^ox,   azzb^a.    Dans  le  premi^r  cas,    pg,  pr,  qr,  et  par 
cons^queut  deox  des  quantit^  p,  q,  r,  doivent  fttre  nuUes,  ou  ce  qui  revient 
au  m^me,  deux  des  angles  oc,  p,  Y,  doivent  Mre  des  angles  droits,  et  le  troi- 
si&me  nul,  afin  que  la  lotalion  eoil  oniformei    d'oik  tl  suit  que  Taxe  de  ro« 
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Mion  etl  vm.  a»  piiMipaU  Diiii  le  mseomd  c«v  oo  a  p^rzHf^z^o,  doM 
j»  =  ^=.o,^  «I  Ufs  rnro':  la  prmi^re  auppttitkMi  ckNme  «z:  p^ir^^a^  ot 
If  =  o,  ii  caiue  de  oaa^  a  4^ ceaP  ^ -f-eoa^  Y=  t ,  d^oill  il  aoit  ipie  Faxe  de  io^ 
latioiii  est  uni  ajie  priDcipal;  hi  ieconde  ivppoiitioii  r=:e  doniie  7sge% 
faze  de  rotation  coineide  donc  a<iee  le  plan  dea  X,  Y,  daoi  iecpel  touii  lee 
HBmAiTtm  ient  dea  axea  priftcipaiiniy  parce  que  lea  deux  BAonien»,  «>  A;  iOttt 
dgiux  (^  8&.y  Dani  le  treisiime  caa^  a:=zbzzep  lei  quanttt^i  p^  q,  r,  wonk 
indiitarminiieii  maia  toui  lei  diaaiilrei  qui.  paiient  pae  te  eentre  de  gravtlt 
Jkf  ikukt  dnn  ce  caa  dea  axea  princ^uji,  FaM  de  rotatieit  le  ierai  aiuii. 

$*  1  o&.  Dana  toui;  lee  cai ,  oik  Vaze  de  retatien  n^est  pai  im  axe'  prim» 
eipal,  ioif  que  le  iolide  aoit  libre  ou  qu^ti  eoft  iolUeit^  par  dei>  forcee  tftfan^ 
gkrea ,  la  TittBsae  de  1*  rotation ,  auasi  bien  que  la  poaitioa  de  Tejie,.  ier»  aik 
aujettie  h  dea  changemena  qui  dipendrent  et  de  la  cenfoffnttitioXt  du  iolidii^^ 
eu  ce  qpi  rerient  au  mfme ,  dea  quantit^  o,,  h,  c,  et  de  la  poittion  de  raxe 
de  rotetion  relalivament  aux  troii  axea  priiicipauX|.  ou  dea  quantitcii  p,  q,  r. 
Le  caa  qii  Paxe.  de  rotalion  »^^oart&  trfea-peuf  d^un  axe  principalv  iasi  coiiicide^ 
entiibeiiient  avee  lui ,  mdrite  une  attention  particulifcre.  Si  eetaxe  estceli» 
diM>  Z^.  lee  quantit^  p^  q,  iont  k  peu  pr^  nullei ,  eniorte  qu^en  peiit  n^li^* 
tfix  leur  produit.    H  r&ulte  donc  dei^quationa  (J),  que  dr  est  nul^  et>  r 


eoiiitante  =:nA;  oe  qui  donnera  aux  deuxautrei  iquatioiii  lae  fonnr,  ozizdp^ 
— ^— hqdit,  o^zzd^-^ — 'g^hpd'i.  II  Oit  viiiUe^  quer  riiii^rale  dmt 
moix  Ift  fbnne». 

p  —  m  iiiD(/f  t-f-f)^      ^cr  m-  ooi  (n/-4'  i)f* 

m,   mf,   n,    c,  etant   dei   constimtei.    On   cff   Hrwf  (sf^r^mn-^-^^^-^^^hn^, 

11« ^ 

tt=:  —  *'/j4"  — rr-"  hm,    d'oil  il  suit 

n—  ^  Via'  —  c^)  (A^  _  c^)    et    m'  =  ^mV  ^^=^- 

ah       ^  ^   ^  '  h  6'  —  c* 

£!expression  de  n  donne  lieu  'k  des  r^flexions  importantes. 

Si  (af  —  c^)  {b^  —  c^)  est  une  quantiti  positive,  c^est-k-dire ,  si  lo  mo* 
ment  d'inertie  par  rapport  \  raxe  de  rotation,  Mc^i  est  plus  ou  moins  grand 
que  Mo^  et  M£^,  et  par  cons^quent  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  de  toui 
momens  (§.  840i    ^9  ^?  ^'^  iont  des  quantit^  r^elles,   et  p,  q,  sont  de» 


s 
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tinaa;   le«  Tariations  de  la  rotation  seront  dofac  p^riodiquea^  et  renfennlea 

• 

entre  des  limites  Atroitef  5  Taxe  de  rotation  fera  de  petites  oscilkitioiis  au- 
tour  de  aon  itat  primitif  qui  tst  donni  par  les  ^quations  p  :zz  m  sin  c, 
f  z:=m'cost.  Comme  p^  q,  ont  primititement  iXi  it  peu  pr^  nulsy  par  hj- 
pothfese,  m,  m',  sont  des  quantitfa  trfcs-petites,  et  p,  q,  seront  constammept 
peu  difiiirens  de  a^ro.  U^tat  du  mouvement  de  rotation  est  done  sIMb, 
si  le  solide  a  primitivement  tourn^  autour  d^un  axe,  tr^peu  6loign6  d^ua 
des  deux  axes  principaux  dont  les  momens  d'inertie  sont  le  plus  grand  el 
le  plus  petit:  alors  la  vitesse  n^prouvera  que  des  changemens  insensiblee  et 
piriodiqueSi  Taie  de  rotation  fere  des  oscillations  tr^s-petites  autour  de 
Faxe  principali  et  la  rotation  reviendra  toujours  k  son  itat  primitif.  Mais 
si  le  solide  toume  k  peu  pr^  autour  de  Taxe  principal,  dont  le  moment 
d^inertie  Mc*  est  entre  les  momens  des  deux  autreSf  Ma^,  Mb^,  la  rotation 
sera  assujettie  k  des  changemens  qui,  au  lieu  d'Atre  p^riodiques,  pourront 
augmenter  indifiniment.  Car  alors  n  ^tant  imaginaire,  les  sinus  et  oosinos 
de  n^-f-6  se  changeront  en  exponentielles  qui  peuvent  croitre  ou  d^croitre 
aans  cesse.  Dans  ce  cas  il  n^y  aura  point  de  stabilit^  dans  le  mouvement 
de  rotation,  et  la  cause  la  plus  Kg^re  peut  lui  faire  ^prouver  dea  change» 
mens  iUimit&.  Comme  la  rotation  du  soleili  des  plan^tes  et  dea  satellites 
que  nous  pouvons  observeri  est  ^videmment  dans  un  ^tat  stable,  il  paratt 
eertain ,  que  tous  les  corps  cAlestes  tournent  k  peu  pr^  autour  d*un  axe 
principaly  par  rapport  auquel  le  moment  dlnertie  est  le  plus  grand  ou  le 
plus  petit^  et  il  est  vraisemblable  que  le  premier  cas  a  lieu,  parce  qu'k  cause 
de  1'aplatissement  dA  h,  la  rotation,  Taxe  est  plus  petit  que  les  diam^ires  de 
r^quateuri  et  par  cons^quent  son  moment  d'ioertie  plus  grax^d. 


i 
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CHAPITRE      V. 


Libr ation   de   la  Lune. 


L 


^.  106.  JLia  terre  est  le  seul  corps  c^lesle,  qui  soit  ass^s  prha  de  la 
lune,  pour  exercer  une  action  aensible  sur  sa  rotation;  et  Ton  a  vu,  que  la 
lune  tourne  dans  un  mois  une  fois  autout  d^un  axe  qui  est  k  peu  pr^s  per** 
pendiculaire  k  son  orbite:.  le  corps  perturbateur,  la  terre,  se  trouve  donc  con- 
stamment  h  tr^s-peu  pres  dans  le  plan  de  T^qualeur  lunaire.  La  maniere 
dont  on  envisage  ordinairement  ce  mouvement,  c'est  de  supposer  que  la  vi« 
tesse  de  rotation  de  la  lune  est  exactement  ^gale  k  son  moyen  mouvement 
autour  de  la  terre,  ou  que  les  moyennes  r^volutions  de  ia  lune  autour  de 
son  axe  et  autour  de  la  tene  son  pr6cis^ment  de  la  m6nie  durde,  et  que  par 
consjquent  les  Ubrations,  qui  font  que  la  lune  dirige  de  tems  en  tems  d^au* 
tres  parties  vers  la  terre,  sont  purement  lefiet  de  rindgalit^  de  son  vrai  moa- 
vement,  qui  est  tantdt  en  avant  tantdt  en  arri^re  de  la  rotation  consiamment 
uniforme.  II  est  vrai  que  cette  hypothfese  satisfait  aux  observations,  en  ex* 
pliquant  ass64  bien  les  diverses  phases  de  la  lune  relativem^nt  k  aes  taches; 
mais  elle  est  par  sa  nature  trfes-peu  vraisemblable ,  et  la  parfaite  ^galit^  dea 
deux  mouvemens  de  la  lune  serait  une  ^nigme  d^autant  plus  inconcevable« 
qu^elle  a  ^galement  lieu  chfes  les  autres  satellites.  SHl  y  avait  la  moindre  dif- 
fiirence  entre  les  mouvemens  de  translation  et  de  rotation  de  la  lunei  son 
disque  visible  changerait  sans  cesse,  et  Taccumulation  de  ce  mouvement  des 
taclies  de  la  lune  aurait  ^t^  aper^ue  depuis  longtems;  d'un  autre  c6t6  il  est 
infinimcnt  peu  probable,  que  le  seul  de  tous  les  cas  possibles  soit  arrivd,  oik 
la  lune  aurait  re^u  une  rotation  parfaitement  ^gale  \k  sa  revolution  autour  de 
la  terre.    Mais  en  supposant  m&me  que  ce  cas  improbable  ait  eu  IieU|   U 
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conformit^  des  deux  mouvemens  ne  durerait  pas  longtems,  si  la  lune  n^^tait 
pas  une  sphkre  parfaitement  homogfene,  parce  que  Tattraction  de  la  terre  d^- 
rangerait  sa  rotation,  et  que  le  moyen  mouvement  de  la  lunci  auquel  sa  ro- 
tation  est  suppos^e  avoir  iii  6gale,  n^est  pas  tout-k-^ait  invariable  (II.  $•  190.)« 
Les  perturbations  du  mouvement  de  translation  d^pendent  uniquement  de  Pac- 
tion  que  le  soleil,  ou  d^autres  corps  exercent  sur  le  centre  de  gravit^  de  k 
lune,  au  lieu  que  les  perturbations  de  la  rotation^r&ultent  de  Taction  des 
corps  ^trangers,  principalement  de  la  terre,  snr  la  figure  non-sph^rique  de.Ia 
lune;  et  il  est  impossible,  que  ces  deux  actions^  dues  k  difiSrens  corps,  et 
ayant  diffdrens  argumens,  soient  constamment  ^gales  entre  elles» 

Si  Ton  suppose  au  contraire,  que  Tattraction  de  la  terre  influe  tnr 
la  rotation  de  la  lune,.  on  expliquera  d^une  mani^e  fbrt  simple  le  phino- 
m^ne,  que  la  lune  tourne  constamment  le  m£me  c6t^  vers  la  terre,.  malgr^ 
la  petite  diff^rence  qui  peut  exister  entre  sea  nrouvemens  de  fransJatioD 
ei  de  rotation.  Alors  il  suit  de  ce  qui  pr^cfede,.  que  la  lune  fera  des  oscilkK 
tibnS'  des  deux  cdt^s,  qui  auraient  lieu,.  quand  m£me  son  vrai  mouvement 
•erail  uniforme;  mais  ces  oscillations  seront  renfecmdea  entre  des^  limitea»  trb- 
etroiles ,.  de  sorte  que  le  mime  h^misphi^re  de  la  lune  se  pr£ient<ers  foujour» 
iu  la  terre;  Les>  librations^  de  la  lune,  indiquies  par  les  observatiens,  seront 
albrs  dues  non-senlement  aux  in6ga!it^s-  de  son  mouvement  ^  mais  aussr  k  Fat- 
traction.  de  la  terre :  la  premikre  cause  donnera  la  libration.  apparente  oit 
aptiifue,  la  seconde  produira  la  libration  r^elle  ou  micamque. 

$•  107.  Les  pb^nom^nes.  singulierS'  qui  ont  lieu  dans  la  rotation  de  la 
liine,,  sont.  les  suivans.  i)  En  &isant  abstraclion  des-  petites*  oscillations  qui, 
auivant  les  observations  exposfeS'  plus  haut,.  diffferent  insensiblement  des  in^- 
galit^s  de  la  lune  connueS)  ce  satellite  pr&ente  constamment  le  mdme  c6t^  k 
la:  terrci  ensorie  que  sa  rotation  est  k  peu  pris  ^gale  k  son  moyen.  moave-* 
ment  autour  de  la  terre..  2)  Le  noeud  descendant  de  son  ^quateur  coincide 
ki  tres^peu  priis  avec  le  noeud  ascendant  de  son.  orbite,.  d^ou  il  suit,  que  cer 
deux  noeuds  ont  le  m£me  mouvement..  3)  Llnclinaison  de  T^quateur  lunaire 
relativement  k  r^cliptique  est  constamment  au  dessous  de  1®  43'  (U*  S«  2i9*)« 
On  doit  donc,  dans  Tapplication.  des.  formnles»  pr&:idente8.  (§,  102.)  a  Ia<  lune,r 
ohserver  ce  qui.  suit.. 
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I.  —  ett  k  peu  mhs  ^gal  au  moyen  moaremeiit  de  1«  luse  9,  et  la  U« 

bration  m^canique  est  insensible. 
9.   Tangle  t  ne  difibre   pas  sensiblement  de  la  longitude  du  noeud  ascen* 

dant  de  Torbe  lunairei  que  nous  d^signerons  par  ^»  ^^  r^  ^  tt  ^  ^^* 
peu  prbs. 
3.   m  est  un  trte-petit  angla  dont  les  puissanGes  au  delkde  la  premite» 
pQjprront  ^tre  n^glig^s  par  rapport  k  celles  dee  autres  angles. 

4«   -jT-  est  insensible   par  rapport  k  la  vitesse  de  rotation  —  et  du  mou- 
vement  des  noeuds  |-« 

0  T 

5.    —    est  aSo  fois   plus  pelit  que   -rr- 
^  r  ^  ot 

VoiUi  les  conditions  sur  lesqueltes  sera  fondde  ranalyse»    contenue  dans  le 
chapitre  pr^sent. 

Le  premier  m6ridien  de  la  lune  est  arbitraire  dans  les  formules  pri* 
cidentes:  nous  suivrons  donc  Tusage  des  astronomes  (IL  §•  aao.),  en  pre* 
nant  pour  premier  m^ridien  celui  qui  est  dirig6  vers  la  terre,  ou  qui 
passe  par  le  centre  du  disque  lunaire,  lorsque  le  vrai  lieu  de  la  lune  est 
^gal  au  lieu  mpyen.  £n  nommant  donc  $  et  \|/  la  longitude  et  la  latitude 
g^ographiques  et  s^l^nocenlriques  du  point  qui|  vu  de  la  terre  a  une  ^po* 
que  quelconque  t,  parait  au  cenlre  du  disque  lunairOi  $  et  x|/,  ^tant  les  li* 
bralioDs  en  longitude  et  «n  latitude^  seront  toujours  au  dessous  de  8  degr^s; 
et  P,  Q  (S*  100.),  se  cbangeront  en  ^,0,  si  Ton  met  k  la  place  de  r  le 
demi-diamfetre  de  la  lune^  lequel^  itant  dirig6  vers  le  centre  de  la  terrCi 
passe  par  le  point  du  disque  lunaire,  dont  la  distance  R  au  corps  pertur* 
bateur  V  est  un  minimum.  On  a  donc  dRn^o,  et  ce  rayon  aera  trouv^i 
si  Ton  difiiSrentie  R  par  rapport  k  P  et  Q,  et  qu'on  j^gale  cette  difiSSrentiel- 
le  h,  ztvo^  ou  ce  qui  revient  au  m^mci  si  Ton  difUrentie  Nquation  (A) 
(S-  99)9  ^^  faisant  RdR  =  0|  et  substituant  \|/  et  tf  au  lieu  de  P  et  Qi  ou 
t—^-^-ui  au  lieu  de  Q',  les  diflKrentielles  ^tant  prises  par  rapport  a  P  etQ 

011  k  x|/  et^  ce  qui  donne  dX=(^)*J/-t.(|^)ad|  az=(||)ax|/H-(i5)d*. 

En  diffifrentiant  donc  les  ^quations  (6)  ($•  ioo.)i  on  trouvera 
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—  =r3%|/(sin€C 
—  ddco«>|/( 

=d\|/(OOSl0! 


—  z=d\|/(sinecost0siD\|/sin^ —  cosisin\|/cos^— -sintsinvtfcos^) 

(cos  c  sin  /  -)-  sin  e  cos  10  cos  0 1 
pos  \|/  -f-  sin  ^  flin  ^  siz^  O  — ^  ^  ^^^  ^  ^os  \(/  cos  0^/ 


dX  se  change  en  dX-4"dY,  si  Ton  met  sine  —  coss  k  la  place  de  «ine,  et 
sins4-cosc   «u  lieu  de  cosi ,   «t deviendra   ,    si  Tod   fiitt 

T  T 

aintcoscrro,  et  sin^c  =  cos^c=i  ($.  loo»),  ce  qui  ,donne  XdX-f-Y.dY-f- 
ZdZzrOy  tous  les  termes  se  d^truisant  mutuellement,  Cela  posd.  si  Ton  99 
rappelle  que  dx  —  dy  —  dzz^o  ($.  gg.)  et  dR=:o,  la  difliirentiatien  do 
r^quation  {A)  donnera  —  RdR  =  o:=::j?dX  -{'jd  Y  -^  zBZ.  En  substiluant 
les  valeurs  (4)  ($*  loo.)»  il  viendra 

pzz  dXcos  V  +dYsin  v  -|-XdZ. 
On   ehangera   dX  cos  t;   en  d  X  cos  v  -f-  ^  Y  sin  v ,    si   Ton  fait  eos  c  eos  ir  ^ 

K 

cos  (v -^t.  —  cosu ,    et  sinccosvzz  —  sin  u.    Ayant    substitu6  cela   et  le» 
▼aleuVs  (24)»  la  dernifere  ^quation,  ^tant  divis6e  per   — rcos\|/,  deviendra 
o = d^  {  cos  u  tg\|/cos/+  sinu  cos  t»  tg  \|/  sin  / —  sin  u  sin  ns — Xcosno — Xsimstg^/sin^'  > 

-f-  (^^  {cosi/sin/ — siniiCosiiVcosd^-l-^XsiniSTcos^'  }  , 
dl^ou  Ton  tirera,  en  ^galant  chaque  terme  k  ziro,  les  deux  ^quations  suivantesy. 


(a5) 


I  tang  \^  = 3 — : ^-7 

1        ^  CMyw  u  C09  $' -i-$m  •!§  cos  XH  i*^  $ 

/  tang  /  = , 

\  COS  tt 


sin  ti  sin  tff  -h  X  cos  XS 

—  X  sin  0,  sin  0** 


Pu 


tgd'— <ga> 


isque  tangd  =: ;,  on  conclura  de  la  derni^re  ^iualion- 

sin  ti  cos  rjj  co9 10  —  cos  «  s^n  ri)  —  X  C09  co  sin  tif 

lang  ^= r -^ — : : . 

cos  tt  cos  O)  -^  sin  u  sin  b>  cos  Uf  —  A  ii!-  b)  Mn  ^ 

En  faisant  donc  pour  abr^geri  i  — sin^Ksin^» — XsiniisinaiB-f-X^sin^wniiP^ 
cm  aura       , 

J.     .         sin  tt  cos  0)  cos  9 — eosttsino»: — X  cov  o)  sin  9 
sin  $  — . 
cos  tt  cos  0}  -^  !>in  tt  9in  eu  co5  ia  —  X  sin  co  sin  10 
COS  $  — , 

Si  PoD  substftue  ces  valeurs,  el  /  =  d-)-(o,  dans  T^uation  (oS),  elle  deviei^ 

j        A  ,  sin  tt  «in  (gy -♦-Xcos  ^        «    v    o         »• 

ora  tang>l^=      ■ » ■■  .  ,  doii  ioa  tuera 


\ 


(»7) 
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,          sin  tt  sin  of  +  X  co^  jg 
sin  \|/  = ..      .  ,-^ ,      COS  >I/  = 


i8f 


yCi4-x«r 


yii-hX») 

An  moyeD  de  ces  valeura  on  trouvera 

(i  4-  X*)  cos*  \|/  cos  a^  zz  v'  cos^  6  —  v*  aiii*  d-zr 

/« —  «^*   .  2       I    i-4-cos"ar  ...  .      \ 

w( sm'*  fs  -f-  . — .  cos  2  74  -+-  X  sin  2t3  sin  u\ 

^  sin  a  u  (cos  ts  sin  2  u  —  2  X  sin  a  cos  u) 

=  2©  COS  2w4.25Csin2W  =  2ii''^    (§.    101.    102.)f 


cos  2 


1-4- X* 


cos^  \|/  sin  2  0  =  v^  sin>d  cos  d  = 


cos  2  (I)  f ^  cos  xa  sin  2  n  •—  X  sin  10  cos  u)  . 

•  /1  — aX*    .    ,         .    i-f-cos'xi5  ,     X     .        ^    ,        \ 

—  sm  2w  f — - —  sm^  vs -f- ^; cos  2 w  -1 —  sm  ac9  sm  u\ 

=  $C  cos  2 (u  —  95  sin  2  w  =  Xl'^; 

cos k sin  t» sin %|/ y  (i  -+- X^)  =Isin2  lisin^a-f  -  cosMsin2T»  =  C=:ll'f 

i-tf  X* 

{  costsrcos^xl/sin^d-f-^^^^^iii^co^^cos^ai — $)  }  =lDcos2co— (Ksin2w=£'^j; 


2 
1-4-X 


{  cosTScos^cos^d-l^^^^^^^i^^^cos^l/sin^w— tf)  }  =lDsin2w~|-4(cos2w=£''^^ 


i-hX»    . 


sm  a  yft  sin  (w  4-  ^)  =  II'; 


•4-X^ 


sin  24»  »ia  (w  —  0  —  ~  '^''f 


I  -f-X* 

— 2—  sin  2\|/  cos  (w  —  0  =  II'"» 

La  substifution  de  ces  valeurs  transformera  les  iquations  I.  IL  IIL  ($.  ips.) 
dans  lcs  tfuivantes: 


3n 


—  cos^  >J/  (L  sin  a^  —  N  cos  ar^r 


I        ^- 
jj        ¥,  3n»(|H  — R)    .     _  .      , 

!*•     — ^  =  = — i~ r-rr'  sm  fS  cos  o  sm  >lf 

5n* 


-| 5  cos*  4/  cos  vr  (L  sin  2r^  —  N  cos  2f) 

a   Wm 


3n 


4 =  sin  ©  sin  4^  cos  >K  L  cos  (<a  —  #)  —  N  sin  (w  —  I)  >  ^ 


2  H 

IIL   —  =  -—  sin>(/cos  1»  {  (2 K—  H) sin  w-^- tf) — Lsin (w  — 0 — N cos (wr— 0  }  » 

V  f  9  H 

St  la  tune  est  suppos^c  tourner  sur  nn  axe  princinal,  les  derniferes  ^quationf 

d*  —  o* 


ixk  ^  103,  donneront|  en  faisanty  pour  abr^ger, 


m% 


IV.    ^  =  2  /n*  /»*  cui*  >^  sin  a  l^ 


Tm.*     .'. 
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„       E  3n*Uc»— a»— 6«)     .  ,      . 

-4"  2  fn*  /»*.C08  a|/  {  C08  vs  C08  \|/  8in  a  *  -f"  *''*  ^  ^^^  ^  ^^  ("  ~  0  }  f 
VI.   iz=— In^^m^^co^xl/^ii^^^:^^::^ 

$.   io8.  Le8  Aqaation8  (26)  (27)  donneront 
.C08x|/8in(w4^)=: y(i^\*\ — "»  ^^»+~»(^+*^— y^Tfx^»  ^^"  ion|tir« 

A         r       ,    .\  A  X  fin  w 

tang  (w  -f-  0  =  C08  V5  tang  u  — 


COf  % 


Si  Pon  fait  ain xaz:zo^  coa m~i^  on  aura 

(o-}-d  =  w,  ou  wnrv  —  €  —  0. 
Cela  poai  it  viendra  aw-j-deco^iiJzzdw  +  ^c  — 3v — 3d,  donc  (J.  100.  (11)) 

.Xi  =:  ddv  —  dd^ 
On   a  de   plua    diaco$wS-\-.d.t  —  (dV'-d$)cosxS'\-di(i—coBw),    partaat 
(S«   100,  (11))  Erziico8W — {dv  --d.6)dxssiu.m-\'didissinxiS'-{-2diit(sin^vsy^ 
yOii  le  dernier  ierme  eat  inaen^ible  par  rapport  aux  .autres.    On  a  donc 

JE  n:  11  C08.1S5  —  dwdc9.8in  fss. 
La  petiteaae  dea  anglea  vs^  fi^j  donne  encore  Jieu  aux  approxiinationa  8ui* 
vantea:  y  =:  i,  w  — .^  —  u,  coa*  >[/  8in  a^  =  2 ^,  d'oii  il  vient 

,     .      ,  #       I     .X         fin  n  fin  au -l-aX  cos  t0  cof  14 

co8  x|/  6in  >[/  C08  (w  ±  i)  = ^TT)?) * 

,     .      ,      .     ,       ,     ^%         sin  tt  (sin  .ttf  fin  ti  -+■  X  cof  tw) 
.C08  >|/  8in  \|/  8in  (w  jl  0  = ^ r-5 -j» 

Au  moyen  de  .cea  valeura  lea  ^quationa  pr^c^dentea  prendront  la  forme 

IV.  ii^,iil  =  3m^„«». 

V.  0  zi;llco8i!5  —  3wdw  sin  vs — • — .    ^        ^"^ —  aintsj  (^intffsinaw + aX  co8t0co8ii)9(* 

4c*(i-hX*)  ^  ^  ^ 

—  3  m*  n*  (a  ^  CO8  ts  -|-  I  ain*  «J  sin  a  u  -|-  X  ain  xa  cos  VS  cos  u)  d?, 

VI.  0=  d3cj  -j-  9w3£8inti5-|-  3/n*/i^{8int0(i  — coaaii)  -}-  aXcoatoain  u}hf. 

S*  log.  Si  Ton  d&igne  par  e  F^poque  de  la  longitude,  par  hb  nne 
^quation  quelconque  de  ia  lune,  aa  vraie  longitude  «era  C  i^^-h'''"^^! 
donc  la  longitude  adl^nocentrique  de  la  terre,  vzziSo^-f-C^iSo^+^+^^^-f-^^ 
d^oii  il  8uit  ddv  =  d/td/-(-dda?5  nous  n^gligerona  ici  le  terme  d/id/  qui  d^ 
pend  de  T^quation  a^culaire  de  la  lunei   ensorte  que  ddv  —  ddce,    ce  qui 
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^tant  «ubstituj  dans  r^quation  IV.  donne -j-g- +  3  m*  n*  ^zi: -j-^- ,  donl 
rint^grale  doit  avoir  la  forme,  ^  zzGsin  A /i^ -|~  B^^  6  ^tant  Tune  des  con- 
stantes  arbitraires,  et  Tautre  ou  T^poque  6tant  ddtermin^e  ensorte  que  ce  ei^ 
sont  nuls  k  rorigine  du  tems  /^   comme   cela  doit  £tre  (§.  107.)«    Or  toute 


trouvera  A  =  /n  V  3,  B  =  -^ — ■-■  ,  , ,  d^oii  il  vient 

(K) t  =  Gsmmnty3-\-a!-^    a^""',"'.*— » 

^  '  a'  —  3  m'  n" 

«  jtant  la  vitesse  avec  laquelle  Pargument  de  rin^^alit^  tc  augmentei  et 
—  le  rapport  des  variations  moyennes  de  cet  argument  ot  de  la  longitude  de 
la  lune.  L'angle  0  est  proprement  la  libration  le  long  de  F^quateur  lunaire 
($•  107.^5  mais  comme  rinclinaison  de  T^quateur  sur  r^cliptique  n'est  que 
de  1*43^  on  peut  regarder  ^  comme  \sl  Ubraiion  en  longitude,  laquelle  sera  donc 
donn^e  par  T^quation  (K),  dans  laquelle  cs  est  la  libration  optique  ($.  io6.)« 
Le  demier  terme  est  de  nature  mixte,  tant  optique  que  micanique,  vu  qu'il 
d^pend  de  F^quation  cs  et  de  la  figure  de  la  lunCi  m«  Le  premier  termei 
^tant  ind^pendant  des  in^galit^s  de  la  lune  ee,  renferme  la  libration  purement 
micanique;  et  Pon   voit  qu^^tant  exprim^   par  un  sinus,    cette   libration  sera 

p^riodique,  si  6  ct  m  sont  des  quantit^s  r^elles.    En  nommant  donc 

3  m*  n* «  ,      ^    .  ^  n/  3 V 

— — wr;i=4>f    Gsinm«/y3  =  g, 

a"  —  o  m  n" 
I — <p=:(p4'^  sera  la  libration  r^ellOy  et  (p  aura  la  m£me  p^riode  que  Tin^ 

galit^  <r,   de  sorte  que   la  libration   entifere  est  p^riodique;  mais  en  m£m6 

tcms  elle  participe  de  T^uation  s^culairci  en  vertu  du  terme  dndt  que  noos 

avons  n^glig^;  et  c'est  pricis^ment  ce  terme  qui  entretient  constamment  T^ 

galitj  entre  les  mouvemens  de  translation  et  de  votation  de  la  luney  Bialgri 

la  variation  siculaire  du  premier. 

La  libration  purement  m^canique  l^  a  pour  piriode  le  temt  T,   pen- 

dant   lequel  Tangle  mntVi  aucmente  de  36o*  ou  atr,   donc  T=: • 

Or  n  Akant  le  moyen  mouvement  en  une  seconde,  —  est  la  durie  d'un  mois 


iS4 
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s 


sicl6ral  =8,  d^oii  il  vient  Tzz:  r«  m  ^tant  une  quantit^  inconnue,  Aipm^ 

dant  de  la  figure  de  la  lune.  Si  le«  observationt  suffisaient  pour  d^terminer' 
la  libration  (p  qui  d^pend  de  chaque  in^galit^  de  la'  lune  ce,  on  auimit 
m*zz: '-  ^  .  ^y  "Cette  formule  servira  du  moios  k  renfermer  m  entre  dea 
limiles,  en  aonnant  a  <r  et  (p  leurs  plus  grandes  valeurs.  Celle  de  <p  dipend 
de  la  pr^cision,  avec  laquelle  on  peut  observer  la  libration  des  taches  de  k 
lune.  Quoiqu^il  en  soit,  il  est  cert&in,  que  les  observations  auraient  &it  .ra« 
connaitre  la  libration  ,  si  elle  montait  a  3  degr^s,  ce  qui  fait  k  peu  pr^s  la 
moiti^  des   in^galit^s   de  la  lune.     En  eflet,   un  angle  sildnocentrique  de  3* 

r^pond   a  un  angle  g^ocentriquo  de  49^'    ^^  centre   du  disque  lunaire ,    et  k 

• 

i'^3  au  bord.  £n  tkisant  donc  ^zzi^^  et  prenant  pour  co  la  plus  grande 
in^galil^  de  la  lune,  qui  est  r^qualion  du  centre ,  on  aura  (11.  §.  204.)  «=: 
22692^^,  sa  p^riode  elant  le  mois  anomalistique,  et  son  argument  ranomalie 
de  la  lune ,  d*oii  il  suit  que  a  est  k  /1  comme  le  mois  sivl^ral  est  au  mois 
anomalislique ,    donc    {}l.   §.    188.    194.)   ^  =  iT^^l  =^»    99'*48»; 


n 
10800'' 


—  =0,9831672,    et  m*  =  o,  3^77224.  7^7— ;>  =  o,  io568.     Mais    ce  r^sultat 

est    peu  sur,  parce  que   le  rapport    des  deux  mois  est  presquVgal    k  Tunit^. 

L'^quation   annuelle  de  la  lune  donne  une  limite  beaucoup   plus  exacte.     Sa 

p6riode  est  Pann^e,  sa  plus  grande  valeur  ^=672"%  et  a  est  le  mouvement 

anomalistique    du   soleil    (II.    §.    ao^Oi    partant    —  zz  -|~-'— =  o,  0748026, 
a*  10800"     ^  006,25 

—  =0,00559544»  et  /72*  =  0,  ooi865i5. — - — ^  =  0,  ooi^jd;    d^oii  il  rdsultei 

que    la    libration    devrait  surpasser   3   degr^s ,    si  m^  6tait   plus   graud  que 
0|  001756. 

Cette  limite  peut  encore  6tre  resserree  par  des  observations  plus  ezae- 
tes.  M.  Bouvard  a  entrepris  pour  cet  efTet  une  longue  suite  d'observations 
de  la  tache  lunaire  Manilius  qui,  k  cause  de  sa  petitesse  et  de  sa  sitdation 
pr^s  du  centre  de  la  lune^  est  singuli^rement  propre.k  faire  reconnattre  la 
moindre  libration,  par  des  mesures  microm^triques  de  ses  distances  aux  bordi 
de  la  lune.  Cest  la  mSme  tache  dont  s^cst  servi  Mayer,  pour  d^terminer  la 
position  de  IVquateur  lunaire;  et  les  observations  de  M.  Bouvard  donnent 
rinclinaison  de  Tiiquateur  de  5'',  84  seulement  plus  petite  que  celles  de 
Mayer;  ce  qui  prouve  la  grande  pr^cision  de  ces  observations.  M.  de  Laplace 
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;qiii  a  ragag^  M.  BouFacd  k  entreprendre  cette  suite  d^obsenrationi  p  en 
conclut  f  que  la  .  libraliou  micanique  est  au  dessoua  de  6000  tecondea  dd* 
ciniales,  ou  de  3^' 24''  (')•  iCet  angle  s^l^nocentrique  r^pond  k  un  angle 
g^ocentri^ue  de  9''  au  centre  de  la  lune.  En  faisant  donc  dan^  la  derni^re 
^quation  (f  —  3a'  2^'' ,  on  aura  m^  zz:  o,  00 1 863 1 5  •  ^  ■  ^  =  o,  001 386 ,  ce 
qpi  ne  diflire  gu^rei  du  r^sultat  pr^c^dent:  car  il  est  ais6  de  veir  que  Tangle 
^  ne  peul  influer  .consifl6n^blanient  sur  la  ,valeur  de  m*,  sHl  est  beaucoup 
plus  grand.que  ^  PU  11',  parce  que  iw*=:jr^^f  i — ^"h^ — •••)•  W  .y  • 
dQncpeu  d^i^pparence»  qu'on  parviendra  a  d^lerminer  m  par  ohservation;  ii 
parait  cependant  par  ce  qui  pr^cedci  que  m*  ou — ^ — est  pluspetit  que  0,002, 
$.  iio.  Si  la  bine  ne  tourne  pas  autour  d'iin  axe  pri^cij^l ,  il  faut 
4^en;tenir,aux  iqMa^ops  1,  11,  III  ($•  107.),   dpn^  la  premi^re  dPi^Qf  ^  trbi* 

peu  prfes,  .  : 

,        ddt;  — aa^        3n"  /-  ,       If\ 

.1-   — yji —  =  nHr(^^-7J- 

L^inl^rala   doit    avoir    la    forme  ,    #  =  G  sin  Ani  +  C  (i  —  coe  Ani)  '^r.Bm^ 


r^poque  ^tant  d6terinin6e  comme  pr6c£demment  ($• .  109.)^.  Qn  en ,  tireim 
|^^=— 'A*/i*a4-A*n^C-f  (A*ii*— a*;Baf.  Si  ron.compare  celaav.ecir^m' 
tion  I,  et  qn^on  se  rappeUe  que  ddt;=ddir=~a'<ed/^  (S*  'oqOi  ^  tiouTeiEi 
A  =  y!i,  B=j^^^|^,C  =  ^.d'oikilvieiit  ,         . 

-Pour  troaver  le  maximum  de  la  pariie.  micanique  de  la  libratioi^i  .on.foim 
—  znOf   ce   qui   donne  'tang ii<y  —  =-—  —  6,    et  la  plus  grande  libi»- 

tton  i^s     "^       '  ,     '^ ^-    les  .  deu*   osciUations  ^  iorient  et  a  roccidenC 

soat  donc  in^les,  si  N  n'est  pas  nul,  leurs  limites.  ^ant  "^ — : — r — ' rt 

y(N«4-4L^O«)  — N      ^  ^,^^  nomme  T  le  tems  ^couli  d'une.  limite  k  reutce, 

sL  /3L  /3L 

ou  la  demi<^dnr6e  d^une^  osciliation^  on  aura  taBg/i(/-4*T) V.-^=laog7i^Krg-^ 
11k>A^'Pon  tire  aTV  —  =  iSo^^zzir,  et  la  dur^ed^une  osci^ation  entifere^  : 


•'•-°;T7?=s^n:®'°9  >•■■•■ 


"  ■■'  C  I. .     ■    ..  ;  >  '  ,  I    .  '    .•  •       .iw«    "  (  i..'.r; 
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j«8  A  s  T  R  6  A  0  »4  ris '  p  V^Y  s'r^^  u  e 

e  ^Unt  une  constante  arbiiraire.  Suivant  les  oDservations  fi  est  (Sgal^  k  v 
($.  107.  n.  a.);  la  difference  jyi  — v  est  donc  mconnue»  et  le  aternier  terme 
cst   inditermini.    Mais  si   Ton  nomme   t\  f^  vs\    les  yalenrs  pnm^itiTes  qne 


les 


an^les  c,  ^,  tv,  avaient  h  rorigine  du  tems  /,  r^quation  (&1)  «ionnera' 
^  —  ^  —  •: r-: >».  partanl  ezizt  +  —. T^iirr  r^  .    .  1 


e 


ui"? 


sin  t0 


Ev  substituant  cette  Taleur  de  e  dans  IMquatioa  (M),    elle  devlendfft'  * 

sinj^  — «01 
•in  « 

Or  ?  =  f'  — *>i/,    «  =  £'  —  yLni,    d'oi  Ton  tire 

g.  ^«n  (f  -  €)  =  sin  (f  _  0  +  (ft  -  v)  /1  /  cos  (^  —  tO^,  .. , 

^^     (cos  (^  —  6)  =  cos  (^  —  e')  —  (fi  _  v)  n  /  sin  (^  —  Ot 

ce  qui  donne 

« zr  €'  —  I  otni  <  I  -^ -^2 c 

La  r^trogradsttOD  des  noeuds    de    T^quateur   lunaire ,    ou '  lai  prtce^en  4h 
iquinoxes    est  donc  ^  anifi  -^  iS2!i£jIliiy     Or  izi:  tg  5'' 9' =  0,0901^73, 

sin  10  =  sin  1*4^^  =  0,029957:  donc  -. =  3,oo85&5  et  la  pr&:ession 

S€  =  ^ani  {i  -+-  3,oo8555cos(f —  €')}• 
Suivant  les  sbsenrations  les  plus  exactes  la  pr^cession  est  ^le  k  ia  rAro- 
gradation  dei  noeuds  de  Torbe  lunaire  vn/  ($.  107.  n.  a.)>  ce  qui  donne 
r^quation  a  { i.-{-3,oo8555  cos  {C —  O)  =^v.  Or  lcs  moyens  qLouvemens 
des  Boeuds  et  de  la  longitude  de  la  lune,  v/i  et  n,  sont  entre  eux.cpoune 
le  mois  et  la   dur^e  d'une  r^rolution   des  noeuds,    donc   (IL  $.  i88.  2q5.) 

A7   3diS6 
^— irr:: =  o,oo4oai86;    d'oik  il   r&ulte 

.     ^  o,uo636a4.7G 

^  ^'  i-»-3,o«6555cos(^'  — £') 

Si  Ton  substitue  la  valeur  actuelle  de  ? — «  =  o,  on  aura  ^zii— — rr7^  = 

'  '  4,000555 

e»ooi33)758,    Cest    la   valeur   que  a   doit   avoir,    pour   qiie    les   ei|uations 
'=M  •t  izz  i  soient  ezactes;    mais  il  finit  faire  ici  la  m6me  r^exion  que 
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nous  «TOnriaite  relativeinent  k  U  rotaiion  de  la  lune:  en  efiet  il  est  Uh$* 
peu  probable,  que  primiiivem^ixt  les  noeuds  de  rorbiie  et  de  T^quaieur  de 
la  iune  aient  exacfement  coincidd,  et  que  leurs  mouvemens  aient  ^t^  pai- 
faiiement  igaux.  Suppof^oi^  donc  que  ]ui  et  v  aient  d'abord  i[6  in^gaux,  et 
que  Tangle  ^  —  t  ait  varii,  jusqu'k  ce  que  jx  soit  devenu  ^gat  k  v.  Cela 
^os6,  ous  (^  —  0.  peut  ftvoir  vari^  depuis  -\^  1  jusqu'^  —  1.  Au  moment  o& 
fl  devient  ^gal  k  v,  T^quation  (a8)  a  lieu,  dpu  il  vient 

GOS  (i  —  tjZZZ   — Tr7- • 

^*  -^  3,oa8565a 

Qn  a  donc  cos(^— e)ro  si  azo,  oo536a4B,  et  cos(^--£)i:x  si  arOiOOiSS^y^; 
d'uu  il  suii  que,  si  a  est  renferm^  enire  les  limiies  o,ooi34  et  o,oo536|  la 
disiance  entre  les  noeuds  de  rorbiie  et  de  T^quateur  parviendra  k  une  va- 
leur  ^  —  E  enire  o  ei  90",  od  les  mouvemens  des  deux  noeuds  deviendront 
sponian^ment  ^gaux:  cet  angle  sera  d'autant  plus  petit,  que  la  valeur  de  a 
esi  plus  prfes  de  0|Ooi34i  il  sera  plus  grand,  k  mesure  que  a  approcbe  de 
0|Oo536*  Or  les  observaiions  indiquant  la  coincidence  des  noeuda,  ^  est 
6gal  ii  6  y  ou  ^  —  tzzo:  la  valeur  de  a  doit  donc  £ire  fort  peu  dilKrente 
de  0,001 3.  Ainsi  Ton  voit,  que  ia  thdorie  explique  padaitement  le  second 
ph^nomfene  que  pr^sente  la  rotaiion  de  la  lune,  savoir  la  coincidence  dea 
noeuds  de  Torbiie  ei  de  T^quateur  de  la  lune,  et  Tdgalit^  de  leurs  mouve- 
inenSy  qui  cst  exacie  dans  le  iems  pr^sent.  On  a  vu  que,  pour  Fexpliquer, 
il  ri'esi  pas  n^cessaire  que  cette  ^galii^  ait  primitivement  eu  lieu,  maia  seu- 
lement  que  a  ne  suit  pas  beaucoup   plus  grand  que  OyOoi3, 

J.  112.  Operons  de  la  mdme  mani&re  sur  r^quation  II  (S*  lo^.)*  Si  Ton 
j  subsiitue  ErrXlcosia-dijda^siniiS  (S*  ^^^O»  Ai:— uCOS^>|/(Lsin2d-J4co8ad)d^ 
(J.  107.  I.)«  B^  —  ndty  r^quaiion  II,  divisde  par  /id/sin«T,  deviendra    . 
H.  Q-d«3+-=-sin\|/<,|H-K)  Qostt-f-?Lcos>pcos(w-#)-^Ncos4/sin(«-#)>d/. 

sin 

Subsritbons  dans  les  deux  derniers  termes  les  valeurs  de  8in\|/c6s\|/  (cj — 0) 
($.111.))  ^t  n^gUgeons  fous  les  tc^rmes  qui  ne  r^nferment  pas  Tangle 
t? c):  cela  pos6   la  derni&re  ^quation  devtendra 

11.     9«Jzz|/jd/</acosT!0sin(^^ — 1)4-  ^—  c680icos(^— e)-!-  g  "'^''O 

dont  rinl^r^Ie  t»l  ^v  «*'•) . 


1^0  lLSTBO<NO)Mf  E   F  HTSlfQ'nE 

(N) tB  =  p-^^j;^J«co.(^-.e)-gSin(^-Oj-f  — H-*^» 

p  ^tant  une  constante  arbitraire.   .En  employant   lea  difignationa  pridAenr 
tea  ($.  iiiOf  ^^  faiaant  00810=1,  on  aura 

donoTBrrB^-l-j—:^  ^a[cot(r-0-ooa(?-^f)]+  ^  [•in<f-i)-iiiitf*-03| 
-^ — -^ — nt,   et  par   lea  Aqualiona  (^8)  (§.  iii.), 

«  =  «'-l-|,n<^^t.in(r-i')+|co.(f-0^+~~^«r. 

GeRe^quaiion  noua  apprend,  que  rinclinaiaon  vs  n^dprouve  poinf  de  diam« 
«m^na  piriodlqnes,  parce  que  ^,  c^,  aont  dea  anglea  conatana,  et  que  le 
deriiier  terme  — ^ —  eat  tout-Ii-fait  inaensible,  d*au(ant  plus  que  N  eat  appa« 
temmtot  nul.  Uaxe  de  la  lune  n*eat  donc  paa  aaaujetti  k  une  v6ritable 
nutaiion,  et  faccroisa^ment  progreaaif  ou  a^culier  de  Fobliquit^  de  r^clipti- 
que  dana  la  lune  eat  |/an/ain(^'— e^,  ce  qui  ^t  k  peu  pr^  nul,  k  cau* 
'ie  de  ^  rr  t.  .  Ainai  Panalyae  explique  auasi  ie  troiaifeme  ph^nombne ,  aayoir 
TinTariabilit6  de  Tangle  que  r^quateur  lunaire  fait  avec  r^liptique.  II  em 
^auit  tn  mfemetemay  que  la  libration  en  latitude  eat  purement  optique  ou 
%ppafreiitei  et  que  aa  plna  grande  vateur  au  nord  et  au  aud  eat  i-4-®=6'5a'. 
'Cdttrt6e''M*  ongle  a^lAiocentrique  r^pond  k  un  angle  g^ocentrique  de  i^Sg^, 

b-^ltia^^gtaiide  lifbration  du  nord  au  aud  eat  de  3^iS'\  ce  qui  fait  on  dixik* 
ntto  dtt  diaiiiiitre'  de  la  lune. 

Une  expfication  dea  librationa '  de  la  lune,  fond^  aur  lea  principea 
^Aorntiunia^aofluntBa  partia  ici/fut  diSjk  donnie  par  Newton  qui  trouva,  que 
"^Kfthnctidn    de  1a  terre   devait  allonger   de    186  pieda    le  diamktre  de   h 

lane,  dirl^  verala  terrey  et  par  Ik  iorcer  la  lune  de  toumer  conatammeBt 
ie^aoiteie^oAtd^vera  la  tene,  ea  fiiiaant  en  m6me  tema  dea  oacillatioaa  trka- 

petitea*et  lentea('}.    La  th^orie  de  la  libration  de  la  lune   a  M  trait^ 

de  difiSrentea  manikrea  par  lea  plua  gomda  giomktiei ,   principalement  par 

Euler,  Lagrange,  et  Laplace  (*)• 

(1)  rha.  Ifttt.  Pfime.  Mtak,  USb.  1111  Fmp.  38. 

\a)  Voy.  OTtfor.  motus  torpontm  rigid.  Cap.  XVI.  Mrchsrches  sur  la  Khr   ic  la  hmCj    dani  It 
rsoutii  4bs  fUcu  fui  mti  i^mpvrU  Us  pri^,  T.  /X  JMon.  UUsio,  IdPi  W-^Ch.  11. 


'f.  ik3.  Niais  «MMu  tuppptt  i(J.  *9,),  qni  If  l^Ot  Mt  99,«|>\i<r9i^/Bl^||. 

«xe,  «/,  RasMfiir  ;le  ,pr«nie>  ««^r|^«».qni  ett  di.^  vf n(  ^  fprjrie,  «fVM 

flioim  Ekypolhise  la  pliia  MtifnBiUff »  ^l  l^  /le^le  qiii  ^ft  /q|l0e  ;ff  r  |ia  ^^pf 
#C  les  obatiTaftiima.  £ii  dMgWfil  4wc  .1^  peiit  fixe  de  ^i^^irfm^tefif  jiftr  f^^ 
*fa^e  de  vplat|OQ  par  a^»  4iii  a  pfyr  ^p  qui  pjrAQifip  ($.  ^7.), 

d^uil  rpn.^onplnra  ($.  102.) 

L=  M («•-«»)=  ^^^^^f^M,    N  =  o. 

Oh  yerra  plus  bas  ($•  i46-)j  V^^f — *  ©st  k  peu  prfes  —7  'm»  ''^»  ^»  ^^*^^ 
Fes  masses  de  ia  terre  et  de  la  lune,  et  ^  la  uoyenne  distance  entre  ces  deuz 
corps.  Or  —  =  — ,  q—6of,  et  i  ou  J*::^f  •  0,27293,  y^  itant  ie  demi-dia« 
mktre  de  la  terre;  1'aplatiMement  de  fiSquateur  lunaire  aera  donc'^^^  = 
\jR  ^afi  7^  ^  ^'  00002753  =  p,  de  aorte  que  lea  deuz  diamMrea  de  T^qua- 
teuc  sont  entre  euz  comme  i  et  0,99997247.  Si  Kon  fiut  y^  =  20000000 
(lieds,  on  aurtty=y,  0,27 293 =5458600  pieds^  ce  qui  ^tant  muitiplid  par^p, 
donnera  la  difiiirence  entre  les  deuz  diamfetrea  de  Nquateur  =  3oo  pieda.  FW 
m>M  i  —  f{i  -—7),  y  —  ^^^  ii^ni  Taplatiasement  de  la  lune,  dA  ^  aa  rola- 
liba:  cela  pose  on  aura 

h  =f—  ^i  =/(1  _  p  4-  p7)  =/(!  —  P), 
parce  que  p  et  1f  sont  de  tr^s-petites  fractions.     II  en  r^olle 

L  / —  b  |3       0^00003755 

■         Zh-^^f        1  —  3  p         o,  9999174S  *' 

ei  la  p^riode  d^une  osciilation  micanique  ($•  110.) 

aT  =  S .  y  ^^  9 W1741  _  j  j^  ^^j^  ^. j^j.^  _ 3^5  .^^^ 

0^00008269  ' 

€&t  a  d'aillenrs  ($.111.) 

M-..1H.L        (ab— /)l/»— »*)_^s7(f  — 2P)  ^.  ^ 

si  =  = =  ^-   ,,  ,  . ^ — ^7—^=^  — ^^ — ;-s—  =  a>  l^  peo  presw 


•4^  A  Sl^^R  dHOMiS:  PHTSIp  UE 

On  Verhi  ($.  1^6.)  ,'  qiie  y  eit  k-  pea  prte  0,00003071$  'tfdli  il'  Tit#it  a  :r: 
0,  ooob^S^fli.  La  coinddeiice  des 'titetida ;  qdi  e«t  prdiivte«|Nir  ki  i^ienrah 
tidxis/notis  a  dodto6  le  rdfolfat  ($.  irxi)^  tpBe  a  est  phis  giBnd  que  o,  ooi3, 
ce  qoi  est  pfeeqoe  cent  fois  ptos  ghmd  que  la  valeuY  qoe*  nooi  ▼oMna  de 
tronver.  II  feut  en  conciorey  qde  rhypoih^,  attr  laquelle-ctl  fondtf  le  doiw 
nier  calcul  et  la  vaieur  arr  o,  000073  ,  n-eil  paa  admisiible  pour  la  kina 
Cette  hypoth^se  suppose,  1)  que  la  lune  est  un  aphdroide  elliptiqoei  a)  que 
aa  densit£  est  constante  ou  uniform^ent  croissante  vets  ie~  cehlre,  3)  que 
la  lune  a  6ii  un  corps  fluide  ou  mou  ,    pour  pouvoir  prendre  la  figure  que 

r 

sa  rotation  et  rattraction  de  la  terre  tendaient  k  lui  imprimer.  II  en  suit| 
que  la  lune  a  iiif  6h$  son'  origine ,  un  corps  dur  et  irr^gulier,  ce  qai  parait 
Atre  conforme  auz  observations  de  sts  taches  (IL  $•  221.). 
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CHAPITRE     Vt 


PerturhatioRS  de  la  rotation  de  la  terre* 

m 

$.  114.  MLJts  distances  des  planMes  k  U  ierre  font  si^ndea  par  rap- 
port  h  la  distance  de  la  lune,  et  leurs  nuMes  sont  si  petites  par  rapport  k 
«elle  du  soleily  qn'il  eft  ais^  de  pr^voir,  que  leura  aciions  aur  ia  terrei  qui 
d^pendent  de  sa  figure,  seront  tout*k-fait  insensibles.  Nous  ne  considkrarona  donc 
que  Tattraction  du  soleil  et  de  la  Ittne,  la  proximit^  de  la  dernifere  compen- 
aant  ia  petitesse  de  sa  masse,  attendu  que  ia  difliirence  entre  lea  direra  diamk- 
tres  de  la  terre  doit  Atre  fort  sensible  k  la  distance  de  la  lune. 

Comme  il  ne  s^agit  pas  ici  du  mouvement  de  translation ,  on  pent  re- 
garder  l'^cliptique  eomme  un  plan  invariable  qui  aervira .  it  d^terminer  le  di- 
placement  de  r6quatenr.  Soit  donc  (Fig.  a5.)  £  le  pole  de  r^liptique  INIt, 
C  le  pole  de  F^quateur  AB  &  une  6poque  queiconque,  soient  A,  B|  deuK 
points  distans  entre  eux  de  90'',  et  0  le  point  de  la  sphbre,  vers  lequel  Vuxb 
de  rotation  est  dtrig^  k  la  mAme  6poque.  En  nommant  donc  Ma%M&%Mc*^ 
les  momens  d'inertie  par  rapport  aux  trois  axes  principaux  A,  B,  C,  on  aura 
l  —  a,  e\  c^^a ,  parce  qne  tous  les  diambtres  de  r^quateur  sont  des  axes 
prinoipaux  qui  ont  les  m£mes  momens  d^inertie  ($•  87.).  Si  Fon  faif 

les  iquatlons  fondamentales  (§•  io3.)  deviendront: 

vn.  |t  =-/^.+y„»^^..  vm.  |i=:/pr-3/„»^.  IX.  |r=:o. 

Or  les  coordonn6es  x,  y,  z,  et  ^,  t;,  se  rapportent  ici  aux  trois  «xes  prinoi^ 
pauxy  ou  k  r^quateur  ($.  lo).):  par  cons^quent  v  est  Fascension  droite,  com« 
pt^e  de  Faxe  des  ^^  et  X  la  tangente  de  la  d6ciinaison  ({.  ioo.)«  Ea  Aenunwt 
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donc  6  la  dJclinaUon  du  corps  perturbalear ,  les  6cpiation«  pr^cddeatM  dt- 
Tiendront 

VII.     3~  J=  — yV'*  +  ^-/^"  *^^  *  cos  J  sin  v, 
VIII.     |^z=/^r— 3/>4«sinJcos*cost;,        IX.  r  =  e, 

t  ^tant  une  constante  arbitraire.  D6terminons  maintenant  les  positions  des. 
trols  dJces  principaux  relativement  au  plan  de  T^cliptique  INL  et  ii  un  point 
fixe  I  dans  ce  pian  ,  et  la  posit^n  de  l'axe  de  rotation  O  par  rapport  nu 
axes  principauxy  et  fieiisons  pour  cela 

IEA  =  v,     EA  =  //,     IEB  =  ft,    EB=m^    IEC  =  X, 
EC=/,    A0  =  «,    B0=]^,     C0  =  7, 
/  Jtant  robliqoit6  de  r^cliptique.    Pour  ^liminer  les  quatre  premiers   angleSf 
fiiisons  encore 

ECA  =  (P,  EOC  =  x(/. 
Cela  pos^,  la  position  de  Taxe  principal  C,  qui  est  trks-peu  ^loign^  de  raxe 
de  rotation  O,  sera  donn6e  par  les  angles  X,  l,  et  servira  k  d^tenniner  la  posi- 
Iton  deTaxe  principal  A  par  (^  et  CA=90*,  et  celle  de  B  par  CAB=90* 
et  AB  =  90*.  Pendatit  la  rotation  instantan^e  autour  de  0,  qui  est  soppo* 
%it  se  faire  suivant  ABC  avec  la  vitesse  u,  liris  angles  a,  p,  %  EO,  lEO, 
ae  changent  point,  et  ron  a  d>|;  =  wdl.  Le  triangle  CEO  foumit  les  i^oa- 
lions  suivantes, 

.  N  ,         cosZ«-eos7eos£0      .  ^  r^-r»  ^        eoiV— coiIcosEO 

<0 cos  >►  = .  ■■^  .   „■  ■■  ■    ,  (a) cos  CEO  = .   ,  .  --tt — . 

^  iui  7  sia  £  O  »    N  '  •  fia  l  fui  BO       ^ 

/jx  t?r^f\         coi  EO— .coi7cofl 

(3) cosECO= .    ^   .    , . 

^  sin  7  Hn  l 

Mais  ECO  =  ECB  +  BCO,  ECB  =  a70*  — (}>,  donc  cosECB  =  — sin^, 
sin£CB=— cos(|)$  et  les  triangles  BGO,  ACO,  donnent  g^BCO=^^, 

'^j%r%r\ A  i-ii-fc        cos  a      1,    *    .1     .      .  -Ei^rk        coiacos^— cosQsi«<P 

•inBCO=cosACO=  -r-^,  d'oik  il  vient  cosECO=  .   ^ — ^ — 2: 

sm  T  fin  T  ^    ' 

ee  qui  itant  substitui  en  (3)  donne 

(4) eosEO  —  cos7  cos  (  =  sin  / (cos  «cos^— eospsin^). 

9k  Ton  diflKrentie  r^quation  (i),  on  trouvera 

(5)  . . . . .  tf  9 /  sin  4;  sin  Y  sin  S 0  =  a/  sin  /; 
#1  U  mtee  <quatio|i  donne  (sinYsia£Osin4/)*=siii^7»cos*£0«»cos*/+ 
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scotYcos/eosEO  :*: siii^ 7 sin^ /  —  (cos E O -^ cos  7  cos//.  Ed*  substitiuint 
done  (4),  ot  sin*  7  =:  cos*  a -J- cos*  p  (J.  io3.),  on  aura 

(6) sin  7  sin  >^ sin  EO  =it  «n  /  (cos  a  sin  (}>  -f-  ^*  P  ©os  ^), 

ce  qui  ^tant  substitu^  en  (5),  dosnera 

(7) w 3/  (cos  a  sin  (J)  -f-  cos  p  cos  (^)  =  H^  3t 

Les  Taleurs  pr^cddentes  cos  ACO  =  ^^  et  cos  BCO  =  sin  ACO  =  ^r^* 
donnent  cos  a  sin  (^  -4"  cosp  cos  0  =z  sin  7  sin  (cp  -{-  ACO):  il  faut  donc 
prendre  F^uation  (7)  avec  le  signe  *— »  parce  que  «  est  positifi  et 
$4*"ACO>>i8o^  £n  introduisant  donc  les  valeurs  wcos«=p^  wcosfizzg 
($.  loi.  (ai)),    la  demiire^qoalion  donn^ra 

jL.  —  zr  — "  p  sin  0  —  y  cos  ^* 

On  a  dans  le  triangle  CEO*  sin /sin  CEOrrsin  7sin\[/,  d*o&  Ton 
tirera  en  Tertu  de  Tequation  (S)^  sin /sin C E O sin E O rz "*^sin /(cos a sin (p -^ 
cospcos^).  Or  CEO  =  IEO— X,  donc  d.CEO  =  — dX.  Ainsi  ia  diff6<- 
rentielle  de  (2)  donne  dXsin/sinEOsin  CEO-^d/cos/sinEOcosCEOrr 
d/  sin  /  cos  E  O ,  d'oi^  Ton  tire  hh  d  x  sin  /  (cos  a  sin  (^  -f-  co3  p  cos  $)  =:i 
d/(ain/cosEO  — cos/sinEOoosCEO)=  -^  4cosE0— cos/[cos/cosEO-f- 
ain/sinEOcosCEO]  }  =  -—  (cosEO— cos/cos7)  (a)=rd/(cosa  cosxp— -cospsin(() 
(4).  Si  Ton  substitue  (7)9/=  —  i»9/(cosasin(p-f-cospcos(p),  la  derni^re 
dquation  deviendra  ±:dXain/  =  wd/  (cos  p  sin  (p  '—  cos  a cos  $).  Mais  cos  0 
est  n£gatif,  et  X  dicrott  par  la  rotation,  parce  que  C  ddcrit  Tarc  Cc:  il 
faut  donc  prendre  le  signe  -—  |  ce  qui  donnera 

XI.    y-  sin  /  =  p  cos  (p  —  9  sin  (p. 

En6n  on  a  (p-f-OCA-f-OCE^Seo^",  et  la  rotation  n*altkre  point 
Tangle  OCA;  d'oii  il  vient  d(p  =  — d.OCE.  Ainsi  la  diffiirentiation  de  Td- 
quation  (3)  donnera  d$sin/sin7sinECO=d/(sin/cos7 — cos/sin7cos£CO)  = 
d/sin/cos7  —  d/cos/(cosacos0--*cos  psincp)  (3)  (4).  L^iquation  (3)  don^ 
ne   aussi   sin*  7  sm-  E  C  O  =  ^    ;  ,  , ^   zz  sin*  7  — 

tm"  l 

(cosacos(P-^,cospsin(p)^  (4)  i:cos*asin^(p-^cos^pcos'0+acosacospsin4)cos$^ 
k   cause    de    sin'  7  =  cos^  a  -)-  cos'  P;    d'oi!k   il  vient 

sin  7  sin  ECO  :;=:  :iz (coi a sin  ^  4-  cos  g cos $)  ;;=  Ijl  —  (j)^ 
oe  <|ui  ^tant  aubstitu^  dans  la  derni^re  ^quatioHi    doni^ra 
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d(P $in i ziz^lwdt  {sifxl cos 7 4"  ^^ ^ (<^^^  0 ain  0  —  cot a  coi (p) | .  » 

Or  cos  (p  est  n^gatif ,  et  (p  croit  par  U  rotaiion:  U  firat  donc  prendro  !• 
signe  -f-|  ce  qui  donne 

XII.    -r-^  zi: r  4"  cot  /  (^r  sln  (p  —  p  cos  (p)  rr  e  —  —  cos /. 

$.  II 5.  Nommons  a^  la  longiiude  da  corps  perturbateur  Vy  comptie 
du  point  I,  et  p  sa  latitude  sur  Nclipttque,  de  sorte  qae  lEVrrtf^, 
EVngo^  —  P,  la  longiiude  du  pole  de  r^quateur  Aant  I£C  =  Xy  et  fai 
longitude  du  point  vernal  r=  X  —  90*;  d^oik  Ton  condura  la  longitode  iu 
corps  Vy  compt^e  du  point  vernal,  aira' --X-l-go^  En  faisant  donc,  poar 
abr^ger,  af  —  X  =:  t),  on  aura  sin  a  zz:  cos  %  cos  a  =  —  sin  v).  Ainsi  les  ^qot» 
tions  (11.  $.  25.  I.  VII.  IL)  donneroaty  en  nommant  ^  Tascension  droite  de^ 
V|  comptie  du  point  vernal, 

•in  {  =  cos  /  sin  p  -{-  sin  /  cos  p  cos  y^^    cos  ^  cos  f  =::  — -  cos  p  sin  ii^ 
tang  ^  cos  S  cos  ^  =  cos  6'  sin  f  =  cos  / cos  p  cos  ti  —  sin  /sin  ^. 

Si  Fon  nomme  Y  rascension-  droite  de  Taxe  des  jt^  ou  de  A,  comptfe  dn 
point  Ternd  y  v  ^tant  rascension  droite  de  V,  compt^e  da  mAme  axo 
(§•  114.),  on  a  v  =  ?  — r,  (p  =  ECA  =  9o*  +  y,  donc  v  =  f  —  ^^-jo*, 
d*oil  ii  vient 

eos  ^  sin  V  =  cos  S  (cos  (P  cos  f  4-  sin  (p  sin  f)  = 
sin  9  (cos  /  cos  p  cos  y)  -«-  sin  /  stn  p)  —  cos  (p  cos  p  sin  1), 

eos  6'  cos  V  =:  cos  ^  (sin  (P  cos  f  —  cos  (P  sin  f)  — 
cos  (P  (sin  /sin  p  —  cos  /cos  p  cos  t))  — sin  (p  coi  p  sin  t). 

Puisque  la  latitude  du  soleil  est  nulley  et  celle  de  la  lune  ne  surpasse  ja* 
fiaia  slx  degi^Sy  on  peut  faire  sin^  §  =1  o  et  cos^  0  =  1:  cela  posi  lea  valeurs 
pricidentea  donneront 

ato  tcesf  sin  v=:^  sin  ^ain  a(sin  apcos^/-4-sin  a/sin  a-— sinapsin^/) 

-f- 1  cos  (p  cos  a  (sin  2 p  cos  /-f-  2  sin  / sin  «), 
sin  9  ces  ^  cos  v  =  | sin  $  cos  a  (stn  2  p  cos  /^^ 2  sin /sin  e^ 
'f' I  coa^sin  a  (sin  2  p  sin*  /-—  sia  2  p  cos^  / —  sin  ^/sin  a). 

Si  Von  fait  sin  2  p  =  2  tang  p  =:  2 1  sin  (a  —  Q),  1  ^tant  la  tangente  de  Fincli^ 
naison,  et  S^  U  loiigitade  du  noeud  ascendant  de  Torbite  lunaire,  et  qu'on 


Z.  I  V  R  E    IV,    C  H  A  P.    VI.  197 

d^reloppe  les  produiU  des  angles  variables  a,  p,  cp,  par  leura  aommes  ou  dif- 
fiirences,  on  trou?era 


siu  S  cos  ff  sin  t;  zr  j  (cos  t-^  cos  2/)  { sin  (a  a  —  cp  —  SJ)  -4-  sin  (fP  —  Q)} 

nr 

-{-  —  (cos  /  —  cos  a/)  {  sin  (a a  +  $  —  O)  —  sin  ((p  +  Q)  } 

-)-|sin/{2  cos  /sin^-^(i  — cos/)  sin(2a-f-(|)) -|"(^  4"Cos/Jsin  (2a  —  (p)  J  , 

8in^cos^cosv=:  —  (cos/-4-cos2/)  {cos(2a — Cp  —  Q)  —  co8((p— -Q)> 

I 

j  (C08  /  —  C08  2  /)  {  cos  (2  a  -f-  (p  —  Q)  —  cos  ((p  -{-  Q)  } 

|8in/{2COS/cOS(P-{-(l C08/)C08(2a-J-(P) (l  -|-C08/)C08(2a — $)}. 

En  faisant  pour  abr^ger, 

2a  +  (p=*,2a— (p=^,2a-f-(p  — Q=^,  2a— (p— 0=^',(p+0=^Cp-Q=/, 
les  ^quations  VII,  VIII  (§.   ii40t  deviendront 

VU.  ^^-cfq-h^ifn^  {  (co8/+cos2/)(&in^+8in/)  +  (co8/-co8  2/)(8in^-sind}} 

-+-  |//i* sin  / {  2  cos /sin  cp  4-  (i  —  cos  /)8in  i  -|-  (1  -j-  cos  /)  sin  Jif  }  , 

VUI.~|r€ry>-aiy«*{(cos/+cosa/)(cos^-cosO-(cos/-cos20Ccos?-cw 

-f- 1  /W* sin  / {  2  cos  /cos  (p  -f-  (r  —  cos /)  cos  ^  —  (i  -|- cos  /)  cos  A' }  . 

$.  116.  II  est  ais6  de  voir,  que  les  int^ales  des  Aquations  pric^dea* 

tee  auront  cette  forme; 

(8) p  —  h  sin  eft 

—  |//**sin/^ — j^ —  coa*'-) j; —  cos*-| ^coscp^, 

(9) 7  =  —  A  cos  e/l 

—  X^fnr^icosl-^-coz^l)  [-^ -— j  —  (cos/— C0S2/)  [-3^+  -3-^5 

—  |//i  sm/^  — g —  sm  A^ = —  sm« ~  sin(p>« 

Puisqu^on  peut  prendre  ici,  sans  erreur  sensible,  les  ▼aleusi.  moyennes  des 
difliirentielles,  on  aura 

^=11,    ^=^  (XII),    i^  =— v/,  ($.  111.),   ce  qui  donne  (§,  ii5.) 
—  =  2/i-|-e,    —  =  211  — e,    ^=(a  +  v)/i-|-e. 
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Si  Ton  substitue  maintenant  lea  valeura  (8)  (9)  et  lenri  difiiiretttieUee  dana 
les  ^qualions  VII,  Vllly  et  qu^on  6gale  a^pariment  lea  coefficiena  de  chaqae 
augle ,  Fargument  ^  donncra  4  ifn^  (cos  /  +  coa  a  /)  ^^■*'^1'*""^  »»n  ^  — 
I  ifn^  (cos  /4-  cos  ^^v-r  -^-xSAsl^.  En  opirant  de  k  m^me  maaikre  aiir 
lea  autres  angles,  on  Irouvera 

A=(2+v)„  — (i4-/)e,  B=(24-v)n  +  (i4-y)e,  C  =  v»  +  (i+/)a, 
D=v/i  — (1  +/)e,  E  =  an  — (i+y)e,  F  =  an  +  (i+/)e,  G  =  (i+-y)e. 

Toua  les  termes  de  p  et  9,  qui  aont  inultipli^s  par  r^,  r^ultent  de  ractioa 
du  corps  Vy  parce  que  n^  est  entr6  dana  les  formutes  ptic^dentes  par  la  sub- 
stitution  de  /i*  =  iL-  (J.  ,oa.):  on  aura  donc  (8)  (9),  pnzAsine//  el 
9  =  —  A  cos  efi,  si  la  rotation  n'eat  troubl^e  par  aucune  foDCe  ^trang^re.  Oc 
p  et  ^  sont  nuls,  si  la  terre  tourne  autour  d'un  axe  principal,  parce  quUole 
O  et  C  coincidenti  d'oJIi  il  suit  7=0,  «=0=90**,  donc  /9=9=0  el  A=o# 
Ainsi,  la  terre  toumant  du  moina  It  tr^peu  prte  sur  un  axe  principalt  h 
eat  une  trfcs-petite  quantit^,  qu'on  pourra  n^ligeri  quand  ii  s'agit  de  diterad* 
ner  les  perturbations  de  la  rotationp  dues  a  des  forces  itrangeres.  Cela  pdaly 
ai  Ton  subatitue  lea  yaleurs  (8)  (9)  dana  lea  ^quationa  X»  XI»  XII  ($•  ii4*)f 
on  aura 

X.  a/=  \ifn*ht  ^cp.  /g  -  i)  +  «)i  a/(i  \  i)^  •in  faa-O) 
+  |iy»«d/^ca./(i-^)  +  co.a/(i  +  l)5.inO 

+  |/'»  «ui/d/< — ^ -^ — >  sina«, 

W.  3,x=-J./».a,  J«,. '(i  +  i) -t- ^^V  (i  -  i)  H  <"  -  « 

-?(/*.»-H'(5  +  B)+^(j-5)i-« 

XII*  d<p  =  ed/«— dXcoa/. 
L^nt^gratioii  de  ccs  ^quatioDf  donncra 
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XIII.  /=X-|.|^|co./(i-i)4-c«»/g  +  i)^«-("-0) 

+  i-^H'(^-5)+""'(^  +  5)H» 

_|  ^.Mn/Ji  -  i  +  (j  +  p)  co.  /  Jco..«i 
X.V.  X=A-|.i^j.o./(l  +  l)+^(l-i)H"-« 

+  |-^H'(5  +  5)  +  °-SV(s-5)^=-a 

■     -|^«H  +  f  +  (i-5)""?-"-l'-^" 

XV.  (pi=:*+€t^XcoBK 

$.  II 9*  Les  iqiiations  pr^cjdefttea  dctinent  robiiquilj  de  P^cliptiqne 
l,  la  longitude  du  pole  bor^al  on  dn  point  solstitial  du  cancer  X ,  compt^e 
du  point  I  ($.  II 5.),  et  la  position^  da  premier  miridien  A,  k  une  ^poqne 
^uelconque  /;  les  constantes,  introdoites  pat  l'int<gration,  L|  A,  4>,  donnant 
ks  mtmes  quantit^  k  T^poque  d'oi!k  Fon  part.  Or  la  longitu4e  du  point  sol- 
elitial,  compt^e  dn  point  ^qninoxial,  Aant  constammenl  de  90^,  on  aura,  e& 
araunant  11  la  iongitude  du  point  I,  compt<e  du  point  Yemal ,  ic  «^  X  =  90* 
on  »  =  90*  —  X.    On  a  de  plus 


v  =  0|Oo4oai86  ($.  m.)»  ^J^ 


i«  — «• 


($.  i«4)j 


hft 


mais  Mc*=  ^  a^p,  Ma*=  ^  «*?(«*+?")  (S-  87),  a«  et  ap  ^tant  leidia- 
mktres   de  r^quateur   et  Taxe ;    d'oiii    il  suit  /•=  -r^  —  1  =  ^JIlL  ,     ei 


ea  faisant 


|==S=o.»5«5.     /=;l^;^-=o.,o«=.. 


I 

A 


a        930 

On  peut  donc  faire,  sans  erreur  sensible,  14-^  =  1  4"«/*=  >>  ce  qui  donM 

«     I    1 --._      ^'^*  i.  _  1 a#  JL  4- — ' 4n  j^ 1' 

C  "*"  0  #^v*n**     K        F  —  4.n»-.#»*  .    E  "^  F  ~  4n*^«»     O  ~  7* 

En  bisant  de  plus  /  =  a3*a7'5o",  i  =  lang5*9%  exprimant  le  tems  t  en 
jours,  et  d<signant  par  n,  n' ,  les  mojrens  mouTemens  diunies  de  la  lune  et 
4a  soieili  oa  aura 


\ 


•      • 


^ 
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1  =  0,0901273;  11=47435", o3;  //  =  3548^33;  tf=36o«5g' 8"  =119954^,5; 
cos/ =  0,9173112;     8in/  =  o,  398171;     cot/=2,  3o38ia; 

C03  a/=  0,0829190;      — —  =  I,  7i5i4^i 

et  I  est  nul  relativement  au  soleil.  Maintenant  il  faut  ae  rappeler,'  qae  toof 
les  termes,  relatifs  k  Taction  de  la  lune,  doivent  6tre  multipli^s  par  — ,  ou 
^ue  tous  les  termes  qui  ont  le  facteur  n,  doirent  6tre  divis^s  par  78  (g.  103.). 
£n  metiant  donc  k  )i  la  place  de  90^"  —  X,  K  au  lieu  de  90®  — A,  et  4>=o, 
les  6quations  pr6c6dentes  deviendront 

XIII.  /  =  L  +  6",  33 1  ./cos  (2  C  —  Q)  +  3o^  9^  ./  cos  a  C 

-f- 169",  o33  ./cos  2  O  4-  ^975"»  96  .ycoa  Q ; 

XIV.  H  =  K  — ia'',33o./sin(aC  — Q)  — 7a",076.ysin3C 
—  389'',  785  ./sin  a  O  —  5563",  81  ./sin  Q  -|-  (3o",  5435  -f^  i3",  33i)/./; 

XV.  $  =  tf/-i-H  .  o,  9173112; 
le  terme  3o'^5435./.  /  ddpendant  de  Taction  de  la  iune,  et  i3^',  33i  ./.i  de 
celle  du  soleil. 

§.  118.  Dans  lea  ^quations  pricddentes  L  est  la  moyeime  valeur  de 
l*obliquiti,  K  est  la  longitude  mojenne  d'une  ^toile  ou  d'un  autre  poiat  fiM^ 
comptde  du  point  6quinoxial  mobile;  /  —  L  et  X'— K  sont  les  varialioas  df 
Tobliquit^  et  de  la  longitude  des  itoiles  dans  le  tems  t,  ou  la  nutaiion  et  la 
Hirogradation  des  points  iquinoxiaux.  Leurs  termes  les  plus  consid6rables 
S976^./cosQ  et  •»  5564'^/sinQ,  sont  la  nutation  proprement  dite  et  Viquth 
iion  du  point  equinoxial  (II.  $.  4^-  L  UOi  ^^  terme  4^'^  ^7^  •f^  ^^^  ^  prioci- 
aion  moyenne.  Or  on  a  trouvi  par  observation  (11.  $.  4^0  -  ^^  nutatioa 
=9", 63cosQ:  en  ^galant  cela  k  ag75'',96./cosQi  on  trouvera/=o,oo3a3; 
d*oii  il  vient  T^uation  du  point  iquinoxial,  •— dK  =  5563^^,81  ./sinQ  = 
iy,97i.sinS2,  la  prdcession  diurne  43'',875/=o",i4'7»  et  la  priccssion  annuelle 
=  5i'',  72.  La  premikre  est  exactement  6gale  h  celle  qui  suit  de  rhypothfes6 
adopt^e  par  les  astronomes,  i8'^023sin  Q  (II.  §.  4^*  11*)»  ^l  ^^  derniire  est 
peu  difffirente  de  la  prjcession  qui  r^sulte  des  observations  (II.  §.  3o.).  Si 
Ton  multipiie  les  termes  i69"cos  a  O  et  —  389",  8  sin  2  O  P*r  /=  o,  oo^aS; 
il  viendra  o'\  5  cos  2  O  ^^  -*^  i'^  26  sin  2  O »  ^  V^^  P^^'  comme  ci  -  dessos 
(II.  $.  4^*)-  La  plus  grande  obIiquit6  arrive  dans  les  nouvelles  lunea  da  prin* 
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tems  et  dans  Ie«  pleines  lunes  de  rautomne ,  la  lune  ^tant  en  m^me  tems 
dans  le  noeud  ascendant,  ou  dans  les  pleines  lunes  du  printems  et  les  nou- 
velles  lunes  de  Taulomne,  la  lune  ^tant  dans  le  noeud  descendant:   alors  on 

a  cos^^C — Q)  rzcosaC^co*  ^O  ;^cos  n  =  I  et  /rzL-f- ^iSa'^^^!./^ 
La  plus  petite  obliquiti  a  lieu  dans  le  premier  ou  le  dernier  quartier  au 
commencement  de  \i\A  ou  de  rhiver,  la  lune  ^tant  en  m^me  tems  k  90^  des 

noeuds:  alors  on  a  cos  JJzzcosa  QzhcosqC  —  — '»  et  cos(*(C  —  ^)~\-\y 
donc  1~\a — 3i69",582.y;  La  plus  grande  difference  est  donc  6i5i'',8a6yj 
ct  suivant  les  observalions  19",  26^  d'ou  il  r6sultey~o,  oo3o3.  On  trouvera 
une  valeur  plus  exacte  de  yj  par  ie  moyen  du  terme  43'»  ^^S./qui,  suivant 
les  observations,  est  ^-7  —q>\  '^714 5    ^'ou  il  vient  /iz:  o,  oo3i325  ,    ce 

qui  diflcre  peu  de  la  vaieur  pr^c^dente.  Si  Ton  veut  determiner  la  masse  de 
la  lune  —  m,  par  la  comparaison  dcs  ^quations  pr^c^dentes  avec  les  observa- 
tions,  il  faut  se  rappeler  que  tous  les  termes  qui  d^pendent  de  Taction  de 
]a  lune,  ont  iii  divis^s  par  78.  £n  les  multipiiant  donc  par  78/71^  on  aura  par 
le  terme  de  /  qui  a  le  facteur  cosQ,  et  par  celui  de  k  qui  est  multipli<^  par 
t,  ces  ^quations:  23ai24'',9./w.yzr9",63,  el  /'(89oi7o'^m-|-4869',i6)iz5o'%2. 
La  premiere  donne  /7i/  =  o,oooo4i4^6»  cequi  ^tant  substitu^  dans  la  seconde, 

,  ^         5o'',2  —  36 ',1  o    ro         j  0,0000414^6  I 

donncra  f—  •    .^^,,-  e—  =  o,  0028958  ,    donc   m  —  -^ — —  =  — -; 

ce  qui  est  a  peu  pres  la  masse  lunaire  que  M.  de  Laplace  a  conciue  du 
flux  et  reflux  de  la  mer  ($.  6i,), 

Si  la  terre  a  6i6  une  sphiire  homogene  et  molle,  la  roladon  doit  lut 
avoir  donn^  la  iigure  d'un  sph^roide  elliptique,  dont  les  deux  diam^tres 
sont  entre  eux  comme  23o  et  229,  d^ou  il  suity=o,oo4  ($.117.)«  Comme 
c^est  d'un  tiers  plus  grand  que  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  et 
qui  est  conforme  aux  observations ,  il  parait  que  la  terre  est  moins  aplatie 
qu'elle  ne  devrait  T^tre  sulvant  cette  hypothese,  ce  qui  est  confirme  par  la 
mesure  des  degres  (L  §•  192.). 

Si    Ton    fait    m  iz:  —  et  y*  =  o,  003^36 ,    les    ^quations    pr^cddentes 
deviendront 
XIIL  /=  L  -j-  9",63. cos  Q-^-  o",547 -^0*  ^ O + <>''> » -cos^ C  -{-  o'',02 1  .cos  (2 C — Q), 
XIV.  x=K+o",i42./-i8''.sinQ-i",26i.8in20-o'',2335in2C'-o",o4.sin(2C-JJ), 
XV.  cp  =1299548'',  ^6  .t-f-K  .  0,91731. 

26 
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Le  terme  9'',  63  cos  Q  est  la  nutation,  les  t^rme»  auivans  doanent  sa  corree* 
tioD^  le  plus  consid^rable  o^''|  547  coa  a  Q  ^^  appel6  la  nutation  solaire:  os 
la  trouve  dans  ia  XXX.  des  Tables  du  soleil  par  M.  Delambre,  eu  eile  m 
€i6  snppos^e  de  o''',^^.^^  cosaQ*  Le  terme  o'^i4a  est  la  moyenne  pr^ces^- 
sion  pour  un  jour,  les  autres  termes  donnent  sa  correction  ou  l'6quation  du 
point  ^quinoxialy  qui  est  le  double  de  la  nutation.  Le  terme  i^^^^sinaQ 
a  ^t^  suppos^  do  i^^^sin^O  d^ns  les  Tabks  du  Soleil  par  M.  DdanUm 
(Suke  de  la  Tab.  XIIL). 

%  119.  U^quation  XV  donne  Fangte  (pzrECA  {Ffg.  i5.),  qui  esC 
Tascension  droite  du  premier  m^ridien  A,  compt^e  du  point  mobile  du  sot 
stice  d'hiver.  Le  premier  terme  de  ^  est  la  rotalion  moyennoi  le  second 
x  cos  /  renferme  sa  correction  ^  ensorte  qu^il  paratt  que  la  rotation  n^est  pai 
uniformej  mais  ce  n^est  qu^une  illusion.  II  est  visible,  que  Tascension  droite 
$,  comp(6e  du  solstice  mobile,  ne  peut  pas  ^tre  unvforme,  parce  que  le 
mouvement  dee  points  solstitiaiix  ne  Test  pas,  efn  vertu  de  r^quatton  XIV, 
qui  donne  l^augmentation  de  la  longitude  des  itoiles  x,  ou  la  r^lrogradatioB 
des  points  ^qninoxiaux  et  solslitiaux.  Cette  r^trogradation,  r^duite  &  Fdqua* 
teur,  est  xcos/  (II.  §.  3i.  il.):  ainsi  la  correction  de  (p,  xcos/,  n^exprime 
que  raccroissement  de  Tascension  droiie ,  qui  r^sulie  de  la  r^rugradation 
des  points  dquinoxiaux,  et  elle  n'a  rien  de  commun  avec  la  rotation,  parce 
qu'elle  aurait  ^galement  lieu,  si  la  rotation  dtait  nulle.  Celle-ci  est  done 
donnde  par  un  seul  terme,  proportionnel  k  i-,  d^ou  il  sutt  qtie,  malgre  Tat- 
traction  du  soleil  et  de  la  lune,  la  rotation  de  la  terre  eat  parfaitement 
«niforme,  «isi  elle  tonrne  autour  d'un  axe  principal.  Dans  le  cas  contraire 
les  termes  h  sin  eft,  h  cos  eft,  que  nous  avons  n^gligds  ($.  1 1€.)>  influeront 
sur  la  rotation.  Pour  d^tenniner  cette  action ,  reprenons  lea  iquations: 
(«)  (9)  CS.  ii6.}, 

p  —  H  cos  a  —  h  sin  efi,       q~M  cos  (3  n:  —  A  cos  efl,     - 
d'oili  Ton  tire  p^-j-y^zi  «^(cos^a -f- cos^^jS^z:!  w'sin*7  =  A^  dbnc  Azzwsin^, 
£n  substiiuant  cela  dans  les  equalions  X,  XI,  XII  ($.  ii4.]t    ^"  ^^^^ 

97iz: w3/.sin7cos((p-)-ff//),   BXzz:-. —  s\nysii\(<p4-efe)^  dcpzr — dXcos^' 
d^ou  Ton  tirera,  en  mettani  e  a  la  pkce  de  v,.  et  e^  au  lieu  de  (p. 
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dl^Ziedi.ainycos^i-^/^ei,  3X= —-r  sin7»in(i4-/)^^i  30= — 9\cosl, 
dont  les  int^grales  sont  a  tr^^peu  prhs 

Izz siny  sin  {(p -j- efi),     k  —  -, — -  cos  ($ -f"  ^/O^     $  =  x  cos f. 

Ainsi  dans  le  eas  mftme,  ou  Taxe  de  rotation  de  la  terre  ne  serait  pas  un 
axe  principal ,  les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  n^altkreniient  point  son 
uniformil^,  parce  que  le  terme  x  cos  /  n^est  qu^une  in^galit^  apparente,  ainst 
qu'on  Ta  vu.  Mais  dans  ce  cas  la  rotation  ne  pourrait  pas  6tre  uniforme, 
ik  cause  des  forces  centrifuges  ($.  88.).  Or  les  observations  d'une  longue 
auite  de  si^cles  n^ayant  indiqu^  aucune  irr^gularitd  dans  U  rotatiou  de  la 
terre,  il  faut  en  conclure,  que  la  terre  tourne  sur  un  axe  principal;  ce  qui 
•era  encore  plus  ^vident  par  les  variations  de  robliquit^  et  de  la  pr^cession^ 
qui  en  r^sulteraient.  Le  maximum  de  ces  variations  est  sin  7  et  -r^ »  ou 
en  degrds,  S^^i^^^S"- sin  7  et  i43*53'5i".  sin  7,  ensorle  que  ces  variations 
iraient  de  — 57*.sin7  k  57®.8in7,  el  de  —  i44*'Sin7  ii  i4i'*sin7^ 
dans  le  tems  que  Vangle  $  +  ^fi  emploie  k-  prendre  Taccroissement  de  36o% 
c^est-ii-dire  dans  3p8  jours.  II  en  r^sulte  que,  si  Taxe  de  rotation  s*6cartait 
seulemeni  d'une  seconde  de  Taxe  principal,  Fobliquit^  et  la  pr^cession,  c'est^ 
^-dire  les  latitudes  et  les  longitudes  des^toiles  ^prouveraient,  dans  Tespace  da 
dix  mois,  des  variations  de  %'^  et  de  5'^,  que  les  observations  auraient  faii 
reconnaitre.  Cest  donc  une  preuve  incontestablei  que  la  terre  tour^e  autour 
d\in  axe  principaU 

On  peut  prouver  Tuniformit^  de  la  rotation  de  la  terre  encore  d^une 
aulre  manifere.  Si  elle  ^tait  d^rang^e  par  les  actions  du  soleil  et  de  la 
lune,  les  forces  centrifuges  qui  dependent  de  la  rotation,  eprouveraient,  dans 
Tespace  d'un  an  ou  d*un  mois,  des  variations  dues  aux  diverses  situatrons 
du  soieil  ou  de  la  lune:  la  pesanteur,  qui  est  dimjnu^e  par  la  force  cen^ 
trifuge,  et  par  cons^quent  la  longueur  du  pendule  ^  secondes,  serait  assujettie 
a  des  variatioos  analogues.  Mais  il  est  prouv6  par  les  observations  les  plus 
exacfes,  que  la  lon^ueur  du  pend4ile  a  secondes,  sous  chaque  lalitude,  e^i 
invariable* 
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CHAPITRE      VII. 


F  i  g  u  r  e    d  e    l  a    T  e  r  r  e. 


L 


%.  130.  J-Ja  terre  pr^sente  au  preinier  coup  d^oeil  une  regularit^  (rap* 
pante,  et  les  observations  des  astronomes,  des  g^ographes,  et  des  navigateurs 
prouvent,  que  sa  figure  ne  s^dcarle  pas  sensiblement  de  la  spbfere  (I.  $.  186.  i^^.)- 
II  iidXi  donc  naturel  de  chercher  la  cause  qui    peut  avoir    donn6  k   notre 
globe  une  figure  aussi  r^gulifcre,  et  ces  recherches  donn^rent  iieu  k  une  des 
plus  belles  d^couvertes  de  Newton,  celle  de  la  figure  elliptique  de  la  terre» 
et  aux  exp^dilions  astronomiques   vers  le  pole  et  T^quateur^   qui  ont  singu- 
liferement  contribui   aux  progrfes  des  sciences.    Quand  nous   voyons,  que  ia 
figure  de  la  terre  et   de  tous  les  corps  celestes  est  la  seule^    parmi  une  in« 
finil^  d'autres  figures  ^galement  possibles»  qui  soit  parfaitement  regulikre,  nout 
ne  pouvons  pas  croire  que  c^est    Teflet  d^un  pur  hasard;    nous  ne   pouvons 
douter  qu^il  n^y  a  eu  des  causes  physiques  ou  mtScaniques»    qui   ont  produit 
cette  figure,  en  la  changeant  et  modifiant  jusqu'au  moment  oii  toutea.  les  for- 
ces  agissantes  ^taient  en  ^quilibre.     Cest    au  moius  le  seul  principe»  duquel 
doit  partir  toute  recherche  theorique  sur  la  figure  de  la  terre.     Quand  m£me 
]a  tefre   aurait  re^u^    des  son  origine,    la  figure  qu*elle  a  conservie  depuis 
tant  cfe  sitclesj  il  serait  infinimeut  probable^  que  c^^tait  celle  que  r6quilibre 
suppcse.     Dcux  tiers  de  la  surface  de  la  terre  sont  encore  aujourd^hui  flui« 
des,    et   ces   mers  immenses  qui  recouvrent  la  4erre|    sont  en  repos  ou  en 
equilibre,  ce  qui  serait  impossible,  si  la  figure  de  la   terre  n^^tait  pas  cellt 
qui  convient  ^  requilibre.     D*un  autre  cdt6,    te  continent  s'£Ievant  trfcs-pea 
«u  dessus   de  la  mer,    et  la   profondeur   des  eaux  ^lant  inconsidJrable,  •  on 
doit  en  conclure,  que  la  figure  du  globo  terrestre  entier  est  k  tr^s-peu  prte 
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eelle  qui  ^tablirait  1'^quilibre,  si  la  terre  6lait  un  corps  fluide.  On  eit  dono 
non-seulement  autoris6,  maia  n^cessit^,  de  supposer  la  ietre  Jluide,  Cela  pos^ 
il  r^sulle  des  premiers  ^l^mens  de  fhydrostaiique ,  que  requilibre  ne  peut 
avoir  iieu,  et  que  la  figure  de  la  terre  ne  peut  ^tre  alable,  et  sa  surface 
en  reposy  que  dans  le  cas  ou  les  deux  conditiuns  suivantes  seront  salisfailes* 
i)  Tous  les  canaux,  remplis  de  ce  fluide,  et  ayant  la  meme  base»  doivent 
ejcercer,  dans  leur  commune  section,  les  m&mes  eflbrts  ou  pressions*.  en 
concevant  donc  dans  chaque  point  de  la  surface  de  ia  terre ,  un  cylindre 
ereux  infiniment  mince  qui  s^^tend  jusqu'au  centre  de  la  terre,  ious  ces  ca- 
lumx  doi^'ent  avoir  le  mime  p6ids ;  aulrement  celui  qui  pese  nioins,  c^Jerait  a 
la  plus  forte  presston,  en  s'61evant  sur  la  surface  de  ia  terre,  et  sa  figure 
serait  alt^i^e  jusqu*au  r^tablissement  de  rSquilibre.  2}  La  figure  doit  6tre 
telle»  que  la  direction  de  la  pesanleur  soil  pariout  perpendiculaire  a  la  surfucet 
proposition  aussi  6vidente  par  T^xp^rience  que  par  la  th^orie.  Cest  le  seut 
cas,  ou  la  pesanteur  coBtribue  k  la  stabilitd  et  solidite  de  la  terre.  Dans 
tout  autre  cas^  elle  peut  £lre  d^compos^e  suivant  deax  directions»  Tune  per* 
pendiculaire  a  la  surtace,  Tautre  en  dtant  la  tangente:  la  premifere  soutient 
la  figure  de  la  terre,  la  aeconde  tend  k  Talt^rer,  en  imprimant  k  la  surfinco 
fluide  un  mouvement  suivant  la  tangente,  auquel  rien  ne  s^oppose:  ainsi  ro* 
daLTL  ne  serait  pas  ea  repos»  et  la  figure  de  la  terre  eprouverait  des  chan» 
gemens  continueU» 

Ces  deuz  principes  serriront  k  d^terminer  la  figure  de  ta  terre  pai 
la  th<k)rie.  Le  premier  suppose  que,  la  posilioa  et  la  longueur  d'un  canal 
depuis  le  centre  jusqu^Si  la  sur&ce  ^tant  donn^ea,  on  peut  trouver  soa  poids, 
pour  ¥oir  si  tous  let  poids  sont  ^gauz ;  ce  qui ,  rigoureusement  parbnt^ 
B^ett  possible  k  moina  qu^on  ne  connaisse  la  denslt^  de  la  terre»  ou  plul6t 
la  loi  suiYant  laquelle  la  densit^  d^pend  de  la  distance  au  centre.  Mais 
c^est  ici  qoe  U  th^orie  est  d^pourvue  de  donndes,  parce  que  les  obaervations 
devraieat  Ctre  faites  dana  rintirieur  de  la  terre.  II  est  donc  natoret  dV 
dopter  lliypoth^  la  plos  simple,  c^est-k-dire  une  densit^  homogjkne.  It  est 
Yrai  que  la  connaissance  superficielle  meme,  que  aous  avons  de  la  terre, 
•uffit  ponr  prourer  qoe  cette  hypoth^  n^est   pas  exacfic>   aussi  le  rapporl 
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des  axes  qtii.  en  resulte,  n^est  pas  enti^rement  conforme  aux  obserrations. 
Mais  notre  biit  n'est  pas  de  d^terminer  par  la  th^orie  les  dimensions  exacles 
de  la  terre,  ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par  des  observatibns;  nous  nous  propo- 
sonsy  d'examiner  en  g^ii^ral  les  cbangemens  que  la  figure  sph^rique  ^prourera 
par  la  rotation,  et  d^xpliquer  par  des  principes  physiques  Taplatissement  de  la 
terre.  Uhypothese  pr^c^dente  sufGt  pour  ce  but,  et  la  comparaison  de  ses 
r^sultats  avec  les  observattons  nous  apprendra,  si  elle  est  conforme  k  I» 
nature  ou  non. 

La  densitd  homogkne  de  la  terre  sera  donc  la  base  des  rechcrches  sui- 
▼antes.  II  en  suit,  que  la  terre,  si  elle  ne  tournait  pas  autour  d'un  axe» 
prendrait  spontan^ment  la  figure  sphcrique;  mais  que  les  forces  centrifuges, 
dues  k  la  rotation,  changeront  sa  figure  de  manibre,  que  la  distance  de  toos 
les  points,  ayant  la  m£me  force  centrifuge,  k  Taxe  de  rotation,  ^prouvera 
des  changemens  ^gaux;  d'ou  il  r^ulte,  que  T^quateur  et  tous  les  paralleles 
sont  des  cercks,  et  que  la  terre  est  un  solide  de  ris^luiion  autour  de  XtM 
de  rotatioUi  ensorte  que  tous  les  mitidlem  soni  des  courhes  semblabies.  II  en 
suit  eneore,  ^u^un  plan  de  m^ridien  passant  par  Taxe  et  un  point  quelcon* 
que  M  de  la  terre,  la  partagera  en  deux  portions  ^ales  et  semblables  qui, 
par  cons^quent,  attireront  dgalement  le  point  M,  de  sorte  que  la  direction 
moyenne  de  la  pesanteur  coincide  constamment  avcc  le  m^ridien ,  ^tant,  en 
vertu  de  la  condition  a),  perpendiculaire  k  la  tangente  du  m^ridien.  Ce 
sont  les  principes  qui  serviront  k  d^montrer  les  th6orbmes  suivans.  Une 
th^orie  g^n^rale  qui  ne  suppose  aucune  hypothese,  et  qui  a  dound  lieu  aux 
recherches  savantes  de  D^AIembert  O^  Clairaut  (^),  Laplace  (^),  et  d^autres 
giombtres,  appartient  plutot  a  la  physique  qu\H  rastronomie. 

$.  121.  Parmi  ceux  qui  ont  examin^  avant  Newton  la  nature  des  for- 
ces  centrifuges,  et  TaU^ration  de  la  figure  de  la  terre  qui  en  r^sulte  ,  Huy- 
ghens  merite  unc  attention  particuliere.  Newton  fonda  une  nouvelle  th^orie 

(l)  Reeherches   %ur  djjlfiirens   points   imp^rtans   du    Sjst.  du  Mondc,    Ia9.  fJL  9^1,    §i    Opuse» 
Miathdm,  Tom.  VI. 

(a)  Thdorie  de  la  /Igure  d§  U  Tfirm, 

(})  Meqfsni^u0  q/ile^tc. 


» 
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sur  sa  diicooverte  de  rattraclion  universelle  de  toute^  le»  mol^ules;  au  Iieu 
que  Hujrghens  eut  suppos^y  que  la  foi^ce  attractive  ^tait  une  propri^t6  parti^ 
cult^re  du  centre  de  la  terre,  que  par  cons^quent  la  direclion  de  la  pesan-' 
teur,  en  faisant  abstraction  des  forces  centrifuge»,  passait  par  le  centre  de 
la  terre^  qu^lle  que  fut  sa  figure,  el  que  la  pesanteur,  dans  toute  T^tendue 
de  la  terre,  ^tait  proportionnelle  ii  une  puissance  eonstante  X  de  la  dietance 
r  au  centre.  Cette  hypothese  simplifie  singuli^rement  les^  recberches.  Soit 
(Frg.  26.)  C  le  centre  de  la  terre,  P  le  pole,  A  un  point  de  T^quateur, 
CA=:m,  CPzizn,  CMzizr,  ACM  =  p,  et  nommons  A  et  F  la  pesanteur 
et  la  force  centrtfuge  sous  l-^qualeur:  eela  pos^  la  pesanteur  en  M  suivant 
MCscra  =  --^  A.  Ayant  abaiss^  sur  CP  la  perpendiculaire  NMQ,  la  force 
centrifuge  y*  en  M   suivant  MN  est  proportionaelle  h,  la  distance   de    Taxe 

AI O  'I*  coi  3 

(S-  69*)»   parlant  /=  — ^  F  zz S-  Fj   elle    aera  donc   suivant   Mm  = 

/*cosp=r ^  F,  d'ou  il  r^sulte  la  pesanteur,   diminu^e  par  la  force  cen- 

^  A  r^         F  r  coj*  3 

♦rifuge,  suivant  MC=  —3- -i- ,  et  la  pesanteur  de  T^l^ment  Mfizz 

xAdr        Frdrcot«p       ^  ,  ri^   -  a     .         1  im  f- x     .    ^« 

r E. ,  en  faisant  1  epaisseur  de  teus  le»  canaux  M  C  egalo  k  Tu- 

'^  ^  Ar^'^'*         Fr'c     ''^ 

nit^:  rint^gration  donnera  la  pesanteur  du  canal  entier  CM=:  rr-^ — :— ^ ^ — -l^ 

£n  faisant  p=:o,  rzizm,   et  ensuite  ^  =  90^,   r~n,  on  aura  la  pesanteur 

du  canal  CAzr^j— ^,    et  celle    de   CP=T^|y^*     Comme   elles 

doivent  itre  jgales,  par  hypothfese,  on  aura  F^quation 

»Am^"^  '  —  C^  +■  1)  Fm^^"*" '  =  a  A/»^-^' ,. 
-d^oii  il  suit  le  rappoit  des  axes^ 


1»         \  a  A  / 


On  verra  plus  baf,  qiie  la  rotation.  de  la  terre  donne  ~  =  — ,  d^ovi  il  suit 
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m :  n  : :  67«  ^  •+•*':  (678  —  (X  +  i))  X-H  *• 
Ea    suppcsition    que  la  pesanteur  soit   proportionnelle    k  r^ ,   est  k  la  v^ritj 
eontraire  ii  rattraction  universeile^  en  verta  de  laquelle  ce  rapport  n^a  liea 
que  dane  le  cas  oii  le  solide  est  une  sph^e  homog^ne.   Cependant  la  figure 
de  la  terre  ne  8'6cartant  pas  beaucoup  de  la  sph&re,  rerreur  qui  en  r^solte 
ne  peut  pas  £tre  sensible:  en  effet,  si  Ton  fiiit  X  =  o,  ensorte  que  la  pesan^ 
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teur  est  constahte  sur  toute  la  terre,  on  aura  /n  :  n  ::  578:577,  ce  qui  est  le 
rapport  adopt^  par  Huyghens;  si  Ton  fait  \~ — 2,  on  aura  mmiii^jgii^Sf 
ce  qui  ne  diilere  pas  sensiblement  du  rapport  pr^c^dent.  Mais  Tautre  sup« 
position,  qne  la  direction  de  la  pesanteur  passe  connstamment  par  le  ceutrei 
ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  la  sphere,  esl  la  source  de  la  difi<$rence 
consid^rable  qui  exisle  entre  ce  rapport  et  celi)i  qui  r^sulte  de  la  th^orie 
de  Newtcn  ou  des  observations. 

Quand  la  th^orie  de  la  grai^itaiion  universellc  eut  ^t^  confirm^e  par  une 

foule    d^observations   et  de  d^couvertes   aslronomiqucs ,    rhypothfese    de  Huy- 

ghens   n'elait    plns  admissible,    et  Ton   fut  force   de   prendre  pour   principe, 

que   les  corps  sur  la  terrQ   ne  pesent  pas  simplement    vers   le  centre»   mais 

qu'ils  aont  atlir^s   par  chaque  element  de   la  masse   terrestre,    en  raison  di« 

recte  de  la  masse  de  T^lement,  et  en  raison  inverse  du  carr6  de  sa  distance. 

Ainsi  la   pesanteur   d^un  corps  est  la  force  rc^sultante   des  attractions   innom* 

brables    de    tous   les  el^mens.     Cette    gravitation    univprselle  imprimera  k  k 

terre    la  figure   spherique,    si   elle   n^a   point  de  rotation.    Mais  des   que  le 

mouvement  diurne  de  la  terre  commence,  tous  ses  points  hors  de  Taxe  re* 

cevront  des  forces  centrifuges,  qui  seront  d^autant  plus  fortes,  et  plue  direc- 

tement  oppos^es  &  la  pesanteur,  que  ces  points  sont  plus  pres  de  Tequateur. 

Ainsi  la  pesanteur  diminue  depuis  le  pole  jusqu^ii   P^quateur;  la  masse  fluide 

de  la  terre  s'^lfevera   vers  T^quateur,  la  figure   de  la  terre   sera  aplatie  ven 

les  poles,  et  les  m^ridiens  ne   seront  plus  circulaires.    Or  comme  ils  ne  ii* 

cartent  que  trfes  peu   du  cercle,    il   est  naturel  d^essayer   d^abord  VeUipse  qui, 

de  toutes  les  courbes,  approche  le  plus  du  cercle:  il  s'agit  donc  d^examiner, 

si    des   nieiidiens    elliptiqnes    sont   susceptibles    de   requilibre ,    et    quel  doit 

etre  le  rapport  entre  les  axes  de   ces  ellipses.    La  solution  de  ce  problime, 

suivant   la  theorie  de   Newton,  est  Tobjet  du  Chapilre  pr^sent. 

$.  121.  Lemme.  La  section  du  sph^roide  elliplique  par  un  plan  qudr 
conque  cst  une  ellipse,  Soil  LRNO  celte  section  (/v^.  27.),  PQ  Taxe  du  sphf- 
roide;  abaissons  sur  le  plan  LRO  la  perpendiculaire  P/>,  et  menoni  par  Pp 
et  Taxe  le  plan  du  m^ridien  PAQ,  qui  coupe  perpendiculairement  le  plan 
LRO    en   MN  et  Tequateur   en  A.    La    position   du    plan  g^n^rateur   ^tant 
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donnte,  on  connalt  PK  et  PKM  =  a,  ee  qui  donne  dani  le  mMdien  ellip« 
tiqae  le  point  M,  et  par  la  natare  de  rellipse,  let  coordonniet  Pmzre, 
Mmne.  Qoe  d^un  point  quelconque  R  de  la  courbe,  on  abaisie  les  per« 
pendiculairea  RS  aur  MN,  et  RT,  ST,  aur  PQ,  RS  itant  perpendiculairt 
au  plan  PAQ.  En  nommant  MS=/,  SR  =  u,  on  aura  mT  =  Sa  =  lcoa«« 
Mszzinnm^  donc  PT=e4-/coaa,  ST=e— /ainflu  Or  le  point  R  itant 
auaai  dana  ie  mdridien  elliptique  PRQ,  la  6gure  du  sphdroide  donnera,  em 
fiiinnt  le  diamktre  de  T^quateur  rzim,  el  Taxe  zz^n,  r^uation  auiranfe 
tnlre  PT  et  TR: 

TR»  =  ^(«ii.PT  — PT*),  d'o4  ron  tirera  tt*=TR*-ST*,  oa 

iiVram*/ic-mV— /iV+a/{m*(n— c)co8a+/i*tfainaJ-<*(m*coa'«+n*sin*a). 
Mais  on  a,  pour  le  point  M  dans  l'ellipse  PAQ,  n^e^^m^^anc— c^),  d^oik 
il  Tient,  en  faisant,  pour  abr^ger, 

m*  cos*  a-\-n^  sin*  a  =  M*,      m*  (n  —  c)  cos  a  -|-  n*  c  sin  a  =  N, 

Si  Ton  {ail  ii  =  o,  on  a  /  =  o  et  /  =  MN;  partant  Mc  =  ?MN  =/=  rn- 
En  nommant  donc  cS  =  x,  il  viendra  /  zzj*—  x,  donc  u*  =  —    (/*  —  jc*). 

Cette  ^quation  noua  apprend,  que  MRN  est  une  dUp$e,  dont  leoentre 

a  / 
eat  c,  el  les  deux  axea  MN=a/  aca=  —  M,  qui  aont  entre  eux  comme 

n  9i  M.    Uellipae   se  changera   en  cercle,    si  a  =  90^,    le  plan  gto^rateur 

6tant  perpendiculaire  k  raxe.    Dana  tout  autre  cas,  le  diamfetre  MN  qui  eat 

dans  le  plan  de  Taxe  PQ,  sera  le  petit  ou  le  grand  axe,  selon  que  le  aph^ 

roide  est  aplati  ou  alongd,  parce  que  n^  —  M'  =  (n^  —  m^)  coa^  a.    Nous 

allona  en  tirer  deux  conclusions  importantes. 

1.  Si  le  plan  gin^rateur  ou  MN  eat  parallMe  ii  Taxe  PQ,  on  a 

a=o,  M  =  m,/=n  — c  =  Cm^  et  u^zz—   {(n  —  c)*— x*}, 

L*ellipae   MRN    eat  dana   ce  caa  aemblable    aux  m^ridiena^    le   petit  axe 

MN  =  2(n  —  c)  eat  parallkle  k  Taxe  ou  perpendiculaire  k  Nquateur,   et  le 

9  fa 
grand  axe  =  —  (n  —  c)  est  situi  dans  ie  plan  de  Fiquateur. 

9.  Conceyona  que  le  plan  g^nirateur  on  M  N  ayance  pardlklement,  enaor- 
te  qne  a  aoit  inraiiable»  pendant  que  c  et  c  changent:   cela  pos^t  M  ^^  ^ 

27 
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x^fip^ri  ,#ep  ^114:  amf  Mt  confUmt,  niais  fwh  «rasdeur  «1110100  .doi 
chaagiu  II  t^  «ttiU  ^M  toiit  fat  f taiis  ftmUfelei  qui  cqupevoiii  lo  «ph^roUe, 
d^ojpnosoia  4et  eUipsee  $0mUM^i  «1  .doae  ckex  «pMroides  eembteUee  «t 
MAiteatrAffucp^  dcmt  Jee  e^ee  oort  mtme  siliiidioo »  font  coupiSe  paf  ab  phOy 
IfH  4f¥^  «oetioin  eeroot  den  eUipsei  semldabhi. 

^.  1:9^  JFnjtPRMmi^.  Dmx  pmnts  wMHifkmoi  jpu,  d  Im  Mwfwm  4r  ilmr 
mv?  mmbU>lu9  imi  de$  ^Uimthps  ^vnciogtHs,  mmii  AUiHs  pmr  k$  imps  mm 
^jbtpps  ^ui  soni  e^iin  tHes  loommis  Im  Jisi^nms  mi  mnirtf  au  ommm  h9  4le* 

mkires  de  ces  corps,  Soieni  [Fig.  28.)  M,  w,  les  deiui  pointf,  etMNO,  eeii#/ 

• 

les  d9.m  40Bi^%j  emquoU  00  ^  dooo^  uiie  eiliMitioii  «eaibbble  jinlofDr  d^ini 

qoqimiui  centre  ,C:  xele  pos^  M«  m,  s^  trooireront  eur  le  n&ne  n;|ron  Cll« 

Ayant  men^  deu;^  corde»  pai^UUee  MM,  mn,  on  aurgi  &  caute  de  In  reeeem 

blance  dee  aolidei,  MN  :mii::CM :  Cm*    Concevone  que  M^  m,  soient  \m 

aomineta   de  deux  |>yramidea  00  c6nea  ^vanouiatana  et  aemUablee  NMO, 

nmo,  dont  lea  basea  NO  on  NL  et  nl  seronc  entre  eux  comme  be  cands 

de  MN  et  mnf  prenons  dans  la  premi^re  pyramide  un  point  quelcpn^pBie  Xf 

et  «aUons  VkKznx,  Xxzzds,  et  la  surface  XYrrX  qui  e«l  paralttle  l  ]$ 

baae  NL:  cela  pos^,  Til^ment  XrzzXdx  exercera  sur  le  poinf  M  ratfrtction 

=  --p-i    d^oili   Ton  conclora  rattraction   de  la  pyramide  MX:^/ — p^ 

Soit  arr  Aa  la  base  dea  deuji  pyramides  MHj  mn,  h  la  disfance  MA=;ij 

alors  la  base  h  une  aofre  distance  x  sera  Xzizax^,  d'o&  roo  tire  rattrae» 

tion  de  la  pyramide  MXrr/a9srrar,  celle  de  le  pyramtde  MNnra.MN^ 

et   de  la  pyranude  /n^rra.mn*    II   en  suit  en  gtfnjral«   que  les  oOSneelro/is 

iju^oxeroeni   des  pyramides  semblabtes   sur  des  poinis  dans  tmrs  sommeis,.  sotU 

comms  les  hauieurs,  ou  tPauifes  UgnsS  homologues,   de  ces  pyfwudes,  ^esi^i- 

X  fC  L 

dfrs  comms  teuri  radnes  tubiquos*    Puisqne  a  =  -^  =  — -r^ ,   on  peut  anssi 

X        If  {/ 
exprimer  rattraction  de  la  pyramide  par  —  r:  -tjt^^ 

Ainsl  les  points  M,  m,  sont  attir^s  par  les  pyramfdes  on  les  AAnens 

semblablemeot  situ^s  de  leors  corps,  MNO>  mno,  arec  des  forcea  qoi  sont 

entre  elles  comme   MN  tmn  ::CM:  Cm;    et  ces  forces  ^ta^t  d6compos<es 

suiTant  une  direction  quelconque  MC,  mC,  seront  comme  M*NcosCMN  et 

sencosCmii^  donc  comine  MN:mii::CM:Cm«    Puisque  les  pyramides  eoat 
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•appoadej  Atre  aeinblabtei,  ellet  Mront  daiie  le  npport  de  CM^  et  Cm^,  ou 
dut  celiii  des  •olidef  entierf;  d*oill  il  «lit  qoe  let  deiuE  ioUdei  mfermeDt  (g 
siteie  BomlMre  de  pyremidei  iemblableib  L'attractioa  dea  ioUdei  entieri  iem 
done  eoiii  dani  le  rapport  de  CM:Cm.  Paiique  le  point  C  eet  arbitraiiig 
MC  peot  repr^nter  la  direciion  moyenne  de  toutei  lei  attractiona  dldmen* 
tairci;  et  alora  on  aora  le  thdorinie  qu^il  faUait  proover. 

S-  ia4«  T»M0MiMM.  L$$  MUmlioru  quM  deux  pomls  nudiriaH»  pd  m 
inmmi  sur  U  mime  Ham^irs  du  spMroide  sUipii^us,  ^roupeni  par  faellon  <fti 
sphirokh  erUkr,  sotU  oomme  ko  disiancss  de  ces  poinis  am  eenirs*  Soit  {JFig»  aj^) 
AFSD  une  eection  do  iphiroide,  P  on  point  mat^riel  dana  le  plan  decette 
aection,  et  concevoi|i  on  iphiroide  iemUable,  mend  par  P  dana  la  mkmm 
iitnatioifr  que  AFE,  dont  la  aectton  ioit  PQi^:  cela  poii,  AFED,  VQed, 
ieront  dee  ellipiei  iemblablei  (§.  112.  n.  a.).  Ayant  .men^  par  P  deox 
droitei  infiniment  prockei  rone  de  rautre,  DPF,  EPG,  ellci  formeront  lei^ 
pyramidei  imblablei  P6F,  PDE,  Vds,  s\  le  plan  AFE  toome  autour  de 
P,  en  ddcrivanl  un  aogle  infiniment  pelit;  et  lea  attFactioni  U,  V,  v,  qoe 
lei  pyramidei  PGF,  PDE,  Vde,  ezerceront  sor  P,  eeront  comme  Lii  djitan* 
cee  PF,  PD,  Vd  ($«  ia3.).  Si  C  eat  le  centre  dee  deox  elltpiei  dona  oette 
ittoationy  oifle  milieo  dea  cordei  FD,  Vd,  on  aora  PFzrDi,  d'oJk  tl 
ioit  V— o:U:sD</:PF::i:i|  rattraction  du  aegment  DEe</  cit  donc  <gale 
k  ceUe  de  la  pyramide  PFG.  Or  cea  attractioni  itant  oppoito  rone  k 
raotre,  le  point  P  aera  attiri  aeolement  par  la  pyramide  Vde.  II  en  cat  do 
mtaie  de  toote  autre  ligne  dani  le  plan  AFE,  d'oJk  il  ioit,  qoe  le  poinl 
P  Cit  attjr6  par  r^Iiment  ipb^roidal  AFEC  qui  eat  renCermd  entre  deon 
plana  paamnt  par  P,  preciiiment  comme  i*il  ^lait  attird  aeolement  par  Td* 
Idment  do  apbdroide  intMeur  PQeC.  Conoevoni  mainlenant,  qne  le  plaa 
AFEP,  en  toomant  antour  de  P»  traTcrM  le  ipbdroide  entier:  aloii  ce 
qui  pricbde,  anra  lieo  daaa  chaqoe  position  de  ce  plan,  00  pour  cbaqoe 
dl&nent  do  apbiroide,  et  par  cons^oent  dana  toole  rdlendoe  do  apbdroide: 
le  point  P  dproovera  par  laction  du  ifdi^rcnde  entier  la  mteie  nttractioot 
qne  par  radion  aeule  do  iph^roide  iembli^le  PQiC,  h  la  aoriace  doqod 
P  ae  trooTe. 


sia  ASTRONOMlEPBtSlOlfB 

Soit  mai&tenant  C  le  centre  da  ipMroIde,  et  p  mi  eulre  poUit  for 
le  rayon  CP,  lequel  ^prouvera,  par  oeqoi  pr^kde,  rattraction  aeule  datplil» 
roide  semblable  pasiant  par  p?  les  attracliona  det  deuz  points  P,  p,  teront 
donc  comme  CP,  Cp  ($.  1^3.),  oa  comme  leurs  distancet  aa  centre  C. 

Le  rapport  pr^cMent  a  encore  lieo,  ai  le  aphjroide  tourne  aotoar 
d^un  axe  RCrr  car  la  dtminutioB  de  la  peaanleur  dea  points  P,  p,'An9  aojc 
forces  centrifuges,  suivant  SP,  sp,  est  dans  le  rapport  de*  SP  :sp  ::CPiCp 
($•  ^*)*  Or  ia  pesanteur  itanl,  par  ce  qui  pr^cMe,  dans  !e  m6me  rapport, 
et  les  forces  centrifuges  ajrant  la  mftme  situation  par  rapporl  4  h  pesantianrrr 
parce  que  les  deuz  points  sont  sur  le  mtoe  rajon;  la  pesanteur,  diminirfe 
par  la  rotation,  suirra  aussi  le  mtme  rapport. 

$•  125«  THioAitME.  LUquiUbre  ne  peui  avoir  Ueu  dans  b  spkirbiie 
elUptk/ue ,  que  lorsque  ious  les  points  d  la  surface  sont  attiris  vers  le  tenire^ 
en  raison  inyerse  des  distanoes  au  eenire  ou  des  rayons  du  sphirof^. 
(F^*  3o.)  AMP  le  m^ridien  elliptique,  P  le  pole,  A  un  point  dans  l*£qi 
teur,  M  un  point  quelconque,  CiL  —  m,  Clf  —  n,  CtlL  —  r,  et  d^ignonf  par 
A,  P,  M,  la  pesanteur  vers  le  centre ,  qui  aurait  lieu  sous  Nquatear ,  aa 
pole,  et  dans  le  parallMe  M,  si  la  terre  ne  tournatt  pas  sur  un  aze«  Cei> 
cevons   de  petits  cylindres    de  mtme  ipaisseur,    qui  s'6tendent  de  ees  poiiits 


josqu^au  centre;   alors  chaque  point  dans  les  secttons  perpendiculairea  do 
canauz,   ab,  pq,  mn ,   ^prouvera  rattraction  —  A,   — ?  P,    —  M,    yers  6 
($.  ia40*    E&  fiiisant  donc  Cazzix,  Cp  —  jr,  Cmznz,  on  aiira  la  pesantear 

des  ^ltoens  cylindriques  ba  — A,  qnr  —  ^!^-^  P,  nji— M  ,    tfoi 

ii  risulte,  si  fon  fiiit  apr^s  rint^gration  x~m,  y  —  n,  z  —  r,  la  pesanteor 
des  canauji  entiers,  CA=:?iitA,  CP=::l/iP,  CMrzlrM.    Comme  toua  ces 

12  2  • 

canauz  doivent  ae  Giire  ^quilibre  en  C  {^.  lao.  n.  i.),  on  a  iftAzrnP^rM, 
oa  A:P::n:iii  et  A:M::r:iii.  U^uilibre  a  donc  Iteu  dans  la  sphkre,  ai  elle 
B*a  point  de  rotation,  parce  que  in  =  n  =  r  etA=:P  =  M. 

Si  le  solide  toume  autour  d^un  axe,  la  proposition  pr^cMente  a  ^le- 
ment  lieu.  Dans  ce  cas  chaque  point  m  sera  solliciti  suivant  CA  par  la 
force  centrifuge  V  =:  — ^  Z  ($•  69.) ,  u  6tant  la  distance  du  point  m  a  Taxe, 
h  racc^Uration  de  U  pesanteur  en  m,  et  Z  le  poids  du  point  mftt^riel  ut»  Or 
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lci  Mtiiei  dm  fl&aeiit  m  iiani  tiippos^et  jgtlesy  lean  poid«  teront  propor^ 
tioimek  l  A:  en  (aisant  donc  Z  =  2 fi  A  ,  il  viendra  Y  zz  iKy^u,  ek 
ii^xsin PCM9  donc  Vr fi^^^^^i^^PCM»  z ^tant  —Cm.  li  en  r^aolte  nne  pression 
sciyant  mM=VsinPCM=rft7*ssin*PCM  =  \r.  Mais  Z=-  M  ($.  la^.); 
In  pesanteur  de  Td^ment  nfi  suivant  mC,  diminu^e  par  la  force  cenlrifuge, 
aera  donc  (Z  — VOd^zzzds  ^  —  fi7^sin*PCMY  dont  Hnt^grale  donnera 
k  pesanteor  diminote  do  canal  entier  CM=|(Mr-ft7^f^sin^PCM)=V^'. 
Si  Ton  met  dans  Tezpression  de  V,  r  k  la  place  de  z,  on  aura  la  force  cen- 
du  point  M  sui?ant  CM  =  ft7*rsin'PCM=zM^  et  sa  pesanteur  di- 


minute  =M''  =  M  — M'=M— ft7Vsln»PCM,  partant  V''=?M''r.  Si  ron 
nommo  A'\  V\  iapesanteor  despoints  A,  P,  modifi^e  par  laforce  centrifuge, 
on  trourera  de  la  m#me  manikre  la  pesanteur  modifite  da  canal  CA=^A'^m, 
tt  du  canal  CP  =  |P''n.  Or  tous  ces  canaux  devant  ezercer  la  mftme  pree- 
sion  dans  le  cas  de  r^uilibre,  il  s^en  suit  W rz=: h!' mz=.V n;  ce  qui  noua 
apprend,  que  la  pesantenr,  diminnfe  par  la  rotation,  vers  le  centre,  est  anssi 
rfeiproque  auz  distances  dn  centre.  Maia  tl  sera  bon  d^observer,  que  cette 
pression  vers  le  centre  n*eat  ^uivalente  k  la  pesanteur  des  corps  graves,  per» 
pendiculaire  &  la  aorGice»  que  dans  Taze  et  dans  r^quateur. 

$.  126.  PmomlMme.  Etant  donni  dans  PeUipse  APB  {fig^  3i.)  un 
pomi  Z,  ifoii  Pon  a  meni  ZT  paralUlemeni  i  Pun  des  deux  axes  AB,  ei  deuM 
eordes  ZM,  Zm,  quifont  avec  ZT  des  angles  igaux  TZM  =  TZm  =  (p;  nyant 
de  plus  abaissd  des  irois  points  Z^  Mf  m,  les  perpendiculaires  ZD,  LMH, 
mth,    sor  AB:  trouver  la  somme  des  deux  lignes  ZL,  ZL 

Solution.  Soit  C  le  centre  de  rellipse,  et  nommons  CA  =  CB  =  a, 
CV  —  Qp  —  b,  Ah—i,  hm  —  us  le  point  Z  itant  donnj  par  les  coordon* 
nees  AD=c,  DZzze,  ia  nature  de  rellipse  donnera  pour  les  points  Z  et  as 
ies  ^quations: 

o*e*  =  A*c(aa  — c)    et     a*  u*  =  4*/ (»«  —  /). 
Y.n  fiiisant  donc  Zlzzx,  Im—y,  on  aura  x—t-^c,  j=ii — e,  d*oik  Ton  tire 
^^ — «*^/(j+»«)*  Or  Ifs  deuz  ^uations  pr^dentes  donnent  p*(a*  —  «*)= 
^*(/ — c)(afl — c  —  /),  d'oii    Ton   tirera   tf*j  (jr -J- ae)  —  A*x  (aa — ac  —  x). 
Si  ron  j  substitue  j  =  xtaDgjp,   on  aura  Z/  =  x=  >^*^»  ~0-««'^tl$ 
et  en  mettant  LZM  =  —  $  au  liea  de  IZm  =  -}- (p, 
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St   tanf  cp  est  plas  grand  qne  — ^^— - 1   ^  devient  nigalif.    Eq  efieft 
\m  (Iroile  qui  fouche  la  courbe  daoe  un  point  quelcoaque,  fait  aveo  une  ligoei 

Saraiiele  aux    abfciMei  /,    comme   ZT»   un  angle  i|/  dont  la    tangenle   eat 

—  =  — i-j — '- :    on  a  dono  darn  le  pomt  Z»  tg  >|i  =:  — ^^ -'.    Or  il  esl 

viaible  que,   fi  Fon  fait  $>>p9  Zm  ou  Zv  renoontrera  rellhxe  de  rautie 

cole  dana  un  poinl  n,  ce  qui  donnera  Zorz— »jp=z:  #^^/tf^«A         a 

et  x'  —  j?  =  <^ — ^-r — ^A  t  oomme  pr^cMemment.    La  somme  alg^briqiie  dei 

deux  abtciitei  ZL,  Z/^  est  donc  conttamment   ^r-s7T~a* 

w  tg  cp  +  o 

Soit  maintenant  D  le  aommet,  C  le  centre  drae  ellipse  DFE6,  um- 
blaUd  k  AZBP,  et  faiaons  EDQ^ED^rzcp;  cela  posi,  les  cordee  DQ  et 
ZM,  t)q  et  Zm,  seronl  parallkles  entre  elles,  et  ia  nature  de  rellipse  doi^ 
nera  r^quation 
aQ*  =  R^  =  DR«tg*(|)=^DR(aCD  — DR),  el  CD=a— e^  d'o4  U  anit 

«•  tg*  (I) -h  6«  ~      s     • 

CiMntiie  AB  pourra  Mre,  dans  les  formules  pr^c^detttes,  le  gtloid  du  U  pifll 
aze,  on  en  concliira  ce  th^orkme  g^n^ral:  Ayanl  mthi  d^un  poinf  4^eIeoil- 
que  Z  d^uike  ^Uipse,  deux  cordes,  inclinies  sur  Tun  d^  ax^  d^  rellipse 
AB  ^Ous  d^  abgl^  6gaiiz,  ZM,  Zm,  ou  ZN,  Zn;  ayaiit  eiUtiite  tbiliii 
sur  \6  mtiA^b  ate  AB  les  perpendiculaires  ZD,  LMH,  mlh,  el  dferil  par 
it  ^dint  D,  Silr  raze  AB,  une  ellipie  sembiable  k  la  grande;  a)rattl  enfin 
tir^  de  D  deux  cordeft ,  parallMes  aus  cordes  ZM,  Zm,  ou  ZN,  Zv«  on 
Sura  2L -f  Z/ 6u  ZO  —  Zo  :^  aDR. 

$.  1-^7.  Soit  iS  un  poiikt  l  la  sur&ce  du  sph^roide  elliptique,  C  b 
tetitr^,  Pp  i^iax^,  AB  lin  diainfetre  de  r^quateur:  cda  pos^  il  suit  de  ce  qni 
pr^cfede,  que  raltraction  moyenne  sur  Z  doit  passer  par  raxe,  parce  que  le 
plan  ZAPB  partage  le  sph^roide  en  deux  porlions  6gales  et  semblables 
($.  Uo.)t  rattraclion  qu'jprouve  Z,  pourra  donc  Mre  d6compos<e  siiiTant 
deux  direclions,  donl  rune  est  perpendiculaire,  et  rautre  parallUe  k  raxe. 
Supposons  que  la  ligne  ZT,  qui  esl  parallfele  k  Vaxe^  renconlre  le  plan  de 
r^quttteur  en  Dy  qu'il  ioit  di^cril  par  D  un  sphiroiJe  semblable  aur  lea  nit- 
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me^  axei,    et  ,q.u^  le  plan  A^BP  tourne  autour  de  Z^:  cela  pose,  q^el|^ 

qae  joit  la  posiljon  de  ce  plan,   m  interaections  ^vec  lea  deuz  aph^oidet 

formeront  deux  ellipaes  semblaMe^  AB,  DE,  dont  lep  axet  aont  AB|  Vp, 

«t  D£,  F6,  P  ^Hant  ,le  aoiMaet  ppininun  k  toutes  les  ellipses  inL^ieures^ 

pi  le  pian  ^^nirateur  jpfgr  ZY  .^.U^At  co;istaininent  parallMe  k  Taxe  ($.  laa.X 

Ii'^li;^tiQ;ci  de  Tfpp^c^  sp]^i|-ojidal^  jepferm^  par  deux  j^lHp#es  qui  se  c^upent 

sur  ZY   sous   un  angle   infiniment  petit   dans   une  position   quelconque  du 

|dan  AZB,  est  la  .diSjiirentipUe  fle  rattraction  que  le  tph^rojlde  entier  exerce 

ivr  Z.    Solt  donf:  Zh  parall^l^  iui  grand  axe  des  deux  ellipses  ou  >  i'6qufr 

Iwr   (S*  *^7»  n.  i.)f  Mt  tout  Ije  reste  de  Ut  figure  tprac6  comme  dans  le  ^ 

pr^c^dent:    supposons  que  le^  cordes   ^M,  ^m,   DQ^  Dg,    s^^oignent    dee 

deuf  c6lds  de  Zh  ^t  D]Ey   avec  la  mftme  Titesse  angulai.ce,  ensorte  que  lea 

angles  LZM,  LZm,  JSDQ,  ED^,  soient  constgmment  ^gaux  jantre  eux;  /^ 

coApeypns  .que.,    dans  chaque  posilion  iijistantaniey   M,  m,  Q,  g,  soient  Jes 

JbAlca  infiniment  petites  de  pyramides  semblableS|  dont  les  son^nets  sont  e|i 

Z  et  D.    Cel^  .pos6,  les  fttlEactipns  ^ue  les  ppints  Z,  D,  iprouyeront  par  les 

actipns  des  pyraoiides»  seroot  comme  les  cprdes  ZMf  Zm^  D^,  D9  ($.  ia3.][^ 

jd!oik  rdsniteiont  les  a.ttraclions »    patallUes  k  rjq.uateur,  su^vant  ZL  et  D£L 

qui  serpot  c<vmine  les  abscisses  ZL,  ?/,  DR,  DR.    Ainsi  la  sqmme  des  deyjc 

aitractioiis  Z L|  Zi,  est  k  la  somme  des  deux  pressions  DR,  cqmme  ZL-4-i(/ 

est    k  aDR:    elles    sont    donc    6gales   ($.    la^O*    PendaiKt    que    les   ap^les 

LZM,   hZm,    EDQ9  ED^,    pnt  augment^    de   z^ro    k  90%    le  rayon  veo* 

teur   ZM   a   travers^   la  sur.face  elliptique   TpPYZT,   Zm    a  d^crit   Uy 

segmens  TmZT   et  ZAYZj    les  deu^  rayons  ZM,  Z^,  ont  donc  parcpuru 

Fellipse    entikre    AB,    pendant   que  Df) ^Dq,   ont    dicrit  relUpse    entifere 

DE^   et    dans    cbaque  posiiion   r^galit^   pric^dente   a   eu    lieu.    Ainsi   Tat- 

traclion  lotale  que  T^ljment  spbifroidal  AZBPA  exerce  sur  Z  suivani  ZT| 

est  tgale  k  celle  que  rellipse  DFEQD  exerce  sur  D  suivant  D£,    quelle 

que  soit  la  posiiion  du  plan  ZYB.    Pendant  que  ce  plan,  en  toumant  snr 

ZY,  traverse  le  sph^roide  entier,  le  point  Z  ^prouvera  constaaunent  une  aN 

traction ,  parallile  k  F^quateur,  suivant  ZT ,  qai  est  tfgale  k  rattraotion  de  B 

par  Paction  de  DF£G:  d'oi^  il  suit  que  la  r^sultante,  on  rattractiim  moyeniie 
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de  Z,  parallfele  h  T^quateur,  est  aussi  ^gale  et  parallkle  k  rattraction  moyenne 
que  D  ^prouye  par  raction  du  sph^roide  int^rieur  DE«  Or  celte  demifcre 
passant  n^cessairement  par  le  cenlre  du  sph^roide  DE  ou  par  Taxe,  et  les 
points  Z,  Dy  ^tant  situis  dans  le  plan  d'un  m^ridien,  rattraction  moyenne  de 
Z|  parallbie  k  T^quateur,  coupera  Taxe  perpendiculairement  (ce  qui  a  d^jk  M 
prouT6  plus  haut),  et  sera  ]£gale  k  Tattraction  que  le  sph6roida  entier  DE 
exerce  sur  D. 

Puisque  les  m^mes  raisonnemens  sont  applicables  au  caS|  oft  AB  est 
Taze  et  Vp  T^quateur  ($.  laO.)»  il^i^  *ui^  ^^  m£me,  que  Tattraction  totale  de 
Z,  parallfcle  k  Taxe,  iai  ^ale  h  Tattraction  de  D  par  le  sph6roide  DE;  mais 
dans  ce  cas  le  sommet  D  du  sph^roide  est  situ^  dans  Paxe. 

$.  128.  Soit  (Fig.  3a.)  M  un  point  du  m^ridien  PA,  P  le  pole, 
CAzzm,  CP=:n^  la  pesanteur  sous  T^quateur  =:.A,  au  polezrP,  MK  pa- 
rall^le,  et  ML  perpendiculaire  k  Taxe,  et  concevons  deux  sph^roides  KN, 
LO,  semblabies  au  sph6roide  terrestre,  d^crits  par  K  et  L  sur  lei  m6mes 
axes:  cela  posi,  toutes  les  forces  qui  sollicitent  M,  pourront  6tre  d6composto 
•uivant  MK  et  ML.  En  nommant  donc  K,  L,  les  attractions  des  points  K, 
L,  par  Paction  des  sphlSroides  KN,  LO,  Tattraction  que  M  ^prouve  suivant 
MK,  sera  =  L,   et  Tattraction  suivant  ML  ou  KCi=:K  ($.  la^O-    Or  ona, 

C  K.  C  I 

dans  le  cas  de  la  rotation  m£me  ($.  la^Ot  K=  —  A,  L=  —  P,  et  T^ 
fuilibre  suppose  A  :  P  ::  /1 :  m  ($.  laS.);    d'oii  il  suit 

K:L::/i*CK:m*CL. 
Si  Ton  nomme  CK  =  x^  KM=i:CL=jr^   on  trouvera  la  directiou  moyenne 
de  la  pesanteur  en  M,  ME,  en  Taisant  L:  K  ::  MK :  KE,  d'ou  Ton  tire 

m*      CL  m* 

Soit  Me  perpendicuiaire  k  Tarc  elliptique  en  M,  eusorte  que  Ke  soit  la  aous- 

normale  ="— ^ »  d'oii,  a  cause  de^^=^(m^— jp*),  Ton  tirera  Kezi:^x=KE: 

ainsi  les  points  E,  e,  coilneident,   et  ME  est  perpendiculaire  k  Tarc  du  mi* 

ridien;  d*oii  il  risulte  que,   clans  le  sphiroide  eUipti^ue,  1)  la  direction  mojmne 

A  Im  pesanteur  est  pariout  perpendiculaire  d  la  surface,    si  le  rapport  des  axes 

m:n  est  ^gal   k  P:A.    Aiiui    Tune   des   conditions   que    suppose    IMquiiibre 

($.  120.  n.  a.),  est  remplie  dans  le  sph^roide  eliiptique. 
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U  peaantcur  en   M  e»t  M  =  V  (K^-f  L^^  =  A  V  f^  +  ^*)  = 

wLyyn  x-hm  j^  ^    ^^  ^^  faisanl  fn*— fi^/*,  M=-!^^ ^.    En  nammant  p 

la   hauttar    du   pole  i>tt  rangle  AcM,    on   aura  tang  ^  —  -^zz-^^  d'oii 

Puisque  /est  uhe  qUantit^  tr^-petite  par  rapport  k  m,    Fextraction  de  la  ra- 
dne  donnera 

ou  2i  peu  prfea — - — = ^  —     ^    , — 5 — ^;  d'oa  il  resulte  que  a)  lapt- 

Mnieur  crail  sur  le  sphiroide  dliptique,  de  tiquateur  au  pole,  a  peu  prhs  en 
nuson  du  carri  du  sinus  de  ia  laiUude ,  ou  en  raison  du  sinus  iferse  de  deux 
Jbis  ia  latitude. 

U^quation  tang  p  =  ^  donne  aussi  tang  MEK  z=  —  tang  MCK. 
Or  puisque  tous  les  points  m  sur  le  rayon  CM  ne  sont  attir^s  que  par  le 
sph^roide  semblable  L  m  O  (§.  i  a^O »  ^t  que  par  cons6quent  —  et  M  C  K  ont 
la  m^feme  yaleur  pour  tons  les  points  m,  Tangle  MEK  qui  d^termine  la  di- 
rectioD  de  la  pesanteur,  sera  aussi  constant;  d^oik  il  suit  que  3)  dans  tous  les 
points  sur  le  mSme  rayon  les  diredions  de  la  pesanieur  sont  paralUles  entre  eHes, 
et  la  pesanteur  vers  le  centre,  ou  perpendiculairement  k  la  surface,  est  en  M 
et  m,  comme  CM  k  Cm^  ou  comme  la  distance  au  centre  ($.  124.). 

$.  139.  Si  Ton  nomme  maintenant  CM=rr^  Cmzz^,   la  pesanleur  en 

M  et  en  m,  suirant  ME,  M  et  Z,  vers  le  cenlre,  M'  et  Z\  et  qu'on  abaisso 

•ur  MC  la  perpendiculaire  EG,  on  aura  Z=*  M,  Z'=*  M'  ($.  128.  n.  3.), 

M  O  r  r  ^ 

et  M'  =  r-^  M,    d'oiii  il  resulte  la  pesanteur  de  T^l^ment  du  canal  Cm  vers 

M  G   M 

C=Z'ds=  — — ^ — zdz,  M,  r,  ME,  MG,  ayant  une  valeiir  constante  dans 
toute  la  longueur  du  canaL  Ainsi  la  pesanteur  du  oanal  Cm  vers  C  est 
— snr- —  I  et  celle  du  canal  entier  C  M  =  — — ^  r.  Or  les  triangles  sem- 
blablcs  CKM,  CGE,  donnent  CG=  ^  CE,   MG  =- i±- ,   KE  = 

^  X  (5.  ia8.),  partant  M G .  r=:  jt» -{-y  _^a  +  ^^  x"  =: y  -h  ^  x^  zz n*. 

On  .  de  plu.  ME=y/V'+i4x')  =  ^>^^"*7?.f!2,  «t  m=^"*-"*'^ 

V     '  m*     /  m»  '  mn 
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'    Tfcf  in     A 

(J.  128.),  donc  ---;  rr:  —'r-*'  ^ela  donne  U  pression  du  canal  CM  yers  le 
centre  C~}-A.m,  ce  qui  est  unequantili  ind6pendante  de  lalatitude  de  M, 
et  egale  aux  poids  des  canaux  CA,  CP  ($.  i25.).  Ainsi  ious  les  canaux  CM 
d^puis  un  point  qudconque  de  la  surface  jusqu^au  cenire  exercent  en  Q  h  m4ms 
effbrl^  ce  qui  est  ta  seconde  condltion  de  r^quilibre  ($.  120.  n.  i.)* 

On  a  donc  vu  que  toutes  les  condilions  que  T^quilibre  suppose,  iont 
remplies  par  le  sph6roide  elliptique  ($.  ia8.)^  d'ou  il  suit,  que  Vellipse  esi 
lajigure  des  miridiens,  qui  convimt  a  P^quiUbre,  ce  qui  6tait  le  premier  objet 
du  Chapitre  pr^sent  ($.  lai.).  11  nous  reste  encore  k  d6terminer  le  rapport 
qui  doit  exister  entre  les  deux  axes  du  meridien  elliptique,  conformement 
k  la  rotation  connue  de  la  terre.  Or  ce  rapport  ^tant  le  rapport  inirerie 
de  la  pesanteur  dans  T^quateur  et  au  pole  (§.  laS.),  il  s^agit  de  diterminer 
ce  dernier  rapport. 

$.  i3o.  Si  Ton  concoit  le  sph^roide  partag6  parallelement  k  r^quatear 
en  disquei  d^une  ^paisseur  infiniment  petite,  le  pole  de  rotation  sera  eo  m£me 
tems  le  pole  de  tous  ces  disques,  et  Tattraction  qu^un  disque  quelconque 
ezerce  sur  le  pole,  sera  la  difTi&rentielle  de  la  pesanteur  au  pole.  Soit  {tig*  33.) 
AB  un  de  ces  cylindres  ^vanouissans ,  CA  =  a  le  rayon  de  sa  base  ou  du 
parall^Ie,  CP=:r  la  hauteur  du  pole  au-dessus  de  la  base,  donc  r^paisseur 
du  cylindre  =dr:  ayant  d^crit  du  centre  de  la  base  deux  cercies  infini- 
ment  peu  dloignis  Tun  de  Tautre  MN»  mn,  et  nommant  QllLzzzx,  M/nzndj^; 
la  surfaee  M/nnN  sera  ziz  ^'Kxdx,  et  Tanneau  cylindrique  MmnN  = 
%iKxdxdr,  ce  qui  est  en  m^me  tems  sa  masse  M,  si  Ton  suppose  la  densit^ 
=1^  f.    Cbaque  ^Ument  dM  de  Tanneau  attire  P  suivant  PM  avec  la  force 

^— r ,  et  suivant  P  C  avec  la  force  ^^ :  Fattraction  totale  de  Tanneau  lui- 

vant   PC  sera  donc^^=  — — .    En    integrant   par  rapport    k  x, 

on  aura  Tattraction  du  cylindre  MCN  suivant  C  zn  const.  ~ '^7ZmT^\  — 
airdrfi  — -!L— )     la  constante   itant  d^termin^e  ensorte   que  rintegra- 

le  soit  nulle,  si  x  est  nul.  En  faisant  xzza,  on  aura  Tattraction  du  disqne 
enliet  AB zzattdr  fi J  ^..J  =2^3^(1  —  co8APC)=4wdr(»m|APCA» 
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ee  qui  ett  la  moyenne  direction  et  grandeur  de  Pattraction,  les  forces  lat^ 
raiee  auivant  CA|  C6,  elc.  ae  d^truisant  mutuellement. 

$.  i3i.  Soit  (Fig.  34.)  APB  le  demi - sphiroide ,  P  le  pole,  AB  W- 
quateur,  C  le  centre,  ab,  a^,  deux  parall^les,  CAizm,  ClP  —  n,  Tfc  —  r, 
ca—cb^y,  cyzndn  ceia  poa^  P  sera  attir^  par  r^Mment  du  sph^roide  a|) 
aTecbforceairar(i-.^^/^^,J(S.i3o.)ra.^ar^i-^^^^,;;;;_-^^=aP, 

parce  que  la  nature  de  rellipse  PA  fournit  T^quation  y*=  — (a/ir  —  r^), 
iet  P  eat  rz/n*  —  /1*.    LUnt^gration  donnera 

P=z a^  JC  +  r+  -iii- — ^ h  -TT-  Arc tang  ll^ — ^, 

ce  qui  est  Tattraction  du  segment  du  apli^roide   aVbc.    Pour  que  Tintdgra- 

le  soit  nulle,  lorsque  r  est  nul,  il  faut  faire  C  = rr—  Arc  tg  51— —  zz: 

—  — j^ —  Tr ,    d  ou  11  vient 

PrraTT^H 2-^ ^r rr—  Arc  tang ; 7r-^f . 

En  faisant  rii:!i/i  on  aura  %m^nr  —  Pj^^zz^n^,  et  rattraction  du  sph^roide 

entier  sur  P,  ou  la  pesanteur  au  polei 

^ /        <      ,    n*        m^n     .        -  Z> ^'Kin^nC  n      .       ^  Z>, 

P  =  4^n  Ji  -f  jj j^    Arc  tang   jj-J  =  ___Jx_^   Arc  tang  -^. 

Z  l  Z*  Z' 

PuisquHI  est  ea  g^n^ral  Arc  tang  —  =  —  —  -—  +  — -r  —  cet.  on  peut  di- 

^  ''nnSn**^^*  ^ 

velopper  P  en  s6rie,  ce  qui  donnera 

P  =  11J?12$  Jl  _  ^^  _^  iL  __eet.?=ip!5  ,--|i;  +  ^:  -ce..?: 

!•       C3n"         5n*    '    7n*  >  3n     c  6n*     '    7»  i 

Prenons  sur  CB,  CF  =  /^  joignons  PF,  et  dicrivons  du  rayon  PC  =  i» 
Parc  C  D :  cela  posg  F  sera  le  foy er  de  rellipse  ,  tang  C  P  F  =  — ,  donc 
P=^r— (CF-CD). 

Si  le  solide  est  une  sphbre  du  rayon  a,  on  a  /no,  m—n~a,  d^oft 
il  vient  Tattraction  d*une  sphfere  sur  un  point  h  sa  surface,  Szninra,  et 
en  nommant  la  masse  de  la  sphfere  i^a^  z:zM.  S=:-^:  rattraction  sera 
donc  ta  m6me,  que  si  la  masse  enti^re  ^tait  r^unie  au  centre  de  la  sph^re. 

$.  iSa.  Soit  (Fig.  35.)  AMBN  T^quateur,  et  pai^  cons^quent  un  cer- 
cle  auquel  Paxe  est  perpendiculaire  au  centre  Cj  soit  AB  la  projection  du 
m^ridien  du  point  A,  dont  on  cherche  Tattractionj  soient  enfin  AM,  Am, 
deu2  plans  quelconques,  perpendiculaires  )i  r^quateur,  dont  lei  intlersections 
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avec  le  Aph6f<»[de>  sont  def  elUpsea,  aemblables  au  m^iHlieB,  iellemeBt  eifnjee^ 

que   le  graad   axe  AM  =  2a  est  dans  T^qaateur,  et  le  pelit  axe  =2^  eet 

perpemiiqulaire  a  r^quateur,  a  iiaMi  h  b  comme  m  k  n  ($»  12^)»  Lie  plaae 

AMy  A/n^  renfermeat  une  portioii  ^vanouisaantt  du  apb^oidt»  dcuit  l^aitrao* 

tion  est  la  difiSrentielte  de  ceHe  du  aph^roide*    II  faut  donc  regarder  Pift» 

elinaison  d'un  plan  k  Tautre,  MAm,  comme  la  difliirentielle  de  raegle  BA1£ 

£n  ikisant  donc  BAM  =  ^,  MA/7i==:d(p»  il  laut  regarder  ((  el  d$  ccymme 

des   quantit^s  constantes,    lorsqu^il  s'agit  de  Tattraction   de  Fdi^ment   MAek. 

Apr&s  avoLr  trouv^,  par  une  ppemifere  int^gration^  cette  difli&rcmtieUe  de  VaHr^ 

Iractiott^    tcMites  les  quantitis  variabtes  de  rellrpse   AM  doivenrt  6tre  exprii^ 

m^s    en   fonctrons    de    ^j   alors  la  seconde    inrdgration    por  rapport  h  ^ 

donnera  rattraction   du  secteur  sph^roidal  BAM.  Comme  ta  direction  moyen^ 

ne  de  toutes  les  forcea  qui  sollicitent  A,  passe  njcessairement   par  le  cen*^ 

tre  C,  on  pent  d^abord  d^composer  chaque  attraction  AM  auivant  A&  et  &Mf 

alors   lea  fi>rces   RM  seront  d^truites   par  des  forcea  analogues   dana  rautEe 

moitif  ixi  sph^roide  AKB,   et  la  somme   des  fbrces   AR  donnera    la  fbrce 

totale  qui  attire   A  vers  le  centre.    En   nommant  donc  Tattraction  de  ViW 

ment    AM/71  suivant   AM  =  Q,    et   rattraction   suivant  AB=rQ%    oir  aure 

Q'=:Qco6Cp. .  Or  AMBK  ^tant  un  cercie^  AMB  eat   un  angie  dsoit»  et 

Ton  aura 

AM=:ABcoa(p,  ou  az=/»cos$,  donc 

A=-\i  =  iicos(p,  et  y(u»  — i^)=c=rcos(py(/n*  — /iO  =  /coe4^. 
III 

%.  i33.  Les  deux  plana,  perpendiculairea  k  r^quateur^  qui^  dana  le 
Fig.  35.  ont  iii  projett^s  en  lignes  droites,  sont  represent^  en  profit  dana 
la  Hg,  36:  ils  sqnt  projett^s  sur  le  plan  AM».  Toeil  ^tant  supposA  perpendiF' 
culairement  au  dessua  de  C  au  pole  L  de  rellipse  AM  {Fig'  35.}^  et  Tare 
de  r^q^uateur  ALM  itant  projett^  en  ligne  droile  ACM  iFig*'i6)^  etLea 
C.  Leurs  communes  sectiona  avec  \t  sph^roide  sont  lea  ellipsea  ADM^ 
hZm,  les  plans  se  eoupent  sous  Tangle  sph^rique  DAZ=d^  ($•  id^-X  ei 
IjBur  commune  secUon  est  la  droite  AC,  perpendiculaire  ii  AM,  et  tangente. 
aux  deux  ellipses;.  les  demi-axes  AC  =  a>  CD  —  b,.  sunt  entre  eux  comma 
»1  Qt  I»  ^  f^^O*    Menona   pas  deux  pointa  V».  ii^   de  reUipae  ADM».  lea 
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plans  AVZ,   Avz,  perpendiculaires  k  AVM,    qui   eoupent  le  plaa  AZm 

suivant'  AZ  et  hz)    et  d^rrvoaa  du  cenlre  A  et  du  rayon  AC=:a,   une 

•ph^e,   dont  le  seeleur   CEAcrC  tombe  enke  les  plana  des  deux  ellipses, 

ensorte  que  Tangle  spbdrique  CEc  esl  ^gal  h  l^inciinaison  dcp.  La  pyramide 

AVtizZA   ilant  F^i^ment  dn  secteur  sph^roidal  ADMmZA,  renferm^  par 

les   pians  AM,  £im,    son  attraction  dq  sera  ia  diff^rentielie  de  celle  de  Gtt 

•ecteur,  que  noiis  avons  d&ign^e  par  Q  ($•  t32.)» 

Si  l^on  fait  NMment  de  la  surface  sphdrique  NXr/i  =  &f^  Fattractio» 

de  la  pyramide  ANr  sur  A  est  — ^  =  —  ($.  isS»),  d'o£i  Ton  conclura  Paft* 

a       A  V 
traction  de  la  pyramide  semblable    AVszi:-^  ds—dq  ($•  laS.).  En  abais* 

•ant  dans  le  plan  ADKI,  les  perpendiculaiies  N0|  no,  VY,  sur  AM^  et 
m  sur  NO,  et  BommaBt 

AU  =  X,  ON  =  Y,  AY  =  «,  YV=jr,  nv  =  aX,  Nv  =  aYf 
les  triangles    semblabies    AON,    Nv/i,     fourniront    N/i  =  —  Nv=    j.  '  p 
•t     N  A  X  =  E  sin  E  N  =  a  (p  cos  C  N  =  ~  d4> ,    d^oii    Ton    tirera    Tarc 
KX  =  AN.NAX  =  Xd(p.    II  suii  de  R  d5  =  N/i.  NX  =  a3(paY  et  3^7  = 

AV 

. 9(pdY.    Puisque   chaque  pyramide  AVs  a  une  pyramide  analogue   de 

Fautre  cAl^  dle  AM,  ia  fprce  r^suRante  dea  deux  pyramides  et  de  fouf  fe 
sedeur  dn  sphiroide  ADM/itNA,  passera  par  AM,  ef  la  diH^rentiene  de 
cetle  r^sullante,  ou  Fattiaction  de  ta  pyrtimide  AV^  siiivant  AM  esf  dQ— 
—  da—  —  d$3Y^ 

$•  134.  On  a  par  la  nature  de  reHipse,  ^  =  -^  (aoj:  — jp*)^  et  par  les 
iriangles  semblables  ANO,  AVY,   ^  = ^-r,    doh  H  vient 

yi^iab^-i^c^x)^      partant   «_    a^^a-hc^i*   ' 
M  qoi  itant  substitu^  dans  r^qaation  prA:^denfe  ($•  i33.),  donntrib 

*Q  = i;i6^^1r^~^    ^^^  rmtitgrale  ett 

^=   c-^*  j6:iAr^tang---Y^^ 

ee  ipii  Aanf  nur,  si  N0  =  Y  =  o,  est  comptd  depuis  Bftm  eu  AC  Ainsi 
foor  avoir  rattraction  dn  secteur  entier  MDAZ/itM,  il  fautfaire  GAN=90% 
#tt  ce  ^i  revient  au  in£me,  Y  =  A£  =  a^  et  muniplief  par  3*^  parce^  tiyhk 
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y  a  de  l'autre  cAt^  de  AM  un  sectcur  analogue.  Ljattraction  de  ViMvwul 
entier  AMni  {Fig>  35.)  suivant  AM  »era  'donc  Qzz^^d^<^  Arc  tg- — 6>^ 

et   rattractiun   suivant   AB,    Q'=:Qcoscp  (§.  ]3a.).    £n  nommant  a  TaDgle 

c  l 

constant^  dont  la  tangente  est  -7-1=  —,  et  substituant  a—mcos^,  £zriicos$i 

ezzlcoscp    ($.  i32.)  ,    on    aura  Q' n:  --—  (na j-j  d^cos^^i  ce  qui  est 

la   di(T(&rentielle   de   rattraciion    du    secteur  BAM   sur    A    suivant  AB:    son 

integrale  est -- -  Ina j  )  ($-f-r^*^  ^^)»   comptie  depuis  AB.    En  faisant 

donc  Cp  =:  90®  =  ^  TT,  et  mullipliant  par  a,  on  aura  Tattraction  totaie  qu'6- 
prouve  un  point  A  dans  Tequateur  vers  le  centre  do  sph^roide, 

i,-—-{n.--)-  — -  (CD  -  -  CFJ  (/^.  J4.). 
Si  Ton  substitue  a  :iz  —  —  — ^  4-  t— ^  —  cet.  on  aura  eo  «irie 

n          3n*    '     5ft* 
A  =  2Trm  (i  —  —-  +  — — +  cet.L 

$.  i35.  Les  valeurs  pr^c^dentes  de  A  et  P  donnent  la  pesanteur  soos 
r^quateur  et  le  pole,  qui  i^sulte  de  Tattraction  du  spli^roide,  et  qui  aunit 
lieu,  si  la  terre  ne  tournait  pas  sur  eUe-m6me;  je  TappeUerai  la  pesanteur 
absolue,  et  la  pesanteur  relatwe  celle  qui  a  i\&  diminu6e  par  la  rotatioa. 
Soient  donc  A,  M,  P,  la  pesanteur  absolue,  A^,  M\  P^,  la  pesaoteur  relative, 
aux  points  A,  M,  P  {Fig.  ^aO,  CA=/7i,  CP  =  n,  CM  =  r,  et  r=i5" 
la  vitesse  de  rotation:  cela  pos6  oa  a  P'  =  P,  et  le  rapport  des  axes,  dik  1 
r^quilibre,  est  ($.  ia5.) 

(1) m  :  w  : :  P  :  A'. 

II  reste  donc  k  d^terminer  A^,  ou  la  diminution  que  A  ^prouve  par  la  x6* 
tation,  c'est-ii-dire  la  force  centrifuge  dans  T^quateur.  Si  Ton  nomme  M  la 
pesanteur  du  point  M,  sa  force  centrifuge,  ou  la  pression  que  M  6prouve 
par  la  rotation  suivant  LM,  est  Ftz  —  M  .LM  ($.  69.),  et  racc^Kration 
de  cetle  force ,  y^  —  g^i^y^LM.     Dans  Tdquateur  on  a'LM  =  CA=iii, 

M  =  A;  ainsi  /  se  change  en  e  =  ^  7*  /w,  et  F  en  E  = A.     Puisque  E 

est  oppose  a  A,  on  a  A'  =  A  —  E  =  — A.    Si  Ton  fait,  conune  ci- 

dessus  (§.  59.),  —  =  i3o79i5  et  7  =  1 5''  =  o,  0000717*2,  on  trouvera  —  = 
—  •  —  =  —,  donc  A'  =  A  — E=—  A,  et  w:n::a89P:!i88A.    Mais  pour 
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E 

avoir  une  raleur  exacte  de  •-  —c,.\l  faut  igaler  g  k  Tespace  que  les  corps 

parcourraient  sous  T^quateur  en  une  seconde^  si  la  terre  ne  tournait  pas  sur 

elle-mdme;  cet  espace  ne  peut  pas  Stre  observ6  imm^diatement, 

Nommons  cet   espace  6,  et  G^  Tesp^ce  observ^  qui  est  Tacc^l^ration 

de  la  pesanteur  relative  sous  T^quateur;  d^signons  par  g,  ^^  les  m6mes  espa- 

ces  reiativement  \  un  lieu  M^  dont  la  iatitude  soit  p.  Les  forces  ^ttot  comme 

leors  acc^I^rations,  pn  a  E  r=  --  A,  F=r  ~  M*    Or  e  ^tant  oppos^  k  G,  on 

a  G'=G  — c,  donc  E  =  ^^,  et  en  substituant  e  =  ?7*w,  E=    V.v~> 

d'oii  il  vient    A^  =  A  — * E  =    ^,   ^,    ,  *  Comme   les   observations    se   font 

2  G  +  y*  tit 

ordinairement  d^apr^s  le  tems  solaire,  il  faut  6galer  le  tems  d^une  rotation  de 
la  terre  k  28  h.  56in*  i^%.'zi^&\^%.'zi.t,  ce  qui  donne  7=  — • 

La  longtieiur  du  pendule  ii  secondes  donne  le  seul  moyen  pour  d^ 
terminer  exactement^  G  ou  g.  Si  cette  longueur  a  ^t6  trouv^e  par  observa- 
tion,  en  A  =  a>  en  Vi-zzb,  on  a  G^= —  a,  ^  =  — A;.  d'oii  Ton  tire  —  ou 
c=— ?^— =     t"^,     .    Or  A'=A  — E  =  A(i— c)=-^*i^:  partant 


E  E(af«^4m)        4m       gi  Fon  fiiit 

A' —        A.at*  at^ 


^  —  q,    onaJ  =  7,    et  A  =  A^  (i  4-9). 

$.  i36.  Suivant  les  observations  de  Bouguer  (^)^  le  demv-dlam^tre  de 
r^quateur  est  m  =  3a8ioia  toises  ^  et  la  longueur  du  pendule  k  secondes^ 
sous    r^quateur.    a  =  43o,ai    lignes   ou    -rTl—    totses,    d*oii    Ton   tire   (*) 

2174.05  06400^  '  ^ 

G  =  ai74>9S  lignes  =  -g^—  toises,   donc 

^  —  =   ,  ,^^r  ^    et  cr  =  o,  0034775  =  -- — -  » 

m        i3o3384*  ^  t        "»/>  287,6 

Bougner  troovei  par  la  longueur  du  pendule  k  Paris  =44^1  ^7  lis^^y  9  =  "o — ^ 
Je  supposerai  ^=  — ,  ce  qui  est  sous  Nquateur  le  rappprt  de  la  force  cen- 
trtfuge  \  la  pesanteur  actuelle  ou  relative,    d^oit  il  suit  que  la  force  cenlri- 

fuge  cst -T-  de  la  pesanteur  absolue.    Si  Ton  substitue  maintenant  A'= 

dans  r^quation  (1)  ($.  i35.)y  il  viendra 


(X)  jn^.  y#  la  Tgrrt,  Sed.  Wf:  S'  '4^  ^<  ^/i*  S*  as» 
(»)  /.  e.  ^«/.  riL  S.  aS. 
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PoiiT  ezprimer    -  d'une  mani^re  plus  coinmode  pour  le  calcul,   (aiiont 

m  iZ:  n  (i  -|-  w), 
Vaplatissetnent  ^tant  td,  et  par  consdquent  un  nombre  trfcs-pettt  donl  noui  n^ 
gHgerons    les   puissances    plus  ^levdes   que   la  seconde.    En   {aisaat    encore 
—  z=  X,    on  aura  a  =  Arc  tang  X,    et  X*  rr  —  —  i  n:  w  (a  4-  w).    Cela 
donnera    ($.  i3i.  i34.) 

P_4'ym(i-+-^?/         a\       .  iirii(n-ci>)«  /  X     \      P a ( t+aO(X--a)  , 

ice  qui  dtant  substitu^  dans  T^quation  (ft),    donnera 

Jt  =    \    ^^;, — r-  ,    d'aik  Ton  tirera    a  =  ^ —     '     ^. r ,   o* 

a(i4-w)»— X   •  (i-Hu*)«4.a(i-*-^)' 

<3)  . . . . .  Arc  tang  X=  (L±i?12L  =  «. 

Si  ron  fait  «=  — i--,    on  trouvera  L  =  ^^^,^"*"'^^l\"t— t    »  T>i  ^ott- 
nera,  en  divisant,  el  n^glrgeant  les  quantil^s  de  Tordre  y^X*,  L^gX-j-a^X^ 

partant 

(«..... ArctangX=<5-lj|l^. 

ce  qui   est  la  formule  de  M.  de  Laplace  (').     Si  Fon  d^veloppo  ArctingX 
en  s^rie^    on  aura  T^quation 

(9  +  31'')  (x  -  ^  +  ^  -  ^  -Hcet.)  =  9>'-|-a9>''. 

et  en  divisant  par  aX^^ 

o  =  y-.|.X»  +  i|x4.    OH    o  =  X4-2x*-^^7, 

dont  les  Tacines  sont,  >?——\i^V(i ^9)0  ^u  il  feut  prendre  le  sig* 

ne  — ,  parce  que  X  <^  i.     Ou  a  donc 
X^=!7.  S  I  _/x_^  ^_^!^  n^-^J^l    3 _ 5.1.960000    ^^cet.")?  = 

«i  V         7  «.49^         16.343^  lad.a^oi     ^  /S 

7(a,5  4-  5,357  .^-^-  a3  .y^-j-  ia3  .  g^  4-cet.). 
En  substituant   q-zz—^   il    viendra   X^  =  0,008746123^    donc    i  4- ^*  = 

{l)  MSean,  c4l*  Tome  JJ.  pag.  5a. 
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(i  -|-  0))*  =  T, 0087461^3  ,    ce  qui   donnera    x  -}-  w  =  i,oo43635  ,    et    wrr: 

o, 004^635  rr  ;; T  .    Suivant  M.  de  Laplace  on  a  q~  OjOo^^^gfJ^j  ce  qai 

donne  wrz  0,0043349'^=:  -t — rrr.  Ainsi  les  deux  axes  de  rellipsoide  ter- 
restre  m^  /i^  sonC,  suivant  la  th^orie,  dans  le  rapport  de  23o,2  \  229,2  oa 
de  23i,7  k  23o,7;  ie  premier  rapport  est  celui  de  Ne^wton. 

N. 

U^qualion  (4)i  ?"i  rtSpond  k  r^quilibre,  donne  plusieurs  valeurs  de  X, 
dont  nous  avons  trouve  la  plus  petite.  Pour  le  prouver,  faisons  AngtangXzra^ 

V\T"  —^9  et  a  —  amCp,   les  racines  de  T^quation  (J>  =  o  donnant  le  cas 

de  requilibre.  La  premibre  racine  est  Xzno,  qui  donne  ai=o,  azzo,  et 
<pr=o,  mais  qui  ne  peut  pas  exister  dans  la  nature.  Si  X  est  trbs-petit,  a  devient 
zrX,  donc  o^a,  et  $  positif.  Si  aeslrr^S**  —  --^ 0,7854,  X  est  igal  a  Tunit^, 
cl  Ton  trouvera  a  —  ^.  1,00076^^:0,75...,  donc  a^C*!  «I  'a  valeur  de  Cp  cst 
negative.  U^quation  4^=10  a  donc  une  racine  entre  ar=o  et  a=:4^%  q^^ 
est  celle  que  nous  avons  trouv^e,  et  qui  donne  a  =  5°2o'J4''-  Si  Pon  fait 
^=90^,  X  estz=oo,  ce  qui  donne  une  valeur  positive  de  C|):  d^oik  il  suit 
que  r^quation  4^=0  a  une  autre  racine  entre  am^^^  ^^  azz^o^.  On  trou- 
vera  ^izro,  si  Ton  fail  a  zz  Pg'' 54  56''.  9.  ou  Xci:()8o,5.  Pour  voir,  s'il  y 
a  encore  d'autres  racines,  il  faut  se  rappeler  qu'il  y  a  n^cessairement  un  /7ia- 
xinntm    entre  devx  racines.     Or  on   trouvera   le   maxlmum    de  Cp,    en   faisanj 

- — ^ — —  —  o,    ce  qui  donne   o^X"^ — ( *o)X*4-g,    dont   les  racines 

sonl  X-i^ 5±:y(^, h^^)»    ou  X^z=:o,oo52  et  X^^i^^g,^^^; 

et  comme  nous  ne  consioerons  ici  que  ies  valeuis  positives  de  X,  X=:  0,07^111 
et  X  =  4i, 58537,  ou  a  — 4« 7' 28", 3  el  a=i:88*37'2i^  II  suil  de  l^,  que  (p 
n'a  que  deux  maxima;  et  par  cons^quent  trois  racines  seulement,  X— o, 
X=o, 09352,  etX=68o,5,  qui  donnenl  arro,  a=5»2o'34",  et  arz:89**34'57": 
les  maxima,  pour  lesquels  nous  avons  trouv^  a— 4*7' 28"  et  a  zr  8b^37'2i", 
tombent  enlre  ces  tix>is  valeurs.  II  n^y  a  donc  que  deux  figures  de  rellip* 
soide,  avec  lesquelles  Tiquitibre  puisse  subsistef,  et  qui  sont  d£terminies  par 
le  rapport  des  axes, 

m  :  71  : :  23p  :  299,    et  m  :  /2 : :  680, 5  :  i ; 
la  premiire  figure  est  k  tr^s-peu  prk«  celle  qui  exisle  dans  la  nature. 
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$.  iS^.  La  lon^ueur  du  peodule  k  secoudea  a  iii  employfe  ($.  i35.) 
•eulement ,  pour  diterminer  la  pesanteur  G  et  ^;  mais  cette  longueur,  ayant 
iii  mesur^e  avec  la  plus  grande  pr^cision,  peut  aussi  servir  k  d6terminer  im- 
m^diatememt  la  loi,  suivant  laquelle  la  pesanteur,  et  \>ar  cons^quent  la  figure 
de  la  terre,  varic  depuis  T^quateur  jnsqu^au  pele.  L*6quation  (J.  i?i8.)  ~-  = 
*  '      P  donne   k   peu   pres   ; —  = ^ .  Puisque  la  longueur  du  pen« 


2m= 


dule  est  proportionnelle  h  la  pesanteur,  on  aura,  en  nommant  L,  X,  X\  les 
longueurs  du  pendule  h,  secondes,  sous  r^quateur,  et  sous  les  latitudes  ^,  p^, 

A':M'::L:X,    donc  -^  =  — -  =  :^^^,     _-  _  ^^^^, 

tfoJi  Ton  tirera  X  — L:X'— L::sin*p:sin*p',  et  L  =     "° , q>T^ .;1[\     i  dono 

,    d^oili  il  idsulte 


xITlZ     "(x"^X)«in«p      _a»nn«(3"       ::    !   '-      -     -         "n-p'-"n»P 


Ci> 


Xfin»p'— X'«in«p    ,      i-H2w 

X— X'  ft(X--XO 


•  X' lin» p  —  X  «in* p'— a  (X  —  X')  ~  X  co«2p'— X' co«  ap  —  5  ^X  — X') 

Si  L  est  donn6  par  une  mesure  exacte,  on  a  X'  =  L,  p'  =  o,  partant 

X  — L  _  2  (X  --  L) 

***  ~  L  sin«  p  —  a  f X  —  L)         L  (i  — co«  ap)  — 4(X— L)  * 

Les  observations ,  faites  par  Bouguer  k  Paris  et  k  Panama ,  donnent 
(|=48**5o',  p'=8**35', X=44o,58,  X'=439,a;  donc  w=  —  et  m:n::  172: 171. 
Suivant  les  observations  de  Graham  et  de  Condamine,  on  a  p  =  5i^3i',  ^=1*2^8^, 
X  =  440}64t  ^^  =  4^9i  ^^5;  partant  (■>=  —  et  m  :  ni:  188  :  187.  La  lon- 
gueur  du  pendule  sous  T^quateur  m£me,  et  k  Paris ,  L  =  4^9,21  et 
X=  44o>^7f  donne  0)=  —  et  m  :  n  ::  i8a  :  i8i. 

II  r&ulte  donc  des  mesures  du  pendule,  un  aplatissement  consid^ra- 
blement  plus  grand  que  celui  que  donne  la  th^orie,  et  presque  le  m^me  que 
celui  qu^on  a  concln  des  mesures  des  degr^,  —  (L$.  2i5.).  II  parait  donc  rd- 
suiter  des  observations  imm^diates,  des  degr^s  ei  de  la  longueur  du  pendule,  que 
la  terre  est  plus  aplatici  qu^elle  ne  devrait  FStre  d^aprbs  Thypoth^sei  qu^elle 
ait  ^t^  primitivement  une  sphbre  homogfene.  II  y  a  cependant  d'autres  meauret 
qui  donnent  nn  aplatissement  moins  grand  (L  $.  192.),  desorte  qu^il  parait  que 
la  nature  ne  s'6carte  pas  beaucoup  de  cette  hypothise,  et  qu'on  ne  commet* 
tra  pas  une  erreor  considirable,  en  suivant  la  th^rie  pr^c^dente* 
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$.  i38.  On  peot  te  servir  de  la  m&oie  mithode,  ponr  diterminer  U 
fignre  des  corps  c^lesles  dont  on  connait  la  masse  et  la  rotation.  Si  Fob 
Bomme  r  le  demi  -  diambtre  d*une  planbtei  i  la  dur6e  d*une  rotation  de  la 
planfcte  sur  elle-mftmei  y  la  vitesse  de  cette  rotation,  G,  e,  TacciMration  de 
la  pesanteur  A,  et  de  la  force  centrifuge  E,  sous  T^quateur,  on  aura  ($•  i35.) 

E e  y^  r  air^r 

A         G  -^-  'TTTr—Vp 


aO 


ov 


oik  il  faut  exprimer  t  en  secondes,  et  r,  G,  par  une  m&me  unitj:  «n  tirant 
G 


donc  —  de  ia  premi^re  table  ($.  65.),  et  fiiisant  g  nz 


($.  59.),  r  sera 


g  *  ^  .'  ^  i3ooooo 

le  demi-diamfetre  de  la  plan^te,  divis^  par  le  rayon  de  la  terre,  qu'on  trouve 
dans  la  table  (IL  $.  i53.);  aprfes  quoi  on  aura  ($•  i36.) 
i-4-«=y(i  4-*f  5.7H-5,  357.9*-|-.cet),    donc  «=|9(i  +  ^7)   l^  peu  prks. 
Relativement   ^  Jupiter,    on  a  rz=:xo,  8616;  /  =  35733''  (11.  $•  166.), 
G=a,  8i83.ff= -^ ;  d'ou  il  vient  0= ^i^—-—- —  =  0,07745; 

'  ^         i3ooooo'  ^  2,8183.36733*  ^s^  ' 

et  Cr>  =  05  1085  donc  m  :  n  ::  1,  108 :  i  : :  11  :  io« 

On  trouvera  de  la  m^me  mani^ie,  pour  les  autres  plan^tes,  ce  qui  suit. 
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On  peut  se  servir  d'une  approximation  fort  simple ,  en  regardant  les 
planfetes  comme  des  corps  semblables,  ensorte  que,  si  la  densitd  est  la  m£me, 
la  pesanteur  g  sera  corome  les  diamfetres  (§.  i23.).  Or,  g  itant  anssi  propor- 
tionnelle  i  ta  masse  de  la  planfete,  ou  k  la  densiti,  si  les  diam^tres  sont  ^gaux; 
il  s^en  suit,  que  la  pesanteur  est  comme  le  produit  du  diambtre  par  la  densit <• 
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Si  Ton  prend  pour  unil^  le  rayon  et  la  densit^  de  la  terre.  on  anra  G—f^rS^ 
9  iUni  la  densit^  de  la  planete ,  d*ou  ii  %ienl  g:=z — :-=  et  wzz — r— r^ 
En  nommant  ^=  —  raplatissement  de  la  terre»  A  6U  deu«iti,  T  la  durit 
de  sa  rotation,^  on  aura 

raplatissement  de  la  pTanite,  ta—  v  •  -^  -T* 

Si  Ton  fait  par  ex.  suivant  Newton,    relativement   k  Jupiter  —  = -r^ — .   o» 

trouvera . comme  ci-dessus,  min::!^,^:^^^^^)* 

£n  renversant  cette  mdthode,  on  trouvera  la  rotation  t  d'iine  pTan^tr, 
dont  Taplatissement  bj  est  donn^  pav  les  observations,  tzziT  V  —-.  Relati* 
Tement  k  Salurne  on  a  —  =o,  i  (C.  65.):  en  faisant  donc  m  :  n  ::ii  z  i^ 
(II.  $•  167.  ,ou^|3=:  To,  on  trouvera  /=  i5  h.  4^  m.  56 s.  Suivant  lei  eb» 
servations  de  Bugge,  —  est  ~'2f  d^ou  cet  astronome  conclut  i  —  6h.  g  m» 
Le  milieu  est  loh.  68  m»  a  peu  pr^s  comme  M.  Uerschel  Ta  trouvi  par 
•es  observatiuns» 

$.  iJg  La  solution  du  probl&me  de  (a  figure  de  la  terre,.  que  neue 
avons  donu^c  par  une  meihode  s^nth^tique,  pouirait  suffire  au  but  de  cet 
ouvrage.  Jc  tachorai  cepenclant,  aulant  que  les  bornes  que  je  me  suia  pr^ 
leritcs  le  peimertmt,  d^exposer  la  m^lhode  analylique,  par  laqueile  ies  grand» 
g^omfelres  du  tems  pr^sent  ont  donn^  de  ce  fameux  probl^me»  une  solutioa 
^ui  ne  laisse  rien  a  disirer.  Cesi  k  M»  de  Laplace  qu\)n  doit  les  recher- 
ches  Ips  plus  g^n^ralea  sur  la  figure,  avec  laquelle  T^quilibre  peut  subsister 
(^^;  )e  me  bornerai  k  prouver  que  r^quilibre  a  lieu  dans  le  spMroide'  eliip* 
tique ,  et  ii  d^terminer  le  rapport  des  diam^tres ,  la  pesanfeur  aux  diver» 
poinls  de  la  terre,  etc«  Ces  recherches  seront  fondees  sur  le»  deux  suppo- 
•itiona  suivantes:  que  le  solide  est  parfaitement  homogfene,  de  maniere  que 
•a  densir^  s^it  partout  ^gale  k  Tunit^ ;  qu'il  a  ^t^  dans  un  ^tat  fiuide,  pour 
pouvoir  prendre  la  figure  ^e  k  IMquilibre..  Tous  les  corps  c^lesiei  qu# 
Bous  connaissons,  ont  une  figure  qui  s^6carte  insensiblement  de  la  sphire, 
ce  qui  fdcilite  beaucoup   la  solution;  ils  tournent  sur  eux-mftmes,   et  ils  sonl 


(l)  Phil.  Nat.  Princ.  Math.   Lb,  III.  Prop.  XIX. 
(a)  M49itn.  §4i.  Lif.  /.  Chap.  ym.  Ia9.  UJ^ 
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expos^s  aux  actions  des  autres  corps.  II  eB  r^solte,  en  verfu  de  la  pesanfeur 
universelle,  trois  especes  de  forces  qui  sollicitent  chaque  mol^cule  du  soltde: 
i)  les  Forces  centrifuges,  dues  k  k  rotalion,  a)  fattracion  mutuelle  de  tous 
les  ^t^mens  du  soHde,  3)  Tattraction  d\in  corps  ^tranger.  Nous  d^signeront 
par  S'  le  point  du  solide  M  dont  on  consid^re  le  mouvement  de  rotation, 
par  dM  un  61^ment  qnetconque  qui  Tattire ,  par  S  le  corps  ^tranger  qui 
agit  sur  S' ,  par  o/,  /,  z%  X,  Y,  Z,  x,-  y,  z ,  les  coordonnies  rectangles 
qui  se  rapportent  k  S^  k  dM,  et  2k  S;  noits  prendrons  pour  leur  origine  le 
centre  de  gravit6  du  solide  M,  et  nous  supposerons  les  abscisses  x',  X,  x, 
parall^les  k  Taxe  de  rotation,  ensorte  que  Tdquateur  soit  le  pian  des  ordon- 
nies  y,  zf,  Y,  Z,  y,  z.  Le  solide  M  ^tant,  par  hypothfese,  un  ellipsoidey 
dont  r^quateur  et  tous  les  parallfeles  sont  des  etlipses  semblables,  tandis  que 
chaque  m^ridien  est  une  ellipse  dont  Texcentricit^  d^pend  du  point  oi^  tl 
coupe  Tequateur;  nous  aurons  k  d^terminer  trois  axes,  celui  de  rotation 
zz^a,  le  grand  et  le  petit  axe  de  T^quateur»  ^d  et  iic,  a,  b,  c,  itaat  les 
atxez  des  x,  y,  z.  Cela  pos^  soit  (fig.  S^j.)  C  le  centre,  P  le  pole  du  soIi« 
de  M,  AB  r^quateur^  £X,  ex,  deux  parall^ies  cons£cutifS|  CFzz.a,  CB=^j» 
CAznc,  et  faisons 

(a).  yb~^'   ^"'^*    ^  ""'="'    T^  — »  =  «'.  done 

D'un  point  quelconque  X  sur  la  surlace  de  rellipsoide  abaissons  la  perpendi* 
culaire  XY  sur  le   plan   des  y,  z',  et  soit  YZ  ppippndirulaire  k  CA,  donc 

CZ=/  =  DV,    ZY=j  =  VX,     YXzzor^^ZV^EF. 
On  aura  dans   Tellipse  du   parall^Ie  £X, 

VX*zz:/«=  ^  (D  £^  -  O  =  — .  (CF»  — O, 

et  dans  Uellipse  du  m^ridien  AE, 

F  E^  =  :c'^  =  ^  (c*  —  C  F»)  =  o»  —  -^* 

c»  ^  ^  i  +  a^ 

La  comparciison  de  ces  deux  equations  doanera 

d'ou  Fon  tirera  rdquation  de  ia  surlace  de  reliipsoide» 
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(0 o  =  a^«H- -^  +  — — ,  —  a». 

L'aire  de  l'ellip«e  EX  <tanl  I*  D  E'  =  ir  (a*  —  a^») "/  (i  +  a)  (i  -f-  (/) ,  U 
ioliditj  dtt  fegment  E^  sera  ir  (a^  —  x"^)  daf  .V  (i  ^  a){i  ^  a').  Si  ron 
£ut  pour  abriger, 

(*) Vo  4-«)  («+«')  n=*. 

rint^grale  de  Ee  donnera  le  segment  Aezrir^x'  fu^ j-U  ce  qui  doFien- 

dra  la  moitii  de  reliipsoide,  si  ron  fait  a;'=:a:   on  aura  donc  la  maase  de 

reilipsoide  entier 

(a) M  —  tnSa^. 

3  -yt^ 

$.  i4o.  La  force  centrifuge  de  S\  due  k  la  rotation»  est  —  (§.  69.). 
Comme  dans  toutes  les  formules  pr6c6dentes  on  a  pris  pour  unit6  la  pesan- 
teur  sur  la  terre  «t  aon  demi-diambtre ,  g  est  «nvlron ($•  Sg.);  aiosi 

<c) /=  —  =  — i    (S-  *35.) 

«st  1a  force  centrifuge  k  la  distance  =  1 9  et  sa  direction  est  perpendiculai- 
te  k  Vaxe  des  rt'.  En  J^composant  donc  la  force  centrifuge  auivant  -^jf, 
^y^  +  s',  et  nommant  ces  forces  A\  B',  C ,  jou  aura 

I.    A'  =  o,    B'=j/,    Cz=fz'. 
$.  i4i«  Soit  j(/^*  18.)  A  ie  point  S%   ^  un  ^l^ment  quelconque  9H 
^ui  rattire,    leur  distance  AzznBfi  :8oient  AB,  AC,  AD^   parallfeles  auz 
coordonn^es  j/,  y,  z*,  zXf  perpendiculaire  au  plan  BAC  des  x',  ^ ,   X'U 
perpendiculaire  ji  AB:  cela  pos£  on  ajura 

AU  =  X— jc',    UX'  =  Y— y,    X's  =  Z  — »'. 
Appelons  19  rangle  que  la  prolongation  de  A^;  fait  en  z  avec  une  ligne  pa- 
rallMe  k  AU,  et  0  rangle  form^  par  Us  et  UX^  ensorte  que 

7)=UAz,    d  =  X'Uz,    Uz  =  R'sin>i,    AU  =  R'cosn. 
On  aura  donc 

(3) X  — oJ^^R^cosD,  Y— y  =R'sin7jcos0,  Z  — «'^R^sin >isinl. 

Maintenant  on  peut  regarder  dM  comme  un  parall^tepipbde  dont  les  trois 
c6t^s  sont  raccroissement  de  Az^  «tdeux  petits  arcs,  d^crits  avec  les  rayons 
Az  et  U^  dans  les  plans  UAs  et  X^U^:  ces  trois  cot^s  sont  dR^  R'di),  et 
R^sinv).d9,  d'ott  il  vient 
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dMz=zIi'^dK'  .di.d^$inrt,  et   |J  =  dR^d^  .  a^isin  n, 

ce  qui  est  ratfraction  suivant  As  qui,  ~£tant  d^omposte  suivant  -^  s^,  "4"/% 
+  «,  donnera  lea  forces  -~-.  — ,  _^:^._^  __.—..  Si  Fon 
nomme  A'\  B'\  G\  les  attractions  que  le  point  S^  ^prouve  par  Taction  de 
r^ltfment  dM  auivant  -f-  af,  A-  y,  -4-^^  on  aura^  en  aubstituant  les  valeura 
(3),  et  pienant  dR'  n^gativement,  parce  que  les  ^l^mens  se  rapprochent  par 
Pattraction , 

A"  =  —  3R'.  d ^  .  dt)  sin  if}  cos  >},  B"  zr  —  dR^.  d# cos  1 . 3i| sin^n^ 

d^sin  l.diisin^  t|. 

Pour  trouver  Tattraction  que  la  masse  entiire  M  exerce  sur  le  point  S^,  il 
fiiut  int^grer  A!\  "K^  C  ,  trois  fois  par  rapport  k  R^,  #,  n»  ot  ^tendre  les 
int^grales  au  solide  entier.    La  premifere  int^grale  sera  prise  entre  les  deux 

« 

points  oppos6s  oh  la  prolongation  de  Az=:R'  coupe  la  sur&ce,  c*est-2i*dire 
depuis  R'=i-4-R^  jusqu'k  R'=i  —  R^,  R^  itant  la  portion  d'e  la  corde  de 
rellipsoide  par  A,  s^  qui  s'^tend  de  A  par  z  jusqu^k  U  sur&ce,  et  R^^  le 
reste  de  cetfe  corde,  ensorte  que  R^-f^^v  ^^^  '*  corde  entiire.  En  mom^ 
mant  donc  f  la  distance  du  point  S'  au  milieu  de  cette  corde,  et  r  la  moitii 
de  la  corde,  on  aura  R,i=:0'-4-?f  R^  =  c— f.  Ainsi  la  premikre  int^^ 
tion  donnera 

r-^A'^— 2(R-fR,)a#.3i|sinT|cosT|,  2:B"r-S(R^-4-R^)d#cosl.ai|sin% 

^  ^ <  :(r'=— 2:(R,-f  RJdlsin#.dT|sin*n. 

B^  et  R^^  sont  les  rayons,  men^s  du  point  S^  k  deux  points  oppos^  de  la 
surface   de  rellipsoide:    on  aura   donc  pour  diacun  de  ces  points  dM,   (i) 

(J.  139.)  o  =  X*-) 1 f. —  a\  En  substituant  au  lieo  de  X,  Y,  Z^ 

leurs  valeurs  (3),  et  Eaisant  pour  abr^ger, 

\  cotr  T|  -A ' '—^ —  =  A, 


xcosTi-f- -| j —  ..J^,  ars^ — -^=1L 

^uatioB  deviendra  o  =  A  R'^  —  a  A  R^  —  n ,  d^oik  ron  eonclnrm 
la  somme  des  deux  racines ,  R,  4-  R ..  =  — .  Si  Fon  snbstitne  eette  vnleiir 
dnas  les  ^ualioas  (5),  il  viendia 


(6) 
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SA''  =  — 22  -  dd  .  3>jsin  11  C08H, 

2B''=— aS  ^  a^cosd.ayisiii^ij,  SC"=— aS  -  adsinl.^THin^iL 

Ces  int^grales  s'^tendent  des  deux  cot^s  de  S'  jusqu^k  la  surface,  ensorte  quey 
pour  chaque  valeur  de  R^,  ou  de  0  et  t),  elles  i^pondent  en  nidnie  tems 
aux  angles  ir-f-^  et  it-I-ti:  elles  doivent  donc  Atre  int^gr^es  encore  par 
rapport  ^  I  et  t),  depuis  o  jusqu'k  7r,  pour  s^^tendre  au  solide  enfier.  Si  Ton 
d^signe  par  <p  chaque  fonctiou  rationneile  de  sin  y\ ,  cos*  >) ,  siu  9 ,  cos*  |, 
ou  trouvera 

2A''zz  —  a2353iifj/.C|)  +/005  v)  cos  I  .$ -f-^  ^o^  ^  -0)  > 
2 B" ir  —  2  2 d 1 3 >j  (r'  cos  ij  cos  d  .  (J)  -f- /  .  (p  -f-  y  cos  0 .  (J)J , 

^C'''^  —  2  2dOd>j  j/cos>j .  cp-f-/  <^^«  ^  •<PH-«'-<P)« 
Dr  comme  les  int^grales  doivent  6lre  prises  depuis  o  jusqi^a  fc^  il  est  aisj 
de  voir,  que  2dtjcosTi.(p  et  2ddcos^.cp  seront  nuls.  En  eflet,  on  peul 
envisager  ces  int^grales  comme  s^^tendant  des  deux  c6tes  de  Tangle  droit 
par  le  premier  et  le  second  quadrans  jusqu^Si  o  et  u,  de  sorle  que  chaque 
angle  90® — \|;  a  son  angle  correspondant  go^^-j-vl/.  Or  sin  fgo*'-!"^)  — ^''^  (9*** — +)f 
et  cos  <9o® -)- \|/)  =  —  cos (90®  —  \}/) ,  cos*  ^9^*^ "h ^)  —  ^^^^^  (9*^  —  ^) •  $  • 
donc  la  m^me  valeur  pour  9o^±:\|/,  mais  la  valrur  de  2dvjcostj.^  ou  de 
23dcosd.(p,  qui  repond  a  Tangle  90**  —  \p,  est  ^gale  et  oppos^e  a  celle  qui 
rjpond  k  Pangle  9o^-f-v{/;  A\m  \\  suit  que  toutes  tes  inl6grales  de  cette  for- 
me  se  d6truisent  r^ciproquement.    Cela  pos6  on  aura 

2A"=— 22.x'd^dt).(p,  SB"  =  — 22.y  d^avi.cp,  2C'  =  — 22.s'ai?di). 
Comme  ces  int^grales  se  -rapporlent  seulerhent  k  dM,  ou  aux  coordonnies 
X,  Y,  Z,  on  peut  faire  sortir  af,  y,  z' ,  hors  de  la  caract6ristique  2,  ce  qui 
donnera,  en  vertu  des  6quations  (6)  et  {(f), 

C-^AV  ,  ^d.^yism>)cos»yj         ^,, fi^'  d^  coj*d.5>jsin^)) 

^'^ J^^Ti^  22i'       _    d^sii»»^.dTjsin»>j 

Les  ^quations  pr^cedentes  nous  apprennent  une  verit^  iroportante.  Comme 
A",  B",  CV  «oiil  indipendans  des  axes  de  rellipsoide,  a,  b,  c,  et  ne  renfer* 
ment  que  leur  rapport,  a  et  a\  il  en  suit,   qu'on  peut  augmenter  k  volont^ 
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le  sph^roide,  sans  alt^rer  raUractioa  sur  un  point  int^riear  S',  pounru.  que 
a  et  a^  ne  soient  fas  charg^,  ou  cequi  revient  au  mtaiey  la  grandeur 
de  la  portion  ext^rieure  du  sph^roide  n^a  aucune  influence  sur  Fattraction, 
de  sorte  que  chaque  point  S^  n^est  attiri  que  par  le  spMroide  intirieur;  ainsi 
qu^on  Ta  vu  plus  haut  ($.  la^). 

$.  14^.  Pqur  int^grer  les  formules  (7),  faiaons 

VcoS^tlH f 4)   OU   C0S"l|  +  — rz-  I  I  +  —  J  — ^/ 

W )  a' —  a    .   • 

m  et  I»  itant  des  fonctions  de  i|,  qui  par  consiquent  seront  regardjes  eoBuns^ 
constantes  dans  Tint^gration  par  rapport  \  9,  et  d*=(i  ^a) f  1  ^n').  Qn aura  (<0 

•  .5/1       ,       1     \       •in*ii  /1  —  eosa^    ,    i-f-cosa^\  , 

d^oik  il  ?ient 

_  d^  I  .  mcotaS-f-* 

21  —  = 7— r- =r   Arc  cos , 

A  a  y  («I.*  —  nr)  m  -f  n  coi  a  9      « 

Uarc  prec^dent  deviendra  Arccosino,  si  ^=:Oy  et  Arccos(— x)  =  ir,  si 
a  =  90*:  il  sera  donc  air,  si  #11:180^;  d*ou  Ton  conclura,  depuis  l=:o 
jusqu'2i  ^=  180% 

2  —  =  —7-; Tx  •    Or 

(iw  +  n)  (/n  —  n)  =  ^cos^  ti  +  ^^  sin*  i)j  ^cos^  >)  +  ^—  sin«  tjj  =r 

(1  ■fo^)  (i-4*aco8*  Y})(i-hgK'  +a'co$*>|) 


ce  qui  donne 


donc  2  —  =  ____- ^— 

A  y  (i '+-ac«t'7))  (i-f-o' co»*ifj)  * 


(7) 2A"=-a,rffx'.Z  S^«i»>lco.«T, 


y  (i  +  a  co»*  >j)  (1  4-  a^  ooA*  >)) 
depuis  11=0  )usqu'4  i|=ir.    Si  Ton  fait 

(/*) cos  t)  =  ^t  on  aura  depuis  g  =  -f-  1  josqu^k  $  =;:  —  i| 

(8) J.K^  =  i'K^x\^— l'f^'-     ,^,,> 

^  y(i-+.a^»)(i4.a'^«)* 

II  est  visible  que  A"^  se  convertira  en  B^  ,  si  Ton  sulistitoera  Taxe  des  /  k 
celui  des  3I \   alors  «'  se  ohangera  en  ^,  a  en  i^  p  en  i-»  7  en  —  =  g-,    a 
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^  —  I  :rr ,  a   en  ^  —  i  = ,  S  en  ^--^ r :    cela  tait ,   on 

i-fa'  y^  14- a-  1-f.a' 

changera  B^'  en  C  par  la  permutation  de  f,  z,  et  de  a,  a'.  Faisons  donc 

et  designons  par  F^,  F'',  ce  que  devient  F  par  les  permutations  pr^cidentef 
qui  changent  hl^  en  B^,  et  B''  en  C":  cela  posd  les  ^quations  (7)  {^')  donneront 

Les  permulations  pr^c^dentes  donneront 

~       y/  ag«x/  a^-:r^;\~^   "^    ^^^  y(,.+  a-a$«)(i+a4-la'-a)SV 

Faisons  ?=-7^-^ -f-:  d'oil  il  vient  3g=— i-Li J     i4-a  — afc^= ri, 

F  =  (i  +  «)82: -^*^ 


(i  -+•  a  >!/•)«  ^i -+.  a'\p*)5« 

Mais  riquation  i-  —  -  /  ^ — ,1:  fait  voir,  que  ?  et  ^  deviennent  en  XDkmt 
tems  4"'  ^^  —  ^>  d'ou  iisuit  que  IMnt^grale  F'  doit  dtre  prisedepuis  >|/ii:+i 
jusqu'k  xj/m —  1  ,  et  que  par  cons^quent  on  peut  mettre  ^  k  la  place  de  ^l', 
d^ou  11  vient 

F'=(i  •t-a)'^ ^^ -.    Si  Fon  fait 

(i+agt)a(i4-a'^»)4 

(h^ d  —  X^,  a  =  X'*,  r^qualion  (g)  deviendra 

/3.FX\_        ^jg     j^V('+x«s«)[  rg«ag  _    r 

Ux;        v(n-x'»^»)(         8X        )-    (.+xv)*{i+x'»n*"l«+«)J* 

En  substituant  cette  valeur  dant  la  aeconde  des  ^quations  (9),  et  obtenraBt 
que  B"  se  cbange  en  C,  si  ron  met  ^  au  lieu  de  /,  et  X'  au  lieu  de  X,  on 
aura  les  ^quations  saivantes: 

IL  SA^^a^J^T,  SB-^awffy  (^-),2C*  =  affJa'(^^\ 
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$.  i43.  Si  la  plan^te  M  est  dn  solide  de  revolution  autcxii  ^U:  Vaxt 
CV^a,  toutes  les  ellipses,  p&ralleles  a  r^quatenr.  se  chaugoront  cn  ccTcles. 
•t  Pon  aura 

*  =  c,  «  =  «',  *=!+«,  F  =  S^^,^,  -- .L(^j-_..^.  Arc  lahg.X?], 

donc  depuis  ^  =  i  jusqu'a  ^  =  —  i , 

F=— ^,^  -i.Arctang.x),  ct  2A"=-''— ^-~--^^^^  tang.X}  (Ii;. 

Pour  determiner  B'"  ei  C^,  reprenons  !es  dquations  (7;.  Dans  le  cas  prcseut 
onR(d)(S.i/ii.)^=~~-^,  d'oii  iIvientSB"=  — •zy.Sa^Jcos-d-^^'-^. 

Mais    Sddcos-|=Jd+-isina^=:|7r,    donc   SB'' =  7rjr .  2  ^^^^^- = 

-7~   <— r- — Are  tang.  X^  —  ?)  =  ^   -r-j^f  — r— Arc  tang.  X — il,etZCn: 

—  "^l-f — r —  Arc  tg.  X  —  i  j.  La  pesantcui^  absolue  (§.  i35.)  vers  le  centre, 
et  d^compos^e  tuivant  x,  j,  z,  est  ^gele  k  — SA",  — 2B'',  -^  21  Cj  ainsi 
les  equations  pr^cedentes  nous  apprennent  qoe,  dans  chaque  rayon  du  sphj- 
roide,  la  pesanteur  est  comme  la  distance  au  centre,  af,y,  ^,  (Voy •  $.  1  a^.). 
A  la  surface  du  sphiroide  on  a  x'  —  a,  y  —  z^  :iz  b  —  aV  (^i  -^-  X^):  ainsi  la 
pesanteur  est  au  polezi:^^ ^ — ^   {\  —  Arc  tg.  X),   et  sous  T^quateur  ir 

' '  ^     a  (^^^  *8'  ^ Nijt  ce  qui  est  parraitement  d'accord  avec  le« 

formules  que  nous  avont  trouv^es  par  la  premifcre  m^thode  ($.  ]3i.  i340i 
dans  lesquelles  m,  n,  l,  sont.Ies  quantit^s  que  nous  avona  d^signdes  ici  par 
i^flV  (i  4.X»),  a,  et  V  (l^^a-)  =  \a. 

Si  lesolide  est  une  sphbre,  on  a  (a)  ($,  i3q.)  ^=7=1,  X=o,  a::=i, 
ce  qui  change  les  equalions  (7)  en 

S  A"  =  — awx' .  S<>»1  sin  n  cos'i|  =  «ir*' .  S?"  3?  r^fTx'?' :=  — *ir  / , 

38"  =z—i/.Sd»oosH.dyino.^zz'ity.  rd?(i  —?*;=»/§  (i  —L^»)  =_!*/, 

SC"  —  — |ir/. 
La  pesanteur   k  la  surface  est   donc  ttra.    Or  la  masie  de  la  sphkre  Jtant 
Mziz^ira'^,  la  pesanteur  est  partout  -^,  comme  si  la  masse  entifere  ^tait  rtfo- 
iile  au  centre. 

$.  i44*  D^signons  par  S  la  masse  d'an  corps  itrangert  par  x,  y,  », 
§e»  coordonn^ei,   par  R,  R^,  sa  distance  an  centre  de  graviti  M,  et  li  nn 
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ilimenl  quelconque  S",  sur  lequr^l  il  agtt,  et  dont  la  dittance  aa  mAme  oeti* 
ire  est  /:  cela  pos^,  les  forces  acc^l^ratricea  que  S  ejLercera  sur  Sf  •ttivaat 

-j-x,  +/,  4-2,  seront 

A''-i(^,  B-=  i^:^.  C— LC^,  et  ron  a 

Puisque  les  quantit^s,   marqu^es   d'un   trait,   sont  trfes-petites   par  Tapport  1 

celles  sans  trait,  ou  aura  k  tr^s-peu  pr^s 

I    *    /     I    3  tx  3/  -f-  jy  y  4-  g  zf)\ 

Comme  nons  ne  consid^rons  ici  que  le  mouvement  de  IMl^ment  ^  relatif^ 
ment  au  centre  de  gravitd  M,  il  faut  retrancher  des  forces  prdcifidentea,  cel* 
les  que  le  centre  de  gravit^  ^prouvo  suivaut  les  m^mes  directions,    et  qui 

^^^^  "STs    •ST*    -^-    En  faisant  dono 
R*'     R*'    il* 

(0-.-.-:]^  =  T,  on  aura 

^    -^^ r5  '-^$- 

$.  145.  Si  oa  rassemble  toutes  les  forces  I,  II,  III  ($.  i^o.  tl^.  >44.)« 
^ui   soUicitent   T^l^ment  S'  suivani  -ha^^  +y#  +^/   ^^  aura,   en  &isanl 

IV.  A=airff:r'F+T(?^-*'),  B=3(/-T)y+.«V{^)+^7«, 

Nommons  /1  la  preasioa  bydroatatique  ^e  fil^ment  S'  -^prouve  par  le  801- 
ide  ^ui  renvironne,  et  envisiigeons  S^  comme  un  jiarall^lepipide  dont  les  tffois 
cAt^s  sont  daf,  d/,  d^ ,  ensorte  que  S^zndafdf  dt\  La  pression  liydro- 
atatique  itant  perpendicutaire  et  proportionnelle  k  cbaque  face  de  r^l&nenly 
le  cb\i  de  S^  le  {ilus  procbe  du  centre  de  gravit^,  qui  est  perpendiculaire 
&  4/  et  ^gal  k  bydgf,  <prouvera  la  pression  pdydaf  suivant  -|-^/ 
ei  le  cAti  opposi  iprouvera  la  pression  q/djf  dzf  suivant  — xj ,  ^  itant 
^  igue  derient  f,  si  M  croit  de  d«',  ou  ;»'=:/>4-  k4)  9  ^'*    La   diflSreaci 


3S 
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entre  ces  deux  pressions  donne  la  pression  suivant  — x'—  (j^)  dj^9j/d^= 

(j5tJ  S;  d*o4  r^fulteronl  les  forces  acc^l^ratrices^  (rp)s  (r^J*  (j^  )• 
suivant  —  x ,  — y ,  —  z'*  Dans  le  cas  de  r^quilibre  ces  forces  doivent  6tre 
^g^les  aux  forces  A,  B,  C,  suivant  -^-x',  -^-y,  -^-z^  ce  qui  donne  les 
<f|uatioos  suivanles, 

m=''  (^;)='''  (^-)=<=- 

St  oti  les  miiltiplie  respectivement  par  "dx',  By,  dz,  et  qu^on  les  ajoute  en^ 
semble ,    eii  obsqrvant    que  p  esl   fonction    de  ^s  jj  z' ,   et  par  cons^quent 

dp  =  (^)  5''+  (jp)  ^y±  (j^)  3^'  o"  •»"  Wquation  dp=.A3x'  + 
B9/-f-Cd2'.  Rclalivement  k  un  point  dans  la  surface  du  sph6ro\de,  U 
pression  p  doit  dtre  Aulle:  ain«i  on  aiura  oz=  Adj/ -)- Bdy -f-C^y/  et  eft 
subsliloaol  les  valeurs  IV, 

les  terJBses  suii^ans  Alaj^ant  piomt  1e  facteur  af  hjsi ,  ^^  ^j^ ,  oo  t!  H.  Or  to 
point  S'  ^tant  juf  pos^.Ji^  j§  ^urface  da  «pfc^oide^  il  'Bst  MiO^ti  k  JMqoation 
(0  ($•  '^9*)«  doAt  l^i^aUelle  4Mt 

Si  on  fait  pour  abr^ger 

r6quati(n  Xid^  devieftdra 

o  — -j:'  3x'  4-^  /^^  +  J- V  As  4-  eel. 

ce  qui  ^tant  contpar^  4^veo  T&iiiailion  i(si),  dwoera^  w  dgalant  s^parjmeot 
l^  Goeffi€leM.dey3/  et  de  /^y,  l^s  .dtw  ^ioalpoos  oiuvonlei, 
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« 

$*  i46«  Si  on  veut  appliquer  let  formules  pr^c^dentes  k  la  Luact,  S' 
•st  la  inasse  de  la  terre,  R  la  distance  de  la  lune  k  la.terre,  et  ceite  Un^ 
ne  s*^carte  paa  sendiblement  de  r^quatetir  liinaire,  ou  du  ptan  des  JC.Sy 
p&rce  que  r^qualeur  de  la  lun^  coincide  k  trfca-peu  pr^  avec  son  orbife. 
Eh  prenant  donc  pcrur  Taxe  dea  y  le  rayon  de  la  lune,  qui  esC  dirigi  vers 
la  terre,  on  aura  y=R,  et  x~z—o^  ce  qui  change  L^  M/N  f^)  ($•  i^^Ot  n 

L  =  a*JF-T.  M=/+2T  +  2^ff(.^^-),N=y-T-f-«irj(i^,^). 

Pbisque  la  rotation  de  1a  lune  a  la  m^me  p^riod^e  que  sa  r^volution  autour 
de  1»  terrp,  les  forces  centrifuges,  dues  k  ces  d^uJt  tnouvenlenSy  seront  ^gales 
k   la    m^me    distance  R:   donc,    ia  premi^re    itant  y*R,  et  la    demifere  — ^ 

on  aura 

s 

*  f—  ^  :nT  (i).     La  substitution  de  cette  valeur  doiinera 

L  =  a-;ryF  — T.  M  =  3T+a';rj(^P),  N^a**^^^^'); 
«iasi  let  ^qualions  (la)  prendfont  la  forme 

(i3) awJF  =  a*J(i-f-X«)(i^)4.(4-)-3X«)T, 

04) a*5F  =  airJ(i+X'«)(*lI^)^-T. 

L'intigration  An  fonctiont  F,  (^5^)*  ft^')  ♦  «'  ainguliferement  &dlit^ 
par  la  considiration  que  •  raplaUsaement  de  la  hiat  est  si  pef it ,  qa'oa  peat 
n^gliger  les  produits  de  a  et  a'.    Cela  pos^  on  a«n«  ||.  '^a.  {g)) 

F  =  S?»af(,-f±l^.)  =  ^_.l±^^.=_|+hL^J^%  f,^  ron  lin„ 
Si*  on  substitue  cela  dans  les  iqiiations  (i3)  (i4),  elles  deviendront 

"<-^"-|)="'Ct-!i-|)+«+3x,t.« 
•"(^"-|)="'CT-r:-i)+-r.- 

SirJX^^^fio  +  ^SX^^T,   et  8irJX'»=i5T. 
Puisque  i  cst  mnltipU6  par  X^  ou  X'%  et  que  les  puissances  plus  Jler^es  de 
X  el  X'  sont  ndgUg6«  iciv  il  fiiat  bire  ff=i  (b)  (J.  139.),  d'oii  il  Tiendi» 
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—  Btt  — 45T'  ~  8ir* 

Si^  m  substiloe  la  xnasse  de  la  lune,  Mzziir^a'^  (§.  iSg.  (a)),  T  zr  — 
($;   144*  (0)i  c^  qu^on  fasse  pour  abr^ger, 

—  =m,  — rrf}^  il  viendra 

Ift  d 

Or  on  a  nzr (IL  C.  aiA*  ^iS.),  mm^S  (5.63.),  partant  a /1*^^^21^48283; 

i^o^  Ton  tirera 

\^—a=     V    ^  ,  =  o, 0000734167, 

X^—JzZL-r  —  O,  000018354«. 

4 
Maintenant  il  faut  se  rappeler   que  (§•  i^g.  (a»  «  =  — ^^^  ,  «'= — ^— , 

d^oii   il   vient    a  —  a'  =  |  a  n: j—  =  ^ -^ ,    ou  ii   tris  -  peu   pris 

|a  =  -Illf,  parlant 

=  ---•  —  =  —  •  —  •  —  =  0,0000*7  53ia: 

a  4     n»        4     M      R»  '  '  ' 

ce  qui  est  raplalissement  de  T^quateur  lunaire.  On  a  de  plus  azz^^^\^^\ 

donc  k  trfcs-peu  pr^s 

5-^(1         a  o^     A«k  c*— a  a  t      5— •• 

=  —  =  0,0000367083  et    =  —  =  «j-  • =  o,  000009177; 

ce  qui  est  Taplatissement  de  Taxe  de  la  lone,  relativement  au  diam^tre  de 
r^quateur,  qui  est  dirig^  vers  la  terre,  et  k  celui  qui  passe  par  ies  bords  du 
disque    lunaire  (Voy.  $.  11 3.);  le  premier  est  quatre  fois  plus  grand  que  le 

r 

dernier.  II  en  r&ulte  que  raplatissement  de  r^quateur  lunaire  est  trois  quarts 
de  celui  de  raxe  relativement  ao  plus  grand  diamfetre  de  r^uateur,  et  troia 
foia  plua  grand  qoe  rapktissement  de  raxe  par  rapport  au  plus  petit  diami- 
tre.  L'analyse  pr6c6dente  suppose,  que  la  lune  a  6ii  one  masii  fluide  et 
homogfcne  au  commencement  de  sa  consolidation  ou  crystallisation ;  mais  on 
a  Tu  dans  le  Chap.  y,  que  suivant  les  observation^,  la  lune  est.  beaucoup 
plua  aplatie  que  suivant  cette  hypoth^*  « 

J.  i47*  La  figure  de  la  terre  d^pend  de  sa.rotation  aeule,  parce  que 
la  maiae  de  b  lune  eat  trop  £uble|  pour  alonger  le  sphiroide  terrestr^  d^une 
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manifeie  jensible.  11  faut  donc  faire  T  =  o  dans  les  formules  pticiilenlt», 
et  supposer  que  la  (erre  est  ua  sph^roide  de  r^volulionj  ce  qui  dtipne  «=•', 
J=  I  -I-  a  =:  i  -h  X"  (§.  143.),  et  (S-  i46.^  . 

I-u(.-f-X^';F,  M=/+2,r(.-|-X*j(^P),  N=r/+,,r:,  +  X»)(£l^)=M. 

Ainsi  les  6q«alion«  (la)  donnent  a'»rF=/-|-air(i-|-X»}  f-jj^).  ou  ea  Caisaat 

(0 /=|^^. 

(■5) F  =  |.4-(.+x',(i^^^). 

Maintenant  il  faut  se  rappeler  ($.  i^a*  (^"^^  qne  F  esl  une  fonction  de  X 
et  de  X',  d'oii  il  suil  dF  =  f—J  dX-f-  f—/j  d\\  et  dans  le  cas  pnSsent  oA 


que  nous  consid^rons, 

I^tt; -^+  7 Ux;  =  rx  \,*Tx"">' • 

Nous  avons  d^jii  trouvd  (S- >430  G= —  —  [i  — v  ^^^  *g-M»  ^'^^  1'^*^  *''*• 

/^.GX*\  _  aX  — a(i-f-X«)  Are  tg .  X  /a.FXX  _  X— (i-^-X*)Are  tg>  X 

\   ^X   /—  XM'  +  X«)  '  WX/~  X»(i-f.X*)  ' 

M  qoi  ^tant  substitutf  dans  T^qaation  (iS),    donnera 

o  zr  I  X^  e  -j-  3  X  —  (3  -f-  ^*)  Arc  tang.  X,    d*oii  il  suit 

o^) ^'^'  »«"g-  ^  =  '^r^ » 

la  mdme  ^quation  que  nous  avons  trouv^e  par  la  mrithode  pr^c^dente  ($.  i36^ 
(4))y    9  ^tant  ce   que  nous  avons  d^ign^  ici  par  e.    II  a'en  suit    ($.    i3&) 

$•  i48.  Les  forces  A,  B,  C  ($.  i45.  IV.),  qui  aollicitent  chaqiie  Hli* 
^ient  suivant  +  a^,  +  />  -f-  ^%  ^^^nl  prises  n^tivement,  donnent  h  pe- 
santeur  de  cet  il^ment  suivant  —  a/^  — y,  — z\  On  aura  donc,  en  faisaDt 
TzzOf  Ul  pesantenri  aMr^a  par  k  rotationi  suivant  -^jf,  ^y,  — V, 
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-C  =  -/«'-*ir(i+X»)/Cil|^). 

Ces  fbrces  dtant  muUipli^es  respectivement  par  les  coordonnjes,  suirant  lei- 
quelles  elles  agissenti  leur  r^ultante  vers  le  centre  sera  aussi  proportio»- 
nelle  k  la  distance  du  centre:  d^oii  il  suit  que,  dans  chaque  rayon  du  sphi- 
roide,  la  pesanteur,  altdr^e  par  les  forces  centrifugesi  est  ^galement  propor- 
tionnelle  k  la  distance  du  centre;  ainsi  qu^on  Ta  vu  pr^c6demment  ($.  ia40* 
Pour  d6terminer  la  pesanteur  au  pole  et  dans  T^quateuri  on  fera  ji/zza, 
y  z::  z'  zz:bz:zaY{i  +  X^),  ce  qui  donne  la  pesanteur 

au  pole    P=r  —  a'7r(i  4-a)  flF,    et 

dans  IVquatcur,    Q  =  — aV(i+a).  $/-|- 2^(1  +  a)  ^^)?.' 

Dans  un  autre  point  quelconque  M  (Fig.  3a.)  la  pesanteur  p  a  la  direction 
de  la  normale  ME.  En  nommant  donc  MEzzlu,  la  pesanteur  suivant  PG 
ou  MK=j;%  sera  — 5  mais  elle  est  aussi:ir— A,  donc/?=— 27r(i-f-a)i/.  F.  Ona 


RE 


x'9x' 


u 


~  — -irf—  T"? — r#»    P'  itent  la  hauteur  du  pole  du  lieu  M, 


jc  *  =  —  I    partant  — -—  iz: ^ 

I  -f-a   •    ^  ay 


,    et  u  :=  7 X       ij 

1  -f.  a  '  (i  -h  a)  coi  p' 


En  substituant  j/ =  K  E  tang  p' =  •?^-ii£- ,    on  aura 


i-f-a 


'  —  7— r-^= »  d'oa  il  vienty^=  ^       ^.^f^^  — 


y(i+a+t6«p') 


iCt 


2/ 


"  |/(i  -f-aco$*p 

Si  Ton  substitue  maintenant    (§.  147.) 

•  p  4*^  ('  -f-a)  g 


;r  •     On  a  donc  p  = ; — ^ -^^tt  F. 

')  ^  y(i  -f-  a  co5«  p') 


/a^XN       X-(.-^X«)Arc.e.X      j     .^ 

^  dx  y  x»(i+x»)       • 

(X  —  Arc  tg.  X) , 


Q=ay(.+«).  ^^[(i4-X*)Arctg.X-X]-/^, 

p=  .,      .  \ — ^TTT    {X  — Arctg.  X}. 
X"*  y  (1 -f-acos^p^^j  °      ^ 

Mltintenant  il  faut  se  rappeler  que  p,   ^lant  donn^  par  A|    est  la  pesanteur 

31 
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absulue,  pftrce  que  la  rotation  n^a  aucune  influence  sur  A:  la  force  centri- 
fuge  qui  est  suivant  CKizify,  diminuera  donc  la  pesanteur  p  suiFant  EM 
de  /y  cos  ^,  d^oii  Ton  conclura  la  peianteur  all^r^  par  la  rofation, 

Si  Ton  nomme  /  la  longueur  du  pendule  h  secondes  aous  la  latilude 
p^  f  Pespace  que  la  pesanteur  p  y  feit  parcourir  lcs  corps  graves  en  une 
seconde,  aera  f^if^l  ($.  iSS.),  et  le  m^me  espace  est  pg:  on  aura  donc 

P  —  —  ~  > ,     .  ^TT  { ^  —  Arc  tg.  X  }  . 

3  f      6  'Tt' 

Si  Ton  substitue  (S-i^?-  v' )4^-— — — ;il$'4o'(0)»  '*  demikre  ^quation  donnera 

/e/^X3y(i^-acos^P')  =  ia(i-|-a)a(X  —  Arc  tg.  X), 
d^ou  il  viendra  par  r^qualion  (i6)  ($.   i^?-)» 

(18) /«/*(J-fa)l/(i+acosV)  =  4(t  4-a)a(3— ae). 

La  diffi^reAtielle  de  Tarc  elliptique  ^u  m^ridien  est 

9s  =:  Mm  =  rr-z: = r^.,  el  T^quation 

.  (i-4-a)fl  j  ^        -V   -  (i-f-a)adf/ tin  6'       „   %    ••      •       -■ 

•^         y  (i-+-a-+.t6»P0  -^  (i -f- a  cot«  ^')  I    » 

d«  _     (»-ha)a^P^ 

(i-|-acot»p')|* 

Or  la  lonsueur  d^un  c!egr<  du  mdridien   est  3^=-r~,*-r-.    d^o&  Pon  tirera 

J^  =    a    /     '."/Ti  ^^*  ('  +  «)«= -«^  («  +  a  COS*  Q')'. 

180  (1  -H  a  cot*  ^QJ         \i/  ^Ni  r/» 

Si  on  subslitue  cela  dans  T^quation  (16),  elle  deviendra 

ir /e /•  (3  4-  «)  =  7^0  *'  (3  —  ^O  ("  +  "  CO6*  pO  I   d'oi  il  Tiendra 

9160  s^(i -f-aco»«fi')  ^  -     .  *     X   /^       #    % 

crr     ,  ^  ■ c-^-TT — # — T r^t    ^^  <^*^  substihiant  (in)  ($•  i470f 

wl /"(S -ha) -f-i44o$'^i-facot»p')'  \  //   w      ■»/ /» 

a  6  a* 1080  j'  (i  -f  a  cot*  p') 

6*  ""  TT  ~  irU*  (3  -f  a)  -h  1440 s'  (i  -f-  acotVO ' 

Si  on  dispose  celte  ^quation  suivant  les  puissances  de  a,  elle  deTiendra 
ou  en  faisant  pour  abr^ger.    ~  —  n. 
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or=3i5n  — ai  $  ^  4- (4  — 15  coi*0')  n? flt  4.^  i -f.  12  (6 -^ 7  co»*  pO  w  ^a*. 
Si  oft  donno  li  ooite  &)iuitio&  la  forme  a  z=  a^  —  A  oe  4-  B,    on  aura 

_»«^^4-(4  — i5coa*p)7i 


A=- 


1  4  i^  (6  —  7  cos^  p )  /» 
5i5  n 


En  prenant  poor  bate  la  mesnrr  qni  donne 

/zz  57074  toises  et  /=44^967  lignesrro,5i  toises  sous  la  latitude  p'rr48*5o^, 

la  dur^e  d^uno  rotation  de  la  terre  itant  /  =  ^6i648ec.  ($.  i35.),  on  trouvera 

n  :=:  0)Oooo5a343i6,    dono  Arr  '990979741    ^'~  0,0164574^23,   et 
«  =  X^rrO| 0086888;    co  qui  donno  raplatissement  de  la  terre 

-^=yfi  4-X*)  — i  =  o^o4335=jj^, 

pricis^ment  commo   par  b  m^thode  prjcjdente  ($.  t36.}.    Ce  r^suttat  H* 
pond  en  ateio  t§m$  do  lo  metnro  doi  degiis  ot  do  la  longuonr  du  jiendnlot 


t  V 


*    • 


LIVRE    V. 


J>ES  PERTURBATIONS  DES  CORPS  CtLESirtSi 


CHAPITRE      I. 


Introductio    n. 


$•  149.  JLJes  hypoihbsea  dmvent  6tre  fond^es  sur  m  certarn  nembr» 
tPexp^riences  ou  de  faitSi  qu'on  peut  regarder  comme  les  donn^  d'un  pro» 
blbme  dont  rhypothbse  donne  la  soluHon.  Ainsi  chaque  hypothbe  eat  ).uste^ 
en  tant  qu^elle  satisfait  aux  exp^riences,  sur  lesqueiles  elle  est  fbnd^e^  et  elle 
Me  peut  induire  en  erreur,  que  dans  le  cas  oii  elle  est  appliqu^e  k  d'autrea 
expdriences.  Mais  comme  son  utilit6  est  proportionnelle  au  nombre  des  ph^ 
nomfenes  qu^on  peut  expliquer  ou  calculer  par  son  moyen,  il  est  naturel  de 
lui  donner  ia  plus  grande  ^tendue  possible,  en  Ta^ustant  successivemcnt  k 
d^autres  observations ;  et  cette  op^ation  servira  ii  ditermlner  le  vrai  sens 
d^une  hypoth^se,  et  i^  estimer  sa  valeur  par  le  nombre  plus  ou  moias  g^nd 
des  observatious,  auxquelles  elle  pourra  6tre  appliqu^e.  Cette  op^ration  condaira 
souvent  ii  des  observations  qui  d^abord  paraissent  renverser  entikrement  Thy* 
poth^sci  parce  qu'on  ne  Favait  pas  eomprise  par&itementy  ou  qu^on  ne  savait 
pas  Fappliquer  duement;  mais  les  m£mes  observations  serviront  k  aprofondir 
le  viritable  esprit  de  rhypoth^e,  ct  i^  apprendre  la  mani^re  dont  U  faut  Tap-^ 
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pliqner.  II  est  arrivj  plus  d^une  fois  en  astronomie,  que  let  observations  qui 
avaient  cTaborci  fourni  mati^re  it  dea  objections,  se  trouvferent  k  la  fin  si  contbr* 
mes  k  llijpoth^se,  qu^elles  en  donn^rent  de  nouvelles  preuves.  On  se  rapel* 
lera  ict  les  ph^nomfenes  du  mouvement  de  la  lerre. 

Tetle  a  M  forigine  de  la  plupart  des  hypothfcses  astronomiques ;  et 
fesprit  hnmain  n^aurait  &itaucane  ddcouverte,  s'il  avait  dA  d^abord  tenir  compto 
de  toutes  les  exp^riences,  qoe  rhypothfese  devait  expliquer  un  jour.  U  vient 
de  l^,  que  dps  d^couvertes  et  des  hypolh^ses  qui  supportent  les  ^preuves 
les  plus  rigoureuses,  sont  extrfemement  rares,  et  qu^elles  ne  doivent  leur 
existence  qu'k  Tesprit  philosophique  qui  ne  perd  jamais  de  vue  la  grande 
et  simple  marche  de  ia  naturei  sans  se  laisser  ^arer  par  tes  petites  ano« 
malies  qui  environnent  robjet  principal  comme  un  brouillard.  Peut*6tre 
Newton  n^cAt  jamais  dicouvert  la  grande  loi  d'attraction ,  s^il  e&t  d^abord 
eherchd  une  hypoth^e  qui  satisftt  au  d^tait  le  plus  minutieux  des  observa* 
fions,  ou  qu'il  se  f&t  proposi  la  solution  du  probl^me,  renfermant  les  orbites 
compliqu6es  des  planfetes,  avec  toutes  leurs  anomalies  et  perturbations.  Ea 
fiiisant  d^abord  abstraction  de  ces  anomalieSi  et  ne  consid^rant  que  le  mouve* 
ment  elliptique,  il  simplifia  le  problfeme;  et  la  simplification  ouvre  la  carribro 
des  d^couvertes.  Le  monvement  eliiptique  des  plan^tes  le  conduisit  k  la  di- 
couverte  de  la  force  attractrice  du  soleil,  les  ellipses  des  satellites  indiqu&rent 
Pattraction  des  planfetes;  et  ta  combinaison  et  rapplication  de  toutes  ces  for- 
ces  dans  leur  plus  grande  ^tendue,  servirent  k  expliquer  le  d^placement  et 
les  perturbations  des  orbites  de  la  lune  et  des  planfeteSi  ou  leurs  jcarts  de 
Tellipse.  Cest  ainsi  que  les  perturbations ,  et  les  ^carts  des  lois  de  Kepleri 
qui  semblaient  Atre  contraires  a  la  loi  i!aitracUon  du  soleil,  fournirent  la  plus 
forte  preuve  de  la  grapiiation  universeUe. 

$.  i5o.  On  a  vu  dans  le  Ui^re  II,  que  chaque  plan^e  djcrirait  autouc 
du  soleil,  et  chaque  satcllite  autour  de  la  planfete  principale,  une  ellipse  sui« 
vant  les  lois  de  Kepler,  s'il  n'^tait  soilicit^  que  par  des  forces,  dirig^  vers 
son  corps  central ,  et  r^ciproques  au  carr^  des  distances.  Mais  dhs  que  la 
plankte  iprouve  d^autres  forees,  qui  changent  la  direct.on  ou  la  loi  de  \m 
crce  oentrale^  le  mouvement  elliptique  doit  a^cessairement  6tre  d^iangi:  et 
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res  ^rli  des  loii  de  Kepleri  qni  io&t  oiie  iuile  n^ceiiiure  do  ratfraotiom 
tnuluella  dee  plaaktei,  ieront  le  iujet  du  tiiff  pr^eent  Newton  expoia  lei 
principei  g^n^raux  de  eette  applicalion  de  ia  tli^oriei  prinoipalemeat  k  la 
lune;  maii  la  iolution  du  problkme  en  djtaili  et  le  calcol  compiet  dea  per« 
turbatipni,  ont  M  r^rv^i  k  la  dernikre  moitii  da  dix-buitikma  aifccle.  Lee 
ptua  granda  g^omblrei  de  cetle  rfpoque  iont  parvenua,  par  ranaljrie»  k  diter^ 
miner  lei  perturbationi  mutuellei  dei  corpi  d«  ijilkme  iolairet  avec  ime  pri* 
ciiion  qui,  k  l'^rd  de  la  thiorie,  latiie  pea  k  diiiren  Lei  formulei  qoe 
ranalyie  a  ^ournieii  iont  compoi^ei  de  divere  termei,  proportionneb  anz  «« 
nui  de  certaini  anglei,  ou  k  cei  anglei  mftmei.  Lee  fermei  de  la  premitee 
claiie  ont|  iuivant  la  nature  dei  lignei  Irigonomfclriquei,  dei  pjriodee,  daoi 
Iciquellei  ili  parviennenl  k  leur  plui  grande  et  plna  pelite  Falenr,  et  deviea* 
nent  nuk,  poor  commencer  d^recbef  k  croltre,  iani  cependant  fraiichir  nae 
certaine  limite,  eniorte  quUIi  ne  peuvent  januii  iVxumuler^  et  qu^ao  boot 
de  millieri  d^annto  ili  ne  ieront  paa  plui  couiidirablei  qu*aujoordliai«  Lear 
dfoouverte  iuppoiant  donc  dei  obienrationi  trki<^xactei,  elle  ne  pouTait  Atre  qoe 
Fouvrage  de  raitronomie  moderne,  k  moini  que  cei  irr^ularil^  ne  aoient 
fort  coniid^rablei ,  comme  cellea  de  la  lune,  qui  ^laient  bien  connoei  dei 
ancieoi.  Lei  autree  lermea,  qui  ne  iont  pai  proporlionneli  auz  iinuii  maii 
auz  arci,  ou  au  temi  dani  lequel  cei  arci  iont  d^criti,  n^ont  point  de  p^riodCt 
et  i^accumulent  iani  ceiie.  Dana  dei  obiervationi,  ^loign^ee  d^un  petit  nombre 
danniei,  cei  perlurbatione  progreiiivei  ae  confondent  avec  cellei  qoi  ioat 
p^riodiquei,  maii  k  la  longue  ellei  i'en  d^lachent  de  plui  en  plui,  et  finii* 
ient  par  ie  diitinguer  tellement  quUl  eit  impoiiible  de  prendre  lee  unea  poor 
lei  autrei.  A  rinilar  du  moyen  mouvement,  ellea  ieront  ditermin^  par  la 
comparaiion  d^obiervationi  fort  ^loign6ei,  quoique  moini  exactee*  Tel  eit 
particulierement  le  mouvement  dee  apiidei  el  dei  noeudi  de  toutei  lee  pla« 
nfetei,  qui  monte  k  plui  d^un  degrj  en  cent  ana.  Lea  obiervationa  de  pluii» 
euri  iibclei  indiqueront  donC|  ii  le  changement  de  la  longitude  dee  aphjlici 
et  dei  noeudi  eet  conforme  k  la  r^trogradation  dea  pointi  ^quinoaiauJLy  oo  ii 
lei  apiidei  et  lei  ipoeudi  ont  un  mouvement  propre.  Lei  obiervationa  ioffi* 
ront  donc^    pour  d^lerminer  ezactement  cea  perturbationi  progreiaiTcai  et  b 
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ttjorie  n^a  qu*k  Ifs  eipliquer;  elles  sont  Gependant  d'un  grand  usage,  mdme 
ponr  les  perturbations  p^riodiques,  parce  qu'tonl  faoiles  k  observeri  eltes  ser» 
iiront  k  d^lerminer  les  coefficiens  coBstans,  les  masses,  etc- 

Mais  si  les  coefficiens  sont  donnds  de  celte  manifcre  par  obsenration, 
IsLjbrme  des  ^quations  qui  renferment  les  perturbations  p^riodiques,  ne  pour* 
ra  ^tre  d^teiminiie  que  par  la  tb^orie;  et  cette  forme  est,  dans  le  cas  m£me 
oo  les  coefficiens  sont  inconnus,  tr^-importante  poor  la  d^lermination  empi" 
rique  des  perturbations.  En  nooa  faisant  connaitre  lea  argumens  dont  elies  dd* 
pendent,  elle  donne  une  r^le,  suivant  laquelle  les  observations  doivent  £tre 
dirig^s;  elle  noua  apprend  la  piriode  de  cbaque  in^litd,  el  par  oonsdquenl 
r^poque  et  la  siluation,  dans  laquelle  elle  est  la  plua  grande  et  ia  plus  lacile 
k  observeri  elle  fournit  le  mojren  de  s^parer  une  perturbation  de  rautre,  et 
de  les  diterminer  s^par^ment  par  observation. 

$.  i5i.  Les  in^alit^s  progressives,  ou  proportionnelles  aux  arcs  et 
au  tems,  sont  ordinairement  si  petites,  qu'elles  ne  deviennent  sensibies  qQ'a« 
bout  d*un  ou  de  plusieurs  siteles:  d'oiii  il  vienl  qu^on  indique  leur  valenr 
pour  cent  ens,  et  qu*0B  leur  donne  le  nom  iHquulions  sioulaires.  La  posttioft 
det  noeoda  et  det  apaides,  rezcentricitd  et  rinclinaison,  enfin  toos  les  iii^ 
mens  k  rexception  de  la  distance  moyennOy  ont  des  jquations  a^ciilairea. 
Cette  distance  mtmB^  le  gnuld  aze,  ou  ce  qui  revient  au  mdme,  le  moye* 
moQvement  ou  la  dur^  dTune  rivolution,  de  la  lum,  paratt  aossi  Atre  assi^ 
}<ti  k  des  Tariationsy  proporti<mnellce  a«  tems  (IL  $•  190.);  et  cette  in^ga^ 
liti  dn  moyen  mouvement  est  ee  qoe  les  astronomes  appellent  propremeat 
V4quaiion  siadairt.  Le  momrement  de  la  lone  ne  diffbre  paa  de  celui  des 
planMes»  et  est  soumis  auz  mtaMS  lois.  Une  jqualion  sAcolaire  de  la  lun# 
prouverait  donc  Tejiistence  d'une  in^galtt^  analogue  des  autres  planktes,  qui, 
en  s^accomulant  aans  cesse,  devrait  Atre  sensible  depuis  longtems,  susfaMit 
dans  les  orbitea  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dont  lea  actiona  mutueUeariaKMl 
les  plos  eonsid^rables.  £n  effet  les  observations  ont  paro  indiquer  une  ^qua» 
tioo  s^culaire  de  ces  deuz  planbtes;  mais  comme  le  moyen  mouvemenl  de 
Saturnet  qui  par  la  comparaison  des  observations  modernes  aveo  les  aooiennes^ 
^raissait  se  ralentiri   semblait  an  contraire  sacc^t^rery    pair  la  comparaisoa 
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des  observation*  moderaes  entre  elle*;  il  Jtait  ^vident,  que  ceja  ne  poKviit 
pa«  dipendre  d^une  6quation  rigoureu«ement  t^culaire,  mait  d^une  in<gaUti 
qui  lui  ressemblait  dans  Fetpace  de  quelquet  titelet.  Aprte  avojr  reconnm 
rinvariabilil^  du  moyen  mouvement  det  planbles,  il  fallait  douter  de  Tiqua- 
tion  s^culaire  de  la  lune,  d'autant  plus  que  let  recherches  det  plut  grandt 
g^om^tret  donnferent  le  r^tullat,  que  la  th^orie  de  ratlraction  n^admettait 
aucune  inigalit^  du  moyen  mouvement  Cela  fit  toup^onner  que  cet  ini- 
galit^  de  la  lune,  aussi  bien  que  de  Jupiter  et  de  SaturDe,  n^^taient  pat 
de  v^ritables  ^quationt  s^ulaires,  mais  des  ^quations  k  longuet  p6riodet| 
et  Ton  verra  par  la  suite ,  que  cette  con}ecture  a  ^t^  pleinement  confirmte 
par  les  d6couvertes  de  M.  le  Marquis  de  la  Place. 

$•  i5a.  Une  ^quation  s^culaire,  ou  Tacc^l^ration  du  moyen  mouve- 
ment,  et  par  cons^qucnt  la  dimiaution  de  la  dur^e  des  r^volutions,  ne  peut 
£tre  d^termin^e  que  par  trois  observations  fort  ^loign^es  Tune  de  Tautre.  Si 
Ton  divise  le  nombre  des  cercles  entiers,  des  degrds,  etc«  que  la  lune  a  par- 
courus  d^une  observation  h.  Fautre,  par  le  nombre  des  ans  ^coul^s,  on  ^ura 
le  moyen  mouvement  annuel  pendant  tout  cet  intervalle ,  si  la  lune  a  ea 
mtme  situation  dans  les  deux  observations ,  ensorte  que  k  difiiirence  entie 
le  lieu  moyen  et  le  lieu  vrai  ^tait  la  mSme,  ou  si  Ton  peut  calculer  cette 
difiiirence  par  la  th^orie  connue  de  la  lune.  Mais  il  faut  une  troiti^me  ob^ 
tervation  interm^diaire;  pour  juger  si  le  moyen  mouvement  a  iii  inTariable 
pendant  tout  ce  tems.  La  coroparaison  de  cette  observation  avec  la  premito 
et  avec  la  seconde  donnora  lc  moyen  mouvement  dans  la  premi^re  et  la  seconde 
portion  de  Fintervalle  entier,  d'oJ!i  il  est  aitd  de  voir,  si  le  moyen  mouve- 
ment  augmente  ou  diminue.  Dans  le  premier  cas  il  r^salte  une  correctioB 
a  du  moyen  mouvement  A,  h,  laquelle,  vu  qu'elle  ddpend  n^cettairement  du 
temt  t,  on  peut  donner  la  forme,  oL  —  at-^^bt^^-^-cfi^c^U  Mait  tous  les 
tecmet  de  la  forme  at  sont  d^jk  renferm^s  dans  le  moyen  mouvement,  CQn» 
clu  det  observations:  on  aura  donc  A  —  at,  a  —  bt^-{'Ct'^  hcet.  et  le  moyea 
mouvement  apparent  ~  K-\-  cl.  On  voit  par  \h, ,  que  rdqualion  siculaire  o, 
ou  plut6t  le  plus  considirabie  de  %e%  termes,  bi^,  est  proportionnel  au  carri 
du  temsy  dont  on  te  convaincra  cncore  plus  facilement  de  la  manifere  tuivaa» 
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te.  Quelle  que  soit  h  force  inconnue  qui  produit  Tacc^leration  Ae  la  lune, 
elle  doil  fetre  regardie  conr\me  conslanle  ,  parce  qu'autremenl  il  no  pourrait 
pas  en  risuller  une  verilahle  ^quuiion  s^culaire.  Elle  communicjuera  donc  a 
la  lune,  dans  chaque  inslant  di,  le  meme  degri  de  vilesse  Bv,  ensorle  qu'on 
aura  dv~ydi,  y  dtant  une  conslanle  quelconque.  On  tire  de  Ik  v  —  c-\-yi, 
e  itanl  la  vitesse  moyenne  au  commencement  de  Tepoque:  en  nommant  donc 
3  le  moyen  mouvement  dans  le  lems  /,  on  aura  dszzvdt—cdl-^-ytdi,  et 
s~ci'\'},yi'*,  ct  ^lant  le  mouvement  uniTorme  ou  moyen.  Son  acceleralion, 
ou  V6</uation  scculairc  }^yf'  est  donc  proporiionnelle  au  carrd  du  tcms, 

§.  i53.  Soit  y  — ?7  r^quation  s^culaire  pour  les  cent  premiers^ans 
iqprbs  r^poque,  et  X  le  moyen  mouvemcnt  de  la  lune  entre  deux  observations^ 

iloign^es  Tune  de  Tautre  de  /i  ahs:  cela  posi,    —  et  —  x  seront  les  mo* 

yens  mouremens,  annuel  et  s^culaire,  y  iStant  le  nombre  de  secondes,  dont 
le  moyen  mouvement  de  la  lune  est  plus  grand  que  x  dans  le  si^cle  suivant, 
et  moins  grand  dans  lesiecle  pr^c6Jent:  ainsi  dans  le  si^cle  suivant  le  moyen 
mouvement  corrig^  sera  x-\-y,  et  dans  m  si^cles  izrmx-j-m^j.  En  nommant 
donc  C  la  longttude  moyenne  au  commencement  de  T^poque,  on  aura  pour 
171  sifecles  aprds  Ttfpoque  la  longitude  moyenne  =C-f-ma;-f-m^y,  et  pour  m 
si^cles  want  T^poque  =  C  —  mx,  sans  T^quation  s^culaire.  Puisque  cette 
^quation  croit  avec  le  tems ,  et  par  cons^quent  ddcroit  pour  des  tems  ant^* 
rieurs,  le  moyen  mouvement  dans  les  m  si^cles  pr^c^dens  sl  il6  mx  — m^/, 
d*oit  il  vient  la  longitude  moyenne ,  m  cens  ans  avant  T^poque  =  C  — 
{mx  —  m^y)  —  C —mx-^m^jr,  ensorte  que  P^quation  s^culaire  m^y  est  ad- 
ditive  apr^s  et  avant  T^poque.  On  trouvera  imm^Jiatement  le  meme  resultat, 
en  prenant  m  n^gativement,  parce  que  m*zr( — m)*  est  positif. 

Maintenant,  ^tant  donnees  par  observation  trois  longitudes  moyennes, 
dont  la  troisieme  est  P^poque  C,  soient  fx,  v,  les  nombres  des  siecles  6cou« 
Ms,  et  M,  N,  les  moyens  mouvemens,  entre  la  premifere  et  la  troisi^me  ob« 
servation,  et  entre  la  seconde  et  la  troisifeme:  ccla  pps6  il  r^sultera  devx  va- 
leurs  du  moyen  niouvement  s^culaire,  dont  la  difR5rence  denend  de  riqualion 
s^culaire,  savoir  —  n:  a,  el  -  =z  a -)- p.  Ainsi  la  longifude  moyenne  a  iii 
lori  de  la  premifere  observation,  A=:C — M  =  C  —  fio,  et  lors  de  U  seconde, 
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B=C — NizrC — va — v(3.    Mais   on    a   aussi   A  =  C  —  v^^-^-p^^y   9t    Bzs: 
C  —  vjf-f-^V^  d'ou  Fon  lirera  a  =  jc  — ftjct  a-j-p^jr  —  vjr,  partuit 

y= -^   cta:  =  «-4-   iii-, 

Les  trois  observalions,  au  moyen  desquclles  on  a  d^termin^  Tiiqiiatio» 
s^cuTaire  de  la  lune,  sont:  I.  une  ^ciipse  de  lune^  observfe  k  Babylon  ^aa 
ans  avant  J.  C.y  IL  deux  ^clipses  de  soleil,  observ^es  par  les  Arabes  ea 
Egypte  dans  les  ans  9^7  et  9^8  apr^s  J.  C,  111«  les  observations  modemes^ 
par  ex.  une  ^ciipse  lunaire,  observ^e  h  Paris  en  1717.  Par  la  comparaisoa. 
des    observations   I  et  III ,    et   de  11  et  III,    Cassini  et  Lalandeont  concltt 

«  =  10-' 7^49' 52",    a-l- p=io^  7*52' 28^5;    donc    p  =  2'36^5.     Si    l'on 

>    1           1        '    tt                               17004-720         .              1700 — 976 
prend  pour  epoque  lan  1700,  onafjtzz-i^ '- —  =  24,2;  vm-^ ^rr7,2j 

il^oii  il  vient  T^quation  s^culaire  dans  le  17.  et  18.  sifecles,  y~ ^  zi:g'%2i 

et  le  moyen  mouvemenl  s^culaire  de  la  lune  dans  le  id.  sifecle,  xzza^iiy^ 
»o*7«  4/52'' 4. 3' 42",  64  =10*  7^  53' 35'';  ce  qui  ^ont  les  valeurs  adopt^et 
par  Mayer.  L'^quation  s^cuiairey =9^'  donne  pour  deux  mille  ans,  20.20.9":=  1% 
«e  qui  r^pond  k  Tan  3oe  avant  J.  C.  et  k  Tan  3700  apr^s  J.  C*  (Voy.  II.  $.  iQO.). 
$.  i54«  Aprfcs  s'£tre  assuri  que  T^quation  seculaire  ne  pouvait  pas  itre 
Vefiet  de  Tattraction  mutuelle  des  corps  c^lestes ,  on  en  chercha  d^autres 
ezplications^  et  on  pensa  d^abord  k  la  risistance  de  Pelher.  Si  les  corpa  c^lestes 
se  meuvent  dans  un  milieu  qu^on  appelle  Viiher,  ils  ^prouveront  une  n(sistan- 
ce  d^autani  plus  forte^  que  leur  mouvement  est  plus  rapide.  Celte  r&istancti 
ralentira  le  mouvement  suivant  la  tangentej  son  rapport  au  mouvement  veri 
le  centre  diminuera,  et  la  planite  approchera  du  corps  centraL  Son  orbite 
itant  ainsi  r^tr^cie^  la  dur^e  d'une  i^volution^  qui  d^pend  du  grand  axe  de 
rorbite  auivant  la  troisifeme  loi  de  Kepler»  deviendra  plus  courte,  d'oik 
r&ultera  une  ^quation  s^culaire  du  moyen  mouvement.  Mais  alors  riquati- 
on  siculaire  de  tous  lea  corps  c^lestes  devrait  ttre  positive,.  et  celle  de^  pla- 
nites  serait  plus  grande  que  celle  de  la  lune>  ce  qui  est  contraire  k  rexpdricnce 
Q.  i5i.).  Les  observalions  ayaai  prouvi,  que  le  moyen  meuvement  des  pla>« ' 
B^tesnVst  pointaiteii,  I^ewton  en  conclut  avec  raison^  que  lcs  plauetease  meo» 
veni  dans  un  espace  vide,  ou  dans  unmilieu  dout  la  i:<sistance  est  inienaiblt» 
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PaUqae  le  mouvement  plan^taire  luivant  les  lois  de  Kepler  supposo 
que  les  corps  c^Iestes  sont  des  sphbres  homog^nes,  ce  qui  k  la  rigueur  n^est 
pas  le  cas ,  il  importait  d*examiner ,  si  Vaplatissement  pouyait  produire  une 
^uation  proportionnelle  au  carr6  du  tems.  Les  recherches  des  plus  grands 
gtom^tres  ont  prouv6  le  contraire  (').  M.  de  Laplace  envisagea  cet  objet 
sous  un  nouyeau  point  de  yue  (*);  et  quoique  cette  recherche  ne  soit  plus 
d^aucun  usage,  depuis  que  le  m£me  savant  a  d^couvert,  que  les  ^quations 
a^culaires  de  la  lune,  de  Jupiter  et  de  Saturne,  ne  sont  qu^apparentes,  Thy- 
poth^se  sur  laquelle  elle  se  fonde,  est  si  ing^nieuse,  qu^il  ne  sera  pas  inutilo 
de  rejiposer  ici  succinctement ,  d^autant  plus  que  les  observations  pourront 
un  jour  n^cessiter  les  astronomes  k  reprendre  cette  hypothese.  La  th^orie  de 
Newton  suppose,  que  la  force  centrale  se  r6pand  dans  un  instant  jusqu^auz 
corps  les  plus  dloign^s,  ensorte  quelle  agisse  sur  les  corps  mus  de  mAme 
que  sur  ceux  qui  sont  en  repos^  et  il  faut  convenir  que  cette  hypoth^ei 
quelle  que  soit  sa  probabilitd,  n>st  pas  d^montr^e.  Quand  une  force  agit  sur 
les  corps  les  plus  ^loign^s,  ainsi  que  sur  tous  les  corps  interm6diaires  {actio  in 
distans),  il  est  naturel  de  supposer,  qu^elle  emploie  un  certain  tems,  quelque 
petit  quUI  soit,  pour  parcourir  cet  espace*  Cela  posi  la  plankte  sera  anim^o 
dans  chaque  instant  par  une  force  qui ,  k  Tinstar  de  La  lumibre  ,  quoique 
suivant  la  direction  contraire,  coule  vers  le  soleil  avec  une  rapidit^  immen« 
se;  et  la  r^sistance  de  ce  courant  produira  une  perturbation  du  mouvement 
elliptique,  semblable  k  Taberration  de  la  lumiire.  La  planfcte  frappant  ce 
courant  suivant  la  tangente  de  son  orbite,  avec  sa  propre  vitesse,  elle  ^prou- 
vera,  outre  la  pressiou  vers  le  soleil,  une  autre  impression,  oppos^e  k  son 
mouvement;  et  ces  deux  impulsions  seront  entre  elles,  comme  la  vJtesse  de 
la  force  centrale  ou  du  fluide  gravifique  est  k  celle  de  la  planfete. 

§.  i55.  Soit  {Fig.  38.)  C  le  soleil,  M  une  plankte  qui  dans  le  tedU 
a/  parcourt  Tarc  MNizids  ou  la  portion  de  la  tangente  MT,  et  qui  ren- 
contre  le  fluide  gravifique  qui  coule  suivant  MC  avec  la  vitesse  ^;    faisons 


(1)  Vojr.    V^hmbtri,    Opust*    Math.  Tom.  F.  VI.    et  Lagrang^ ,    Sur  P^u.  sdc.  d§  la  iuM, 

iams  Us  Mdm,  tU  Math,  tt  d$  Phys.  pristntis  d  PAe.  Roj.  d§s  St.  Ann.  I77J. 
(a)  ai^.  i§  Math.  €t  4§  Fhjrs,  H&,  jinm.  Z776,  ptig.  173.  m>. 
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sur  la  prolongation  deTM»  Mm=MT=rd5.  Cela  pos^  la  plan&le  ierm 
anim^e    par  tleux  ibrces   MC^  Mm,    qui   seront    entre   elles   comme   ies  vi« 

tesscs    d  et— .    Soit  mft  un  arc  de  cercle  d^crit  du  centre  C,  ACM  =  d). 

C 

CM  — r,    enserle  que  mii  —  rd^p,   Miizndr:   la  force  MC  itanl  =--r,  la 

re^isiancc  M/w  sera   n: --r -.    En   d^composant  celte  derniere  suivant   MC 

et  la  (lireclion  perpenilicuUiie,  on  aura  les  ibrces  Mjuin:  — r — -—  et  jyLi7i  = 
C  d(b  .  .       ,  ^   M  f 

— -:  d'ou  il  viendra   la  force  enliere,  dirigoe  vera  le  centre» 

Aynnt  men^  MP  perpendiculaire  a  CA,  M/t  parallble  et  ^gale  k  mjui,  nv 
perpendiculaire  k  MP,  nommant  CPi=.t,  PM=/^  et  decomposant  lea  deiiK 
forces  suivant  x  et  y,  M  C  donnera  les   forcea 

MP  =  ^(.  +  ^,),        PC  =  £^(.  +  A^). 
et  jii/ra  ou  Mn  donnera 

..  Cd$cos(t)  C  ^  $  sin  (p 

rd  c>f       *  r  ^^r 

La  plan^te  est  donc  sollicit^e  par  les  forces 

•u.vaat  PC,  X=  -,  (coscp  +  --^ ^^j, 

.  •«  n     V  C    /  .      ^    »     ^  r  sin  A     ,     r  d  $  cos  (ft\ 

.u.vanl  M  P,  Y  =  -  (s.n  $  +  _-^  +  —^77-^]; 

d*ou  Ton  tirera  les  ^quations  ($.   17.  n.  4*^^ 

dBj  cos(p  —  ddxsin  ^zz  —  a^d/*  (Y  cos  ^  —  Xiin(p)^ 
ddjain  (p-f-^^^cos$  =  —  ngdi^  (Y  sin  (p  +  Xcoa(P)j 

et  en  substituant  les  valeurs  de  Bdx,  ddjr  ($.   19), 

I.  2ar3(l:  +  raa<p  =  — ^d/acp,  II.  ^dr— rd$*=— ^  a/*(i  +  ^J. 

Ces   equalions  donneront   cellea  du  mouvement  elliplique^   III,  iV,  ($.  i^), 
si   on  suppose  la  vitesse  d  infinie» 

£q  multipliant  L  par  r,  el  int^grant^  on  aura 

i^d(p  =  Aa/— a^Cd//^. 

Quoiqu^il  soit  probable  que  9  est  fonclion  de  la  diitance  r,  il  est  pennis  de 
regarder  d  comme  constant  par  rapport  aux  petites  variationa  de  U  diitaace 
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de  chaqne  pUn^te  dans  son  oihife,    k  catise  de  rextr^me  petiteue  de  TiQti* 
grale  /  -y- ;  oa  aura  donc  /  -^       ^ ,  ce  qui  donnera 

V  9  9 

St  ToB  prend  lea  rarr^s»   et  qu^on  n^glige -^,  il  viendra 

B 

y^**  _  A»  _  4g  AC(p  ^ 
ar*         r*  r'tf        * 

at  qui  jtant  aubstitui  dans  l'<qualioii  II,  donnere 


Iff      ^— ^^^        A«    ,    4gAC;p  ^    SfC 


^ 


en  A^Iigeant  ie  terme  inaenfible       ^ 

St  Ton  (ait  ^  =  /i/-f-oif,  r  =  ii(i-|-«"\  '^^  •«^*  ^^  moyen  mooTt-^ 
meAt,  a  la  distanre  moyenne,  el  a .;,  au,  aeroot  de  trks-petita  nombres.  Eo 
Bommant    T   la  dui^e   d^une  r^volution,   oo  aura  /iT=Z2ir,  et  ($    ^9.)  't  rr 

A.    T  A  •      • 

— ^-,   en  faisant  abslractioo  de  reAcentricil^:    d^ou  il  vieot  ii  =  -r.     Aiosi 
lee  iquatiou  pricideotea  aeroot  k  Irfc&^eo  prka» 

•        st  a»  ^  '    '        a»  I    ' 

•    ozz  — 5- 'I  — 6au)'^  1 — h— -:  (« — *«wu 

OD  to  aobatiioaot  ^^  =  2^  (S-  ^8)» 

L  0= -7^ +  «iio-l ,  Ii    o— — 2-+"  «+ • 

H  eat  aisi  de  Toir  qoe  not/^rale  de  T^quatioo  IL  doit  avoir  la  foroie 

iirziDcos  p/+*  +E^ 
dToA  il  foify  k  caoae  de  rzm  (i  4-^'';»  que  aD  est  rezcenfricit^  elltpfiqoe^ 
el  p  /  -^  ^  Faoomalie:  00  aora  dooc  ^  r=  o,  si  Poo  preod  poor  ^poqoe  le  pae* 
asfe  par  raphelie.     Ainai,  en  d^aigoant  par  y  rexcentririf^,  il  ▼ieodfn 


a  =  —  coa  p/  +  E/,  ce  qui  doone  — ^  n: pr  cee  fii,    et 

1L  o  =  ^l=^1fcee^/-i-n^l(c+  Tt)'  '^  ^^  conclof» 
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P  —  n,  E  = ,  donc  wzz—  coi  n/ —  t, 

M  qui  ^tant  substitu^  dans  r^quation  I,  donnera 

d^zz:  — --  tdt d^cosnr^  partant  f  = /* oi«rf*. 

On  a  donc 

r  =  a  ^i^-^cospr  — i~/ V  et  $  =n/— a'V«inn/4.  ?~^ /•; 

nt  ^Unt  le  moyen  mouvement ,    aysin  nt  le  premier  terme  de  Tiquation  da 

centre,  et  — —  t^  T^quation  s^culaire,  proportionnelle  au  carr^  fin  temt.    Oi 

▼oit   donci    que   cette  hypothfese   expliqae   parfaitement   T^quation   iiculaire 

«n  g6n^raL 

Cela  iuppos^^    T^quation  s^culaire  de  la  lune  ^tant  connue,  elle  pent 

servir  h  d^terminer  la  yitesse  i  du  fluide  gravifique.    Si  on  nomme  i  le  nom- 

bre  des  mois  ^coul^s  pendant  le  tems  t,  on  a  nt—^fzi,  et  F^quation  siculaire 

que  nous  venons  de  trouver ,    est  ^  zz Le  nombre  i  est  dans  une 

.  365j.  6h.  gm.       .    ,  . ^     *  626969        „   ^     „ 

annee  =  — .     ,    , , —  ,  et  dana  aooo ans,  1  :=z  aooo  .  — ^ £ ,    d ou   lon  con- 

;S7j.  70.43  m.  39345 

I          r^        .•           II-                                         -        6  n « TT* .  (2000)*  (626§69)«       ^ 
clura    requation    seculaire  pour  aooo  ans,   ^zr  ^  \a%\^a '    ^ 

k  m6me  tftant  suivant  Mayer  =:  1®  ($.  i53.),  il  viendra 

6n  ,  /6a6.969\« 

9—  —  TT^fl. 4000000  l-r~ri"r)  • 
|0  *  \ 39343/ • 

Mais  ii:=:3a^^,  94  '^  l'on  exprime  le  tems  /  en  minutes,  et  a  =  o,ooa5i38.e, 
i  ^tant  la  distance  de  la  terre  au  soleii;  d^oii  il  vient  -^  =  -*r^ —  z=:o,  o549l 
«t  pour  une  minutei 

tz^nx^ .  549  . 1,  oo55a  (-r-^'^)  •  *  —  ^?'?^^  •  *• 

Le  fluide  gravifique  parcourrait  donc  en  une  minute  k  peu  pr^s  un  million 
de  demi-diamibtree  de  Forbe  terrestre;  et  sa  vitesse  serait  8000000  fois  plus 
grande  que  celle  de  la  lumiiro ,  qui  emploie  huit  minutes  ii  parcourir  unf 
ligne  ^gale  ^  la  distance  du  soleil. 

Si  on  veut  appliquer  cette  tli^orie  h  la  terrCi  on  a  pour  un  an,  iziii^ 
a  —  9,  %i  n~  a"^,  4^4$  partanl  T^quation  s^culaire  pour  aooo  ans , 

^  =  — -—  ^oooQQO  z=i  599",  4  =  10'. 
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Paisqae  les  ^qaations  s^culaires  de  diflMrentet  planktes,  ( ir ^ 

9 

eont  comme  nai^,  ou  comme  n^a,  etsuivant  la  troisi^me  loi  deKepler,  com- 
me  V  -^ ,  on  trouvera  les  ^quations  s^culaires  pour  aooo  ans  ,  de  Mercure 
^S^^So^  de  V6nas  :=z3S\  celles  des  aulres  planMes  ^tant  insensihles. 

On  verra  facilement,  que  cette  bypoth^se  ne  suppose  pas  n^cessaire- 
ment  un  fluide  graviBque,  mais  qu^elle  se  r^duit  k  ce  qui  suit.  Z^a  pesantear 
poussant  tous  les  corps  vers  le  soleil ,  et  leur  imprimant  une  acc^t^ration, 
il  faut  lui  attribuer  aussi  une  certaine  vitesse,  qui  doit  6tre  bien  distinguie 
4e  celle  qu'elle  imprime  aux  corps,  attenda  qu'en  vertu  de  la  r^action  elie 
ne  peut  agir  iur  les  corps  qu^en  tant  que  cea  derniera  lut  r^aistent,  ou  qu^ils 
ont  une  vitesse,  difiSirente  de  ta  sienne.  Chaque  corps  sera  done  ioumis  h 
la  pesanteur,  pourvu  qu'il  n'ait  di]k  la  mftme  vttesse  vers  le  soleil;  et  pour 
que  Taltraction  du  soleil  n^edt  aucun  effet  sur  lei  planktet,  il  faudrait  qu^au 
commencement  de  leur  existence,  une  vitesse  vers  le  soleil^  huit  miilions  de 
fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumi^e,  leur  eAt  ^t^  imprim^e, 

On  aura  remarqu6  que  cette  hypothfese  n^expUque  point  les  ^qualions 
s^culaires  de  Jupiter  et  de  Satume»  >dont  Fune  eat  positive,  Tautre  n^gattve^ 
et  Ton  verra  par  la  iuite,  qu^une  v^ritable  ^uation  s^eulaire  B'existe  poiat 
dani  le  sjst^me  solaire. 

$.  i56.  Si  on  suppose  la  th^orie  de  rattraction,  d^couverte  par  Newton, 
ks  principes  de  la  Dynamique  ($.  17.)  fourniriJnt  les  ^quations  difiih^ntielles 
du  second  ordre,  qui  renterment  en  mfme  temi  ie  moiivement  elliptique  et 
les  perturbations.  La  premiere  int^ration  ii'est  pas  dtflicile:  elle  donne  dea 
|{quations  difiirentiellea  du  premier  ordre,  qai  renferment  les  variations  de 
tous  les  ^l^mens.  Mais  ia  seconde  int^gration,  qui  donne  pour  chaque  in- 
slanty  ta  longitude  et  les  aotres  ^l^ens,  a  ^l^  e$5Siy6e  inuli4ement  par  lea" 
plui  grands  g^om^trea  det  tems  modernes,  qui  ont  traiii  ce  probleme  de  dit 
fifrentes  maniires;  et  t'on  a  reconnu,  que  Tint^grale  exacte,  quend  mlme  elle 
Be  serait  paa  impossible  dans  T^tat  actuel  de  1'analjse ,  serart  tellement  cOm» 
pliqu^e  que,  pour  lut  donner  une  forme  favorable  pour  le  caleul,  il  faudrah 
la  d^velopper  en  s^rre.  Ainsi  la  seule  m^tbode,  qui  soit  en  notre  pouvoir, 
est  use  approximaiion  qui  conaiate  k  rejetter  les  quantU^iqui  soat  tres-pelitet 
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pac  rapport  aux  autres,  et  ii  reprjsenler  rinl^grale  parune  s^rie,  doat  la  (»\ 
me  est  iadiqu^e  par  celle  des  ^quations  diiTiirentielles,  et  dont  les 
seront  d^lermin^s,  en  comparant  la  diflfiirentieUe  de  Tint^grale  suppOite 
difTiirpntielles  donn^es.  La  solution  du  probl^me  se  r^duit  donc  k  expriiiier| 
Tint^grale  par  une  s6rie  convergente;  ce  qui  suppose  n^cessairement|  que  k 
masse  ou  la  distance,  ea  un  mot,  que  raltraction  d^un  corps  est  inconsid^nh 
ble  par  rapport  k  celle  de  Tautre)  le  dernier  corps  ^tant  appel^  le  corp^  eephl 
iral,  et  le  premier  le  corps  perturbaieur,  DdDS  un  parcil  cas  Torbite  troublfc 
s^ecartera  fort  peu  des  lois  de  Kepler,  et  Ton  pourra  la  regarder  comme  une 
ellipse  variable^  assuj^lie  k  ces  lois,  ainsi  que  Ta  prouv^  Lagrange  (')•  Si  Tor- 
bite  troublee  s^eloignait  beaucoup  de  rellipsey  si  par  ex.  la  lune  dtait  quatre 
fois  plus  ^loign^e  de  la  terre,  le  soleil  pourrait  6tre  regard^  comme  son 
corps  central,  aussi  bien  que  la  terre;  et  le  calcul  de  son  orbite  surpasserait 
nos  forces.  Heureusement  le  syslfeme  solaire  est  tellement  arrang^,  quW  peut 
prendre  le  mouvement  elliptique  pour  base  de  chaque  orbite  troubl^e.  En 
concevant  un  corps  A  qui  d^crit  autour  du  so^eil,  suivant  les  lois  de  Kepler, 
une  ellipse  dont  les  6l6mens  varient  par  des  nuances  insensibles,  et  supposaot 
que  la  plan^e  B  est  le  satellite  du  corps  A,  en  d^crivant  autour  de  lut  on 
petit  ^picycle^  le  mouvement  du  mobile  A  repr^sentera  Torbite  primitive,  ai* 
t^i^e  per  les  in^galil^s  s^.culaires ,  tandis  que  le  mouvement  dans  r^picyclc 
pr^sentera  les  in^galil^s  periodiques. 

Suivant  cette  m^tkode  on  n^glige  une  infinit^  de  termes  qui  eont  cen- 
$6$  Alre  inconsiil^iables  par  rapport  k  ceux  qui  sont  conserv^s:  c^est  donc  b 
partie  la  plus  importante  et  la  plus  difficile  de  ce  calcul,  de  d^terminer  d'«- 
vance  les  termes  qui  sont  ass6s  petils  ,  pour  pouvoir  fttre  n^glig^s  sans  er- 
reur  sensible,  et  dWdonuer  la  s^rie  de  maniere  qu'elle  commence  par  lei 
terraes  les  plus  considerables.  Cette  ddtermiuation  demande  beaucoup  de 
precaution,  parce  qu^il  arrive  souvent  que  des  termes,  dont  les  difTdrentiel- 
les  ont  dc  trfes-petits  coeRiciens,  se  trouvent  aprbs  Tint^gration  multipliji 
par  i\e%  facteurs  consiJ^rables.  Le  mouvenicnt  des  apsides  de  la  lune  en  eit 
une  preuve  remarquable.     Ayant  nt^Klig^  l«*s  termes   (|ui,     tlans    les   iquationi 

(I)  Jlf#//i.  d$  VAcad.  dt  Biriin,  1781. 
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di£BireBitieUoi ,   •emblaienl  £tre  inconsid^rables ,    on  ne  tronva  iqae  la  xnoitiA 
de  ee  que  les  observationi  avaient  indiqu^;  nuis  en  tenant  compte  dea  ter» 
mes  n^gUg^f  le  calcul  se  trouva  parfaitement  conforme  aux  observations ;  cd 
qui  confirnia  la  th^orie  de  Newton  d^une  mani^re  frappante.     Cette  thiioriet 
suivant  laquelle  chaque  corps  c61este  attire  tous  les  autres  en  raison  directe 
de  sa  masse,  et  inverse  du  carr6  des  dislances,  foumit  les  premi^res  ^uati* 
otk$  difTiirentieUes»  dont  Tint^gration  conduit  k  la  solution  du  probl^me.  Pouc 
les  int^grer,  ou  plut6t  pour  d^velopper  les  quaintttds  variables  en  des  foncCi« 
ons  d'une  forme  &yorable  pour  le  calculy  on  se  sert  de  Fautre  suppositioni  quo 
les  perturbations  soat  inconsid^rables  par  rapport  k  la  for6e  centralei  ot  qu^ 
par  cons^quent  la  v6ritable  orbitOi  malgri  les  perturbations  qu^elle  ipronve, 
peut  6tre  regard^e  comme  nne  ellipse,   dont   la  position  et  les  dimensione 
ne  sont  plus  constantesi    attendu  que  leurs  vartations  donnent  les  perturbft* 
tions;  ensorte  que  c^est  proprement  un  problfcme  du  calcui  des  pariaUons,    On 
peut  se  permettre  encore  une  supposition,  savoir  que  le  corps  perturbateu 
suit  exactement  les  lois  de  Kepler,  parce  que  les  perturbations  qu'il  iprouvet 
n^influent  sur  le  corps  troubl^  qu^en  changeant  d^une  manifcre  insensible  l4 
oonfiguration  des  deux  corpS|  ou  les  argumens  des  in^lit^s;  il  y  a  c^eop 
dant  des  casi  principalement  dans  la  thtorie  de  Jupiter  et  de  Satumei  oii  il 
faut  en  tenir  compte.    Ainsii   les  deuz  corps  toumant  autotur  d^un  commoa 
corps  central,  celui-ci  sera  pris  pour  centre,  et  Uorbite  du  corps  perturbateini 
sera  le    plan   invariable  ,    par   rapporl    auquel    le  mouvement   troubli    sera 
d^termin^. 

Les  constantes  arbitraires  qui  sont  introduites  par  chaque  int^gralion, 
sont  les  61jmens  des  ellipses  planaiaiies* «  Ce.  aont  les  donn^es  qui  ne  peu* 
vent  pas  dtre  ddtermin^es  par  la  th^orie,  mais  par  les  observations  seules: 
elles  n^ont  aucune  influence  sur  les  ^quations  difKrentielles,  ou  sur  les  loia 
g^n^rales  du  mouvemeat,  mais  seulement  sur  les  modifications  arbitraires  dea 
orbites  elliptiques  qui,  pour  chaque  plan^te  qui  se  meut  suivant  les  lois  de 
Keplery  peuvent  varier  k  Finfini.  II  y  a  six  constantes  arbitrairesi  ou  six 
dl^mens  de  chaque  orbifei  ind^pendans  les  uns  des  autres:  le  grand  axe  d^oik 
d^pend  le  mouvement  moyeUi    Fexcentricit^i   la  position  des  apsides,    celle 
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ies  noeiids,  rinclinaison ,  et  T^poque:  en  effet,  le  problhne  donnant  trob 
^quations  diffiSrentielles  du  second  ordre,  dont  chacune  doit  Atre  int^rte 
deux  fois,  ces  six  inl^grations  introduiront  six  constantes  arbitrairei*  Telles 
aont  lea  suppositions,  sur  lesquelles  se  fondera  i^analyse  suivante. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces  qui  agissent  sur  une  plan^te,  les 
perturbations  dues  h  Taction  de  chaque  corps  pourront  fttre  consid^rdes  s^ 
par^ment,  parce  qu^eiles  sont  ind^pendantes  les  unes  des  autres,  en  n'alt^ 
rant  que  les  argumens  des  in^galit^  d*une  manifere  insensible.  Ainsi  on  ■*& 
qu^k  consid^rer  trois  corps,  le  corps  central,  le  corps  perturbaieur,  et  le  corps 
iroubU;  ce  qui  a  donn^  le  nom  au  fameux  problhme  des  trois  corps,  qui  a  oo* 
cupd  les  plus  grands  g^omktres  depuis  Newton.  Les  diverses  m^thodes  qu^on 
m  imagin^es  pour  &ciliter  la  solution  de  ce  problfcme,  se  trouvent  dans  une 
feule  de  livres.  Les  sources  principales  sont  Z.  Euleri  Theoria  motus  bmae, 
1753,  et  Thearia  motuum  lunae,  177^«  ly^lembert,  Recherches  sur  Siffer.  poaUs 
4u  Syst.  du  Monde.  Part.  L  IL  IIL  et  Opusc.  Maih.  Tom.  V.  VI.  CUaraui, 
sur  la  thiorie  de  la  htne,  i^So;  et  les  m^moires  de  Lagrange  et  de  Zopiaee, 
dbns  les  M^moires  des  Acad^mies.  Nous  suivrons  particuii^rement  la  mAtkode, 
par  laquelle  M.  de  Laplace  a  enrichi  Vastronomie  des  d^couvertes  les  plos 
kbportantes ,  et  qu*on  troure  d^velopp^e  dans  sa  Th^orie  de  JiipUer  ei  de  &» 
tume  [Mim.de  Paris,  Ann.  1785  et  1786),  et  dans  la  Micanique  cHesie,  on- 
▼rage  qui  a  fait  6poque  dans  Fastronomie  physique. 


_• 
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CHAPITRE     II. 


L9  Prohlkme    des  trois  $orps. 

$.  167.  JLie  OMNiffae&l  det  plan^tes  «uivant  les  lois  de  Kepler  se 
fiiit  dans  un  plan  iavariablei  *el  il  est  tout  simple  de  prendre  ce  plan  de 
rorbite  pour  celui  des  coordonn^es:  ainsi  nous  n^avons  eu  besoin  que  de 
deuz  coordonn^es  dans  le  I.  e^le  II.  Livre.  Nous  allous  maintenant  consi- 
direr  les  actions  mutuelles  de  deuz  corps  qui  ne  se  meuvent  pas  dans  le 
mftme  plan,  dont  les  orbites  mftmes  ne  sont  pas  dans  un  pian  tnvariable: 
il  est  donc  n6cessaire  de  rapporter  le  mouvement  troubti  k  un  plan  fize 
^i  n^est  pas  celui  de  Torbite;  et  pour  cela  nous  aurons  besoin  de  trois 
eoordonnies,   pour  diterminer  le  lieu  de  la  planfcte  troubl6e. 

Soit  (Hg.  3g.)  S  le  corps  central,  SA  une  ligue  fixe  d^oii  Pon  compte 
les  longitudes,  ASY  un  plan  invariable  d^oii  se  comptent  les  latitudes,  Z  la 
planfete  troubl^e  par  Taction  de  la  planfcte  Z^;  abaissons  les  perpendiculaires 
ZY,  Z'Y^  sur  le  plan  ASY,  et  YX,  Y'X\  sur  U  droite  SA3  menons 
Yy,  Zz,  parallbles  k  SA  et  k  YY',  et  faisons 

SX  =  :r,    XY=jr,    YZ  =  *,   SX'^^',    X'Y'=/,    YH—J, 

les  rayons  vecteurs    SZ=r,    SZ'=/^ 
et  la  distance  entre  les  deux  plan^tes  ZZ'  =  ;• 
Cela  posj  on  aura 

$•  i58.  Comme  Tobjet  de  rastronomie  n^est  pas  le  mouvement  ahsolu 
des  planfctes  dans  Tespace,  mais  leur  mouvement  reib/i/*  autour  du  soleil,  il 
faut  appliquer  k  la  plankte  Z»  outre  les  foroes  qui  raninient,  encore  celles 

• 


(0 


•y 
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qui  sollicitent  le  soleil  S,  suivant  la  direction  contraire  ($•  5^).  En  d&ig- 
nant  donc  par  S,  Z,  Z\  les  masses  de  cea  corps,  et  par  C  la  force  acc^liSra- 
trice   du  corps  central  k  la   distance  =i  i ,    celte   force  k  la  diatance  r  sera 

C  A* 

R=  — ,  C  itant  =r  —  vj.  27.  (7)  (8)).     Nommons  aa,  ai,  e,  le  grand  aze, 

le  petit  axe,    et   le    parametre   de  Torbite   de  Z,   d|  faisoni  pour   abr^ger, 

B 

la  Gonstante  C  =  — ^  de  sorte  que 

cela  pos^  Taec^I^ration  —  ou  ~-  que  S  imprime  h  Z  suivant  ZS,  sera  ^gR^-^' 
Or  les  acc^l^rations  ^tant  en  raison  directe  des  masses  agissanteSi  et  en  rai'- 
son  inverse  du  carr6  des  distances,  racc^I6ration  de  Z  en  vertu   de  Faction 

Z'     B 

de  Z'  suivant  ZZ'  sera  -^  •  -r»    et  celles  de  S  en  vertu  des  actions  de  Z  et 

%  Z      B  Z^      B  ^ 

de  Z'  suivant  SZ  et  SZ\  seront  r  *  •  ^^  "^  'wi*  ^^  oi^  exprime  toutes  ies 
masses  par  celle  da  corps  central,  et  quon  tasse  ■—zi:m,  --  zizm',   la  plan^to 

•9  0 

Z  recevra  les  acc^l^rations 

?iSl^l  suivant  ZS,    ~  suivant  ZZ',  et  ~  parallMement  k  Z'S, 

U  premierc  6tant  due  k  la  force  centrale,  conform^ment  k  la  th^rie  de  Ir 
pesanteur  universelle  ($.  S^Ot  et  les  deux  autres  d^pendant  de  la  force  per- 
turbatrice*  Si  on  les  d^compose  suivant  les  directiont  det  coordonndes 
^j  J9  '/  1a  premifere  donneray  en  faisant  i  4-  m  =  ft,  let  accil^rationa 

ii^suivant  XS=— jf,    ^  suivant  YX=— r,    ?i^  suivant  ZY=— «; 

iil'  B  111,^  B 

la  seconde  donnera  —-  Zz  ei  ~r  ^"^  suivant  Zs  et  zZ\  ou  bien 

^  ^ •  auivant  -f-  jt^  '  "^ — «  sui van 1 4-  y,   ^ =  sm vant  -J-  «/ 

la  troisifeme  donnera 

suivunt  —  X,    —j\-  suivant  —  y,    ■— ri""  «^ivant  —  z. 

En  nommani  donc  X',  Y^,  Z\  les  acc^Mrations  des  forces  perturbatrices 
suivant  —  jp>  —  j^^  —  «#  on  aura 

^*'--^^=^B(^--^); 


'.4 
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et  les  aec^l^rAlions  de  U  pian^te  Z  suiirant  — x,  — y,  — t,  seront 

ic) ^4-x'=x.    i^  +  Y'=Y,    ii^-hZ'  =  z. 

Faisons  pour  abr^ger, 

(dR"^  ^tant  la  difKrentielle  d^  la  fonction  R,  si  on  ne  fait  Tarier  que  les  ^l^mens  dt 
la  plan^te  m,  ou  les  lettces  sans  trait:  cela  pos6  on  trouvera  par  la  diffiirentiationi 

(•> x'=b(^).  ^-b(^).  ^'■^"(^)- 

$.  iSg.  Si  Poa  substitue  les  valeurs   (c)  et  (e)  dani  T^quation  fonda« 
mentalei  fournie  par  la  dynamique  ($.  17.  n.  40»    il  viendra 


(; 


I.    o  =: 


"•  ^-B^  +  7r  +  (53r> 

d'Qi!i  Ton  tirera 

=Ki?)-(^"). 

,.           Jxa^s-^zdax         /^K\  /5KN 

("^ \ FTTi ='(5^>/-*(5^j^ 

—  2dd>         /^H\  /^K\ 

■575 — ='(57>/-^(^;- 

Si  on  inligre  ces  iquations,  en  faisant  pour  abr^ger, 

i'(^)-'(^)i"='^' 

81  Tiindni 
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d'ou  ron  tirera  r^quation 

(A)  •  • « •  •  o  =r  c"«  —  c^j  +  c«. 

En   subsliluant  (i)  r^  =  jc*-|-^4-«'#    r3m«dx-f-jr9jf  4"*'*/    ^l*"*  ^l 
diffiirentielles , 


r 

r>ax 

'     ^  r  =              r»            '     ^  r  - 

r^d% 

— z*T^r 

•n   aura 

.- 

r    ""                              r»                             • 

:^  >    X  («d^  — >d«)  -f  «(«djf  — >d-r) 

"^  r    — 

2^   «    x[xd%  —  %dx)  -^y  [y^%  —  ad^J 

• 

et  par  les  ^qnalions   (3), 
(4) dj=— ^(cjr+«/a)a/,  aj=p(c«— «/'*)3/,  9^=^{<fx+<ry)u 

Si  Ton  ^limine— ,    ^,    lit   ^  Taide  des  jquations  I,  II,  UI,   il  viendn 


+M-0?)+''©^'' 


^  X  c^^y-hef^dz 

«_      e^lx±^'ddy 


„l=_-£».«i^_B^.(|i)+.'(^)^a,. 

Int^grons  ce§  ^quations  par  parties,  et  faisons  pour  abr^ger, 

-BKf5)+^(f?)!"+'-^'^=»^. 

^  y^,  y^,  ^tant  des  fonctions  des  forces  pertnrbatrices  tnf,  qui  deyiennent 
constantes,  si  ces  forces  sonf  nulies,  parce  qu^alors  les  diflSrentielles  de  B| 
€,  d,  J', .  s'6vanoui8sent  (nT)  (/)•    Cela  posi  rint^gration  donnera 
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I 

m         €dy  •+  c^^«    ,    ^ 

"  7  =  — rt — ^  +'^' 

(5) <^  M  f  =  — 57 — •  +r. 

^  7=' Tt +-^  • 

En  ajoutant  ensemble  ees  trois  ^quations,  apr^s  les  avoir  muItipIi^M  re- 
•pectivement  par  x,  y,  z,  et  aubstituant  au  lieu  de  c,  d,  J',  leurs  valeuri 
(3),    on  trouvera  \ 

La  somme  des  ^quations  I,  II,  III,  multipli^es  respectivement  par*  9x,  dy, 
dz,  donnera,    k  cause  de  xdx  -f-ydy-^-  zdz  —  rdr, 

dont  rint^grale  est 

o= j~ ^  ■+"a/(aR)4-const, 

Dans  Torbite  non  troubMe  T^i^ment  de  IVc  elliptique  d^  eBt—V^dx^-^dy^-^dz^^ 
et  r^quation  pr^cidente  devient ,  o  =  ^— ^ 1-  const.    Mais  la  vitesse 

v=r-^  est   donnje  par  IMquation,    v*=ag/*{—  —  -^)  (§.  33.  (i)),  ^gf^ 

^tant  —  (§.  3a.  (3))  =  Bjx,  k  cause  du  mouvement  relatif,  d^oif  Pon  tirera 

^'  =  JT5  =jABr j;    ce    qui  6tant   substitu6   dans    T^uation    ozz. 

d  s'  9  14  JX 

— -rr h  const.  donnera,  const.  ==  — .    Ainsi  on  a 

Si  Von  ajoute  cette  ^quation  aux  ^quations   I,  11,  III,  multipli^es  respecti* 
vement  par  x,  y,  z,  \\  viendra 

o_ 5yj5 ^ ^  4-  ^  ^.  (R)  4-  a/(3RJ. 

dB  r' 

Le  premier  terme  est      '     ;    ainsi  cette  ^quation  devient 
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$.  ]6o.  U^quation  (A)  ($.  iS^.),  6Umt  du  premier  degr^,  est  celle 
d^un  plan;  et  comme  les  coordonn^es  x,  y,  z,  sont  les  m£mes  que  celles 
qui  d^terminent  le  lieu  de  la  planfete  m,  €•  plan  est  oelui  de  Torbite  de 
m,    La  posilion   ciu   plan   de  Torbite  est  donn^e   par  les  quantit^s  q,  c',  t!'s 

r 

elle  sera  donc  invariable,  si  ces  quanlitds  sont  constanles,  et  ne  sera  point 
alt^r^e  par  les  varlaaons  des  coordonn^es  x,  y^  z,  ou  du  tems  /•  Si  le§ 
forces  perturbatrices  m  sont  nulles,  R  et  dc,  hc\  dc'\  le  sont  aussi  {d) 
(J*)',  par  cons^quent  le  plau  est  alors  invariable,  et  son  deplacement  d^pend  des 
TariatiQns  dc,  "dc',  dc(',  dues  aux  perturbations.  Mais  les  elemens  c,  tf^c'', 
varient  si  lentement,  qu'on  peut  les  regarder  comme  constans,  et  le  ptan 
comme  invariable,  pendant  que  les  coordonn^es  prennent  les  accroissemens 
^x,  dy,  dz.  II  est  ais^  de  s'assurer  de  cette  v^rile  importante.  Si  ron 
ajoute  ensemble  les  trois  ^quations  (3) ,  apres  les  avoir  multipli^es  respec- 
tivement  par  dz, — dy,  dx,  il  viendra  o  —  c"dx  —  cdy  -^-^  cdz,  et  il  r^U 
tera  la  mdme  ^quation»  si  Pon  diiTirentre  (A),  en  supposant  c,  c',  c' ,  ctit- 
stans.  .  II  s^en  suit  qu^en  formant  les  premihrcs  diffirentielles  de  toutes  nos 
^quations,  par  rapport  h  i,  il  faut  regarder  c,  d,  d^,  comme  des  quantit^ 
constantes,  et  que,  malgrd  les  pe rturbations ,  la  plan^te  doit  Atre  censie  se 
ihpuvoir  dans  un  plan,  dont  la  position  varie  d'un  tems  k  Tautre,  mais  si 
lentement,  que  ^t%  variations  sont  proportionnelles  au  secondes  di0SreiitieUes 
ou  au  carr^  de  d/.  Le  mouvement  troubi^  est  donc,  h  T^gard  du  plan  de 
Torbite,  le  mftme  que  le  mouvement  non  troubl^,  avec  cette  difKrence,  que 
les  el^mens  qui  d^terminent  la  position  de  ce  pUn,  sont  asauj6tis  k  des  va- 
riations  qui  sont  de  Tordre  des  masses  perturbatrices  m\  Puisque  les  quan- 
tit^s  c,  d,  d' ,  sont  introduites  par  rint^gration  des  ^quations  (a),  elles  doi- 
vfint  renfermer  lea  constantes  arbitraires,  ou  les  dl^mens  du  plaa  de  rorbite, 
et  serviront  k  d^tcrminer  ce  plan. 

Si  qn  fait  z  —  o  dans  F^quation  (A),  elle  d^terminera,  pour  un  instant 
donn^,  Tintersection  de  Porbite  avec  le  plan  des  x,  y,  que  nous  supposons 
Atre  r^cliptique.  Soit  {Fig.  39.)  SMNQ  cette  commune  section,  SX=:s, 
XM=^;  cela  pos^  Pdquation  (A),  o  —  c"x'-c'y,  donnera  le  noeud  asccn- 
dant,  les  orddnn6ei  YZ=js  ^tant  aiippos^^s  se  diriger  vers  le  nord.    Ainsi,  en 
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aommant  J  U  longitude  du  noeud,  i|  rinclinaifon  de  rorbite»  ftisant  tangi|=rt 
et  prenant  pour  axe  den  x  la  ligne  SA  *dirigie  vers  le  point  vernal,  oa 
aura  taHg  J  =  —  =  -7.  Si  du  point  Y  on  abaisse  la  perpendiculaire 
TN  sur  la  ligoe  den  nopnds ,  on  aura  YNZ  =  ii,  XM  r=  xtg  J  = -j  jt^ 
M Y  =^  —  XM  =  iy^^-JL  =  1  «  (par  IVquation  (A)),  YN  =  i  «  coi  J^ 
•t  tf  =  ~-  —  —  sec  J;  d'oii  ron  tirera  les  ^qualioni  suivantes , 

(6) tang  J  =  — ,  tf  =  i-^ ^ ,   d  sm  J  =  — ,  tf  cos  J  =  — . 

Puisque  lei  inclinaisons  #  de  toutes  les  planfetes  sont  trte-petites,  et  que 
sinJ  et  cos  J  sont  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  entre  i  et  — -i,  il  suil 
des  ^qualioQS  pr£cJdenteS|  que  c',  d\  sont  des  quantit^s  tite-pelites  par 
rapport  k  c. 

$.  i6r.  En  Op^rant  de  la  m^me  roaniere  sur  r^quation  (B),  on  trou« 
▼era  des  r^sultats  analogues  relativement  k  la  figure  de  rorbite  troubl^e. 
Cette  ^quation,  ^tant  du  second  degri,  nous  apprend  que  rorbite  troubl^e 
est  une  section  conique,  dont  les  ^lemens  d^pendent  des  quantit^sXy^//^^ 
qui  sont  constantes,  si  les  forces  perturbatrices  sont  nulles  ($•  iSg.),  et  qui 
le  seront  encore,  si  ron  fait  abstraction  des  secondes  diflSrentieiles.  Pouc 
le  prouver,  ajoutons  ensemble  les  trois  ^quations  (5),  apr^s  les  avoir  mul* 
tipli^es  respectivement  par  djc,  dj,  ds.*  il  viendra  ^^rzzifbx-^-fhy-^-f^dz, 
ce  qui  est  la  diQ^rentielle  de  (B),  les  quantit^s  c,  V,  ^'ff>f>f'f  ^lant  re- 
gard^  comme  constantes.  II  en  r&ulte,  comme  ci-dessus  ($•  160.)  9  que 
malgr^  les  perturbations ,  la  planete  d^crit  dans  chaque  instant  rarc  d^une 
ellipse,  dont  les  ^i^mens  sont  assujitis  ii  des  variations  de  rordre  des  masset 
wtf  qui  ne  se  roanifeslent  que  dans  les  secondes  clifliSrentielies.  Pour  d^ter* 
miner  les^ldmens  derorbite  troublee,  savoir  le  grand  aze  =aa,  rezoentrici* 
t^  =7|  et  la  longitude  de  raph^lie  znm^  faisons  pour  abr^ger, 

^ ' icf^^r^^.  cr^v-c'f'—i^. 

Si  on  ajoute  ensemble  les  trois  ^quations  (5),  multipli^es  respectivement  par 
/%  —  <^^  c,  et  qu^on  substitue  (A),  on  aura  celte  ^quation  de  condition, 

(7) iy-df^cf^cf. 
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Rapportms  'mtfiiiteaatit  le  lieu  de  la  plan{»le  m  2i!Tt>fs  nouf«nes  coordfoniito, 
(i  ^f  "^'  ^  tMorie  de  la  tranf formalion  des  Gtyordonn^es  donneim  troit  <qtHi- 
liona  lia^ires  de  cette  forme, 

les  coefEtiens  D,  E,  F,  etc.  ^tant  donn6s  par  la  pos Ition  tlu  plan  et  des  axes 
des  nouvelles  coordonn6es.  Comme  celte  posilion  est  arbitraire,  on  peot  d4- 
terminer  ies  coeOiciens  k  volont^.    Supposons  donc 

Cela  pos6  les  valeurs  de  L,  M,  N,  {h)  donneront 

(8) o=:Lc  — Mc'  — Nc'',  et  oz=Lf'4-Mf—Vf, 

et  si  on  substitue  dans  les  ^quations  (/)  les  valeurs  (h)  (7)  (8),  on  trouTera 
(9) c/'x  — c'jr+cs  =  n^,  et/x-i-/'y+r'«  =  X?. 

La  comparatson  de  la  premiire  avec  r^uation  (A)  donne  ^  =  o,  et  la  seconds 
devient  par  T^quation  (B),  ^''^BII^  +>^S-  I^  sonune  des  carr^s  des  ^ua* 
tions  (0  donne,  k  Taide  des  ^quations  (A)  (7)  (8),  y^=e^-4>g»4-^-,  ^^-  ^^ 
et  ron  trouvera  (A)  L*-f  M^^- N'  =  n*X*  — (c/'/— c  Z' 4-c/'0*=  n*X% 
parce  que  le  dernier  terme  est  nul  (7).  Ainsi  ia  demifere  ^qualion  deviendra 
i^  =:  ^  4~  ^^  +  ^9  <i'oik  Ton  voit,  que  les  coordonn^s  ^,  |,  y,  ont  ia  mimm 
origine  que  x,  y,  z,  et  que  le  plan  des  i^,  ^,  est  Torbite  m6me,  k  canae  de 
iz=:o.  La  comparaison  des  ^uations»  -^  =  ^4*^^  ^^  jiir  =  Bn^4-X$9 
donnera 

(10) >i^+*=B-n^i-aBn*x?4-(x*— ft«)^*, 

ce  qni  est  T^uation  de  Pellipse,  les  abscisses  ^  £lant  prises  du  foyer  sar  le 
grand  axe  vers  raph^lie.  En  nommant  u  Tabscisse  prise  du  centre,  e  le  paramMre^ 
%a,  ^b,  le  gcand  el  le  pelil  axe,  7  rexcentricil^,    on  aura  tirr^ — eV,   el 

ce  qui  6tant  compar^  avec  T^quation  (10),  nous  apprend  que  le  paramMre  ett 
,    rezcenlncite     — ,   el    le  grand   aze  — -^vi^l — ri  •  On  anra  don« 

f    \  _iBn«      ,^X  M„,,     .        H*— X» 
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Poar  d^tennincr  la  ligne  dee  aptidet,  fiiiscm»  >|»  rr  o  ^  ce  qui  donne  ponr  les 
deox  apsides,  les  ^quations  {i),  szz—  j^^  yzi:  -^-1^^  zzz-r-  ^*    ^^  ^^  d^igue 

y 

par  <p,  p ,    la  longitude   et   la  laltlttde   de  Faph^lie ,  on  aura  tang  (p  ==  -^^  ^ 

(„) ^'"«♦=7-'"«»=7r5-T"l' 

/sin^zz-^y    eoapsrn$=:^,    cos  P' cos  $  =:  —, 

^  A  A  A 

Comme  les  latitudes  et  les  excentricit^  de  toutes  les  planbtes  sont  tr^s-peti* 
tes,  les  ^quations  (la)  ibnt  voir,  quey^'  =  Xsinp=jx7sinp  est  une  quantiti 
du  second  ordre,  par  rapport  kfeXf^,.  Si  on  prend  pour  le  pian  des  x,  y, 
Forbite  de  m,  et  qu^on  substitue  le  p^rih^Iie  xsS  au  lieu  de  Taph^lie,  on  aura 
p=:o,  (p  =  i8o*4.ttf,  doncy=  —  |x7.cos  w, /zr — ftlrsin  t»,/"  =  o. 

$.  i6a.  On  a  vu  que  tous  les  ^iemens  de  Torbite  sont  donn^s  par  lea 
^antitfa  c,  <f,  <f',  f,  f ,  f",  el  a  =  --j. ,  et  les  expressions  de  ces   derniferes 
peuvent  fttre  simptifi^es.    Si    on  substilue   ies  valeurs  if)  (3)  [^.  iS^.)   dani^ 
les  iquations  (g),  il  viendra 

dy  =(a*d^-jax)  (l^)  4.(ax3.-a9x)  (l^)  _(yajr^-»a.)  g^), 
a/'=(aja*-,3^).(i^) +.(ay8,-*a:^)  gl) -(,a,4-.d*)  (l^), 
3/"=("d*-x3,)  (i|)+(a,ajr_^3^)  (|B)  ^(^a^^^a^)  (i5)^ 

et  en  «ubslituant  les  valeurs  de  (R),  (dR),  el  rhr  (%  i58.  (<(),  $.  iSj.  (i)), 

ay = «X  (dR)  ~  (R)a«  -  (|^)  rar, 

(i3) J  dr=  aj  (3R)  -  (R)  dj-  (l^)  rar, 

d/^'=  2s  (dR)  ~  CR)  d^  —  (^)  '•9r. 

Si  on  met  &  la  place  de  c,  <f,  d*,  leurs  valeurs  (3)  ($.  iSg.),  les  ^quations 
(5)  deviendront 
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-y. M^    ,    ^  g  (jc  ^  y  4-  J^-^^)  —  g  (^  X*  -f-  ^ J'*) 

•^   —  "7"    «  JB  a  /?  * 

9t  en  subsliluant  hs^ —  ^x^^hy^ -^-dz^, 

^  ~  "r"     *  Bdr«  ' 

04; ^  ^—  T  H ^FTT^ » 

r'  ~  V  "^         Ba/»         • 

Mais  on  a  (A)  (§.  i6i.)  /^/+/' 9/' +/'' a/'' =  X d X:  en  muUiplianl  donc 
les  ^quations  (i3)  par  (i4)»  il  viendra 

05) XdX=(.f.r+ll^i^f^'-^) 

Lcs   «quations  (5)  (§.  i5g.)  donnent  (^-/) +(^-/') +(^-r)*=. 

ce  qui  ^lant  d6velopp6  donnera 

Oc  le  dernier  terme  e«l  nul  ($.  160.),  et  ys -|-/'y  4-/"»  =  n-r  — BH* 
(§.  159.  (B)),  parlanl  n=|i^=i^Bn==-n*+X*,  et  en  subslituant  r"— X-  = 
Bfl«P  (S-  »6».  (II)), 

("0 j^^bC-^-"). 

Si  on  ajouie  ensemble  les-  carrds  des  dquations  (3)  (§.  iSq.),  il  viendra 

_, «*(^>*f-^g')-f->^(^x»4-^g*)-f-g*(^x*-f-o!>*)— 2X>axay— 2xai^xaz--a>z^jra> 

—  B«  ^  /> 

=     ^aj^^a— t  ^^^^  bTF^  —  bTT^  —  BH»,  et  en  subsliluant  (i6), 

Si  on  fubslitae  (i6)  et  (17)  dans  r^quation  (i5),  elle  deviendn: 

kdX  =  (Pr»  —  BIl*)  (dR)  —  Pr(B)  dr, 
•t  la  difacentiatioB  de  r^^uation  ■X*^  ^^  —  Bn^P  (u)  (S-  161.)  donnei» 


k« 
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xax=— BPnan  — iBn*ap. 


•«9 


xdx<y 


Kn.  ^galant  ces  deoji  valeurs  de  XdX,  on  aura 

BPnan  i!t  Pr(R)  dr  — |  Bn^  ap  -^-  (Bn^  —  Pr*)  (bH). 

Or  les.^quations  (/)(^)  (S-  >5»)  donnent  B(cdc-f  c^e'4-c"dc'7  ottBIId^IIir 

=  (R)rdr— r»(dR),t 

ot  qui  ^mt  nultrpli^  par  P,  et  compar^  a  la  valeur  pric^dente  de  B  P 11  d  II,- 

^onnera  o=Bm(dR)— iBH^dP,  d'o4  Ton  tirera  dP=:a(dR)r  et  4  cauae  de 

P  =  J:.(ii)(S.  i6i.)r 

(i8) d-=2i(dK). 

Les  equations  ^)  (§.  i5g\  (i3),  (18)^  donnent  les  diflSrentielles  des  quan«^ 
lil^s  c,  c',  c^,  f,  J' ,  f",  — ,  dont  d^pendent  ies  61^mens  de  Torbite  en  verti» 
des  ^quationlli^  (6)  (§•  16^.)^  (r'r}(i2)  ($•  i&i.)i  et  leur»  int^graies  sont  don^ 
n^es  par  les  ^qualions  (3)  ($.  iSj^),  (i^)»  et^=ra/(dR).  Ainsi  ces  ^qua^ 
tions  /enrerment  ie»  in^galit^s  sdcuiaires,  donl^  ceite  du  asoyen  mouvemeni 
m^rite  une  atteution  particulifere» 

$.  i6i.  La  formnle^  n:  2/(9R)  qui  est  de  IVrdre  des  tiusses  per« 
turbatriccs  m' ,  exprime  ia  variation  de^,  due  &  Taction  de  I)a  planMe' 
WL,  que  nous  d^ignerons  par  d  ^  •  £n  nommant  donc  a  tt  (a)  ies  demi^ 
azes  de  i'orbite  invariable  et  de  Torbite  troubl^e,  on  aura  7-r  rz  — j-^  t  --« 
=  — -f-^/(^^)  ~I^i  ^oxi  ronddduira  iacilement  ia  variation  du  moyen  mou- 
Tement.  On  a  vu  ($.  67.  (A)),  qu^en  vertu  de  ia  troisi^me  ioi  de  Keplerg» 
corrig^e  par  la  th^orie  de  ia  pesanteur  universelle,  il  est  /i^a^ n:3^C(i  4- /71)=^ 
9|yigC,  n  ^tanl»ia  vitesse  mp^enne  dans^  Torbite  non  troubtie,.  el  C  ia  force* 
eentraie  h  une  itistance  ^gale  \  Puuit^.  Or  nous  avons  fait  ($.  iSS.*  (a))»^ 
a^C  =  B,  d'ou  il  vient  n^a^zzftB.  Sl  on  d^signe  par  r  ie  moyen  mouve- 
ment  dana  te  iems  i,  on  a  vr^Tir^  dv— /td/^  iquation  qul  a  aussi  lieu  dao» 
Forbite  troublee,  parce  que  iea  variations  des>  61dmens  i*  comme  d^/i,  ne  sd^ 
manifestent  que  dana  ies  secondes  difiiifrentieUes  ($.  160.  161.);  ii  s'en  suit 
^ftf  =:d/i?f.    Si    on    diflerentie    r^quatien    /i^a^TZ  fiB ,    on  aura  0-=;- 
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aii3/id/i-L.3n*a*  da,    donc  —  rr  —  *.— .    La  difiRSrenlUllo  de— est r-^ 


dou    roQ  \\sB  — «  -^r=-^d^,    parteBt      = —  d^,,  et  en  suliftatoaat  (18) 

a       iJL  '    a  ^    ^  n        Aji     m  ^ 

^  /1  n.  \ 

^  ufia»),  dn^zz  — —  (dR%  donc  davrid/id/zr  -  aft(9R)d/,  et  en  ial^grviilp 

09) »=J//aii(aR)aA 

^164.  Consid^rons  maintenanl  lea  in^galit^s  pjriodiqoea.  L*{qMtioft 
(Q  (S*  iSpO  donne  le  rayon  vfcteur  dana  1'orbite  Iroublte»  d^oik  ron  con- 
clura  ceiui  de  1'orbite  invariable »  en  faiaaat  m^  =  o ,  et  par  cooaiqiMift 
(R)  =  o  et  (dR)  =  o.  En  ddaignant  donc  par^  le  rayoo  vecteor  elliptiqoo^ 
et  par  r-^^m^^r  sa  perturbation/on  aura  lea  rayona  vecteura  dana  roiliiio 
invariable  et  dans  Torbite  troubl^e,  par  les  ^quationa 

U)  o— ^^  — i^J-iii    et 

(0 o=^:g+'"^ty»'^^-v 

en  n^gligeaot  les  produits  dea  massea  m^  m\    Substitoons  mainteBant  (i)  on 
(/j#  divisona  par  a»  el  mettons  m'  k  la  place  de  lu//:  nous  aurona 

'^-    ^=       B^r»       +-;:i-  +(R)4-a/(aR). 

Eo  Atant  r<quaiion  IV,  aprfes  Tavoir  multipli^e  par  x,  de  r^quation  I,  mol- 
tipli^e  par  m'r^r  ($.   i5g.),  et  n^gligeant  les  produits  des  masseS|  et  par 
s^quent  m'  [j~)  t  on  aura 

dont  nnt^gration   donnera 

^_m'rSr.ix-m*x.»irir)  _/,  (R)ai_,/,  3^/(3  R). 

Easopiraol  de  ia  mAme  aani^**e»  IL  «iVtr— IV.jr  doooero 
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Si  011  ajoiit^  «iemble  lei  deux  demibres  ^quatioDftf   apri<  le8|8Voir  muKi- 
I>li6es  respectivement  par  jr  et  — a,  il  yieiulra 

(D) }  FTf  — 

(  xfy  (R)  d/  —  rfx  (R)  dt^^%xfydtf  (dR)  —  ^yfxBifibK). 

Comme  on  n^gUge  ici  les  produits  des  masses,  il  faut  mettre  k  la  place  de 

X  dy  '^y  ^  X 

2-r-j —  sa  valeur  dans  Tellipse  invariable.    Soit   donc  {Fig.  4o.)  NPQS 

le  plan  de  Forbite»  N/79S  le  plan  des  x,  y,  et  supposons  pour  un  mometity 

que  les  abscisses  x  soient  prises  sur  la  ligne  des  noeuds  S  N :  ayant  «baiss^ 

les  perpendiculaires  Pp  sur  le  plan  des  x,  y,  et  pr  sur  Tajce  des  x,  Prp~n 

sera  rinciinaison  des  deuK  plans,  et  on  aura  Sr^x,  rpzrny,   pPlz^.*  en 

aommant  donc  y   Fordonn^e  sur  i^orbite,  Po  ii  viendra  jr  zz:y  cos  i|*   Or  411 

premikre  loi  de  Kepler  donne   (§•  19.  V.)  jcdj/ — ydx^rzABi,  d'aik  il  suU 


A»a 


A« 


xdy — ^3x=  Ad/costj.    Si  on  substitue  (§.   i58.  (a))  B  =:= -7— — --r — ^^ 

i,  viendm  *-^}^  =  ll:=nf2!2!.    M.i»  A  =  i3^*   ($.  aS.)"  't  = 
—    6tant  la  dur^e  d'une  r^voiution,  ce  qui  donne 

o  ^t  n  a 

Si  on  substilue  cette  valeor  dans  r^uation  (D\  elle  deviendra 

$.  i65.  La  somme   des  ^qoations  I,  11,  III  ($•  iS^.) ,   multipliies  re« 
spectivement  par  x,  y,  2,  donne 

(^^) •  — b37^ r  7*  +  (R> 

Or  9a(/*)r:a(xdd«4-^day-f.«9d^)4-a<^jt»-4-dyr*-|-dz«),  ce  qui  change 


|dd.r«  — ds* 


le  premier  terme  de  l^^uation  (90)  en  *" '^L^^T^'^  *  IAm  si  Ton  nomme  ^ 
la  vraie  lotigitiide  dens  Torbite  invariable , .  compt^  d^un  point  fixe  queloOli- 
•que,  et  m'^v  sa  pertnrbation,  -on  «  ^^^dr^^p^dv'^,  et  |dd.j^=zrd3^*^d^, 
tfoii  il  vient  |aa.r*  — dj*  =  rddr— r^dv».  En  mettant  dftnc  r-^m^ir  9ji 
v-^miv  h  la  place  de  r  et  de  v,  T^quation  (ao)  devienfira 

• ¥17* 


+7(-=T^)+C«)- 
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L6i  iennei  ind^pendans  de  m'  expriment  le  mouvement  dliptiqne :  il  fiint 
donc  que  ious  les  terties,  multipK^  par  m,  aoient  nuls  edpar^ent;  oe  qui 
donna  pour  le  mouvement  troubl^i 

0=-., ^^ l__4.(R). 

Si  on  subslilue  r^au  — Ad/  ;§.  19.  V.\  k=na'^V{\—Y'),  Bn/i^a^  (§.  jg^.), 

et  r9t;*  =  aar-|- ^  B3/*  ($.   19.  IV.),  la  derni^re  ^quation   deviendra 

r' 

Uiqiiation  IV  donne  ~  ^!lilil  =  ::!lj^        +(R)-^^/CaR)»  dont 

•  •         .  .    m' J^r.ddr-f-9m'dr.d  ^r-i- tn^r.ddJ^r       ,.      „^1.^ 

le    premier    terme    est — r   -— i- :    cette   vaiew 

«hangera  r^qaation  pr^c^dente  en 

am^d^V^     g. 4^m*r.dd^r-^^m'0r.d^r^2m'^r.ddr     / /P^,.^  rpp) 

tait  Ton  tirera  en  int^grant, 

VI.  wfsv.y(^i^y^zz  '''^''"^^^^;;^f^'"'^''+^^q/;R)a^4-3iifl/3//;3B)p 

S*   166.  Reprenons  maintenant  les  ^quations  (3)  {/)  ($.  iSq.), 

!l^|f-'  =  .=/a,J,(|5)-.(||)^+C'. 

fl,  (/,  C^  ^tant  les  parties  constantes  de  c,  o\  c",  ou  des  6l^mens'qui  d4- 
terminent  le  plan  de  Torbite.  Dans  rorbite  non  troubl^e,  R  6tant  nul,  lei 
qnantit^s  e,  <f,  </',  elles-mfimes  sont  ces  constantes,  d^oii  il  suit  ($.  160.(6), 
tang»^  =  — ^^,    cost,  =  -,    et  n»=^^.  =  -ij^(S.  16..  (.0). 

Jonc  C  =  —'-3  V|yi(i  — 7*).  La  premibre  des  ^quations  pr^cddentes  doii- 
Btra,  en   n^gligeant  les  produits  des  masses, 

t»0 7^%-»-  i-  h^^^^yfB)-'^^)}» 
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•et  en  ajoutant  ensemble   la  seconde  et  la  troisi^me,    aprfca  les  aTOir  multw 
plj^es  respectivement  par  jr  et  —  x,    on  trouvera 

d^ou  Ton  tire  au  moyen  de  T^qualion  (ai), 

-^'-2^/^'i^(i?)-'(ii:i 

+  IM'(l^)-(lf)l-?H'(l7)-n^"l- 

^tant  la  valeur  elliptique  de   rordonn^  z,    et  les  iermes  suivans 

c 

M  perturbation  nt^i^z.     U  vient  de  lii 


2 


c-/"^a-(ln 


dR\  /dR 


<») '^^=-;+i/*'^(3^)-'(:"j 

Maintenant  si  on  nomme  p  la  latitude,  s  sonvsinus,  on  aura  tang|S= — -     -^ 

dou    il    suit     m  6*  tg  3  rz  — r-r r-  =3 x»    ct    la    diirerentiation     doane 

y  (*•+>)        rcosp 

*  *g  P  =  — ?-:  t    d  oti  il  vient  rrfSzzz ~  =  — ■  -  = .     Au  mo- 

^^         cos«p'  cos  p  C3s»p  1  —  s* 

CO  S  Yl        /  *    '  * 

yen  de  ces  valeurs  et  de  C  — rK{t — y^jt    Wquation   (aa)  deviendra, 

en  faisant    ft  =:  1 1 

V,..  =2i^.'ip25  =  ».p,|,(|5)-,g--J 

+ ->'^(S)-'(|-",l+V/^'l  Hll)-(i-)^ 

$.  167.  Prenons  maintenant  rorbite  primitive  pour  le  plan  des  x,  y, 
eomptons  de  Taph^lie  les  iongitudes  v,  v\  des  plan^tes  m,  ni,  la  ligne  def 
apsides  ^tant  Taxe  des  x,  et  faisons  sin  ^  n  di  cela  posA  on  aura 

^'zzz'zz^  —  y\zz,s,    x=:rcosv,  jrzzrsinv,    j/zz:/coiv'y(i -*-/*)» 

y=/sinv'y(i— Of     ^  =  /// 
ce  qui  donne  (5*  iS^.  (i))| 

f'=r»+/*— arr^cos^v'— v)V(t— y*),  dond  ($.  t58.  (tf)) 

3S 
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(E) R  =  S  *" 

^— m'  {,'-{., r^—2r/cos(v'—v)y(i—.i'^}  ~«, 

,u\  —  mf(xx'-hyy)  m'  fxlx'—x)  ^y[y'  —  y)} 

W  —  73 ■■ -^ —  ,     ou 

{.r»+r»— irr  cos^i;'— i;)y(i— 1'»)(3  * 


(G)  .  .  .  .  (1^^)  ;» v,'dr.o.[^-v)y^^    „,,,^   ..'arfr^r'c>.s(.,'-uU/(,-."K 

^'^^^  ^  fr»+r'»-irr'co»^a)'— vy^i-s'=  ji* 

tl'ou    il    suit    (R)  z=  r  (3— )•     De    l^   on   conclura    le<    ^qualions   suivantes 
(§.   164  i65.  166.): 
pour   le  ruyon  vccleur, 

IV.    0  =  ^,— ^  H -5—  4- «» «3 r  {-^^)  -{-  a «'■«3/ (aR), 

m^ffr  _         n        W v./^sin v(^-^ja/— sin  v./r^cos v(|J) 3/ 

*  yi'  — *'  )  ^4-  2C0S  v/rsin  t;.a//(dR)  — 2sin  t;/rcosv.d//(dRJ 

pour  la  longiiude, 

VI.  m^i;y(i_7=)  = :^^- |-2'^^/'-(^^-j^^+3/iayB//(dE), 

et  pour  la  latitude, 

VIL  o=m'6*5l^(i— 7^)-|-nasinv./rco8v(^  jd/  —  wocosv./rsin v(^ — ]dt. 

^^  168.  Les  ^quations  pr^c^dentes  renferment  toutes  les  in^galit^s  p^* 
iioclique&  et  s^culaires,  et  le  principal  objet  de  la  suite  de  cet  ouvrage  est, 
de  d^velopper  ces  ^quations,.  et  de  les  appliquer  aux  difTiirentes  combinai- 
sons  qui  se  pr^sentent  dan&  le  systfeine  solaire.  Je  commencerai  par  la  fonction 
R  qui  entre  dans  toutes^  les  formules^  et  je  me  bornerai  iid^velopper  les  ^qua- 
tions  IV,  Vl^  relatives  au  rayon  vecteur  et  h,  la  longitude^  jusqu^i  la  troi- 
sibme  dimensioa  des  ezcenlricit^s  et  des  inclinaisons,.  et  F^quation  Vli  qui 
dqnne  la  latitude,  jusqu'k  leur  premi^re  puissance.  L'angle  v  qui  entre 
dana  les  ^qualions  pr^^^dentes^  est  la  vraie  longitude  de  la  plan^te  m', 
riduite  ou  proj^t^e  sur  le  plan  de  Torbite  de  la  planfete  m  ($.  167.).  £n  nom- 
maot  donc.  1/'  la  longitude  de  mf  daus  son  orbite,    II  la  iongitude  de  soa 
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noeud  ascendant  sur   le  plan   de   rorbile  de   m,  v  rinclinaison  de  ces  deux 
plans,    et  ^  sa  tangente,    on  aura 

»inv=-;^— r^(i-l6^),  sinp'r/z^(i-^nsinK-n),  tgp'r6^sin(t;'-n). 
Mais  on  a  aussi  Igp'- —-,,  d'ou  Ton  tire  V(i-0=(i-?6^)  ""(/"-^; 

donc  sin  (v'  -  H)  =  ^.^^aj^.^^ir^^^    «^  ^»^  d^veloppant, 

(.-7) 8in(t;'— n)=z(i  —  Ja'')  {  I  •+.^«*^sin^(v"— n)  }  sin(i;''— H). 

Si  B  est  nul,  il  vient  §in  (v'  —  n)rr:sin(t;*' — 11),  ou  vzzt;":    d'ou  il  suit 
que  t/'  —  v'  est  fonction    de  6*^    Faisons  donc  v  zz  t;''  —  g  6^,  ensorte  que 

sin  (v'—  n)  =  sin  (v"—  H)  —  g6^^cos  (y''—  H). 
La  comparaison  de  cette  valeur  avec  (a)  donnera 

£  cos  (  t;'—  n)  =  I  sin  (v"—  H)  —  ^ sin^  (v"—  H) ,  ou 
£  =  .^  sin  (t;"—  n)  cos  (y''—  II)  =  |  sin  a  (t;"—  H). 

On  a  donc  t;'=  t;" —  —  sina  (v''  —  II),    d'ou  l'on  tirera 

cos  (t/  —  t;)  =  cos  (v''—  'y)  +  7-  «in  (t/' —  v)  sin  a  (u'' — 11). 

Or  y(f=0  =  i  — |5'^=i— -sin»(t;"— n)=i— Y+  x^osa  (v''— H), 
d'oi!l    il  suit 

cos  (t/  —  v)V(i  — 5')  =  cos (v" —  v)  — T- cos (t;" —  v) -|- 7- cos (t;" -J-  v  —  2 11). 

4  4 

£n  substituant  cetle  valeur  dans  R  (E)  (§.  167.),   et  faisant  pour  abr^ger, 

rcosfv" — v) p       r{cos(t;" — t;)  —  cos  (t;"-+-t;  —  sn)}  

(4) <  r^-|-f^»—  ar/cos  (t;''—  t;)  =  Q, 

—  {  cos  (v''  — v)  —  cos  (t/'+  V  —  all)  }  =9  =  2/^ p; 

on  trouvera 

Faisoni 

(0 P-Q''*^^.    et   |(Q-*-i5)9  =  S', 

ensorte  que  S'  renferme  tous  les  termes  ddpendans  de  rinclinaisoni    et  nom« 
miment  du  carri  de  sa  tangente.    Ceia  pos6  nous  aurons 


476  ASTRONOMIE    PHYSIQUE 

(A) R  =  »'S  +  to'5*S'. 

$.  169.  La  quantit^  S  renferme  les  termes  ind^pendans  ile  rexcentri^ 
cit^y  aussl  bien  que  ceux  qui  en  d^pendent:  d&ignons  par  B  la  premifere 
partie,  ou  ce  que  devient  S  dans  ies  orbites  circulaires^  les  excentricitds 
itant  nulles.  £n  nommant  donc,  comme  ci-dcssus,  a,  cl y  les  demt-axes  des 
orbites,  jul,  \i!  les  longitude^  moyennes,  e,  i'  leurs  dpoques^  /1,  n'  les  moj^ens 
mouvemens,  7,  V  les  excentricit^s,  tv,  fx/  les  hongitudes  des  p^rih^lies,  r,  / 
les  yalcurs  eltiptiques  Aes  rayons  vecteursi  v,  v^'  celles  des  lungitudeS|, 
mSr,  mSv  leurs  perturbations,  et  faisant 

/— /uLZZtv,    rzzia-^-Ar,    rzza-i-Ar,    vzzii-{-Av,    v^'  =  iui'-f. A.vV 

tnsorte    que 

(^/)  •  •  •  •  •  M-  =  «  4"  '' '^     i^'—  ^'  +  ^^>    ^^  zzndl,    d \i''zz n'dty 
les  lois  de  Kepler  fournissent  ces  ^quations  (II.  §.  i^^.)^ 

\  — =  17^—7  (I— 1>^)  cos  (M.—cj)—l7\*os  a(iui—i5)— iv^cos  3(ft—®), 

^iiv  — 7(a— l7^)sin(H.  — liJ)  4-|7^sin2(fJL  — isj) +|373sin3  (fi— to)| 

Ar' 
et   les   m^mes  ^quationa   donneront    —  et    A  v\    en   marquant   d^un    trart, 

7,  ju.,  xa.    Si  on  fait  7  =:  Y  =:  o,   ou  qu'on  mette  a,  al,  fi,  ^^  k  la  piace  de 

T,  t*,  V,  v'\  dans  ies  dquations  {b)^  on  aura  par  (c), 

(B) B=— ^*— —  (a»  +  a*— 2afl'cosw)""^. 

Puisque  S  est  une    fonction   des  variables  r,  r,  v,  v'\  qui  devient  r=B|  si 
^=:7'z=o,    on  aura  par  la  s^rie  connue  de  Taylori 

S=B  +  ^.(^5  +  A/(|^)  +  A.  (|i)  +A.'  (it)  +c,. 

cili  il  faut  substituer  dans  les  di£%rences  partielles  [-   L  [td)^  ®^^*  ^'^^r 
^zzLa,    vzzjx,    v^rz/yi',    v''— v=:fv;    d'oA  il  vient 

(^=Q-  (^)=(tl)>  (^>0-  (i^') =("')•  ••- 

1a  s^rie  entitee^  )usqu'ii  la  troisifeme  dimension  des  ejxentricit^s,.  seca  donc 


t 
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+ -^-'  (r^) + ^*  c-^) + ^^^■'{m + ^'^-  (s?,") 


,   A»-^/^\  ,  ^J'^^J^\  1  A i; Y^* B\     A v^^y aj> b \ 

ArAV'»/  d^B   N  .f»;'*AV/_^*_P  \  .  Al/»Ai;^y    ^»  B  \  .  Ar^Av  V  ^^  B.  \ 


a^B\      Ar»At/y  ^»B  Y.    ^^^r^/  ^^B  \  1    Ar AV«/  <9^  B  \ 


2       V^ao^/V  ^       V 


,      Ar^Ai;'^»  /     "^L®      ^     J      A£VAj|/'  /    ^''B     \         AVAt;''»  /     ^»  B    \ 
^  ^  W  a^i/V  "^  a    ■"  U  M.*  ^  .«•'/     '  a     ""Vi^^^.u.'*/ 

-f  ^.A/A V  (^^^)  +  ArA/Av"(^-^»-^)  +A/A« A v"(^-^^) 

Bfitooi  de  la  m^e  &9oa  aur  les  fonciions  Q  et  q,  et  faisons  pour  cels 

(/) (a»-f  a"— aaa^cosw)"*^:»,    —  {cOb(fi'— h)— cos(fi'+f*— «n;}=». 

Les  fonctions  Q  ef  ^  ^(ant  Aijjk  multipli^es  par  ^  ($.  i68.  (A)  (c)),  elles  ne 
seront  developp^es  ici  que  jusqo^k  la  premi^re  puissanoe  des  excentricft^. 
Or  puisque  Q  ^  se  change  en  S»  et  ^  en  6.,  lorsque  les  ezcentricit&  sont 
Bulles,  on  aura  comme  pr^c^demmenty. 

(?-!=»+ A,(i?)+a..,  ,=6  +  Ar(y)+c.,.i^,=  i,-i^^; 

partaat  ($.  i58.  (c)) 

^^^i»^+i*1-r^)^--'(l?)+-(^)+-<l!';l 

-t.^»i-K:-i)+^<s^)+^«(^)+^<-^y?> 


(D) 


ay  itant  =  © ^  . 


J.  170.  Si  Pon  djveloppe  le  trinome  (<i^-|- !/■—««£/ cosw)     ^  en  iine 
sfei«  ordonnte  suivaat    les  puissancea  de  eo8ii^>   et  qfk^on  txprime  cha^ue: 
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puissance  de  cos^v  par  les  Gosinus  des  angles   multiples  de  w,   on  trouvera 

ides  s6rie8  de  cette  forme, 

f 

(a*  -|"  ^'*  —  ^^^'  ^^*  ^O     '  =  M  +  N^'^  cos  iw, 

Qa^  4-  a^a  —  2 aa'  cos  tv)~»  =:  SW  -f  9l^'>  cos  iw, 

S  s^6tendanl  a  tous  ies  nombres  entiers  positifs.  Ainsi  on  aura  (B)  (y)  (§•  169.) 

(5) B  =— ^—  M  —  N^'>  cos  iw,     »  =  5»e  +  !n^'*>  cos /iv. 

Si  on  veut  ^tendre  1  k  tous  les  nombres  entiers,  soit  posilifs  soit  n^gatifs, 
ce  qui  sera  fort  commode  pour  ie  calcul,  on  n'a  qu'k  diviser  par  a  les 
coefficiens  N^'>,  !R^'>,  donn^s  par  le  d^veloppement  des  puissances  de  costv, 
parce  que  cos  (  —  iw)  —  cos  iw,    Supposons  donc 

(E) B  =  ?A^^>  +  ?,A^'>cosi>,      (F) 95  =  ??(^^>4-ISt^'>cosiV, 

I  s^^tendant  a  tous  les  nombres  entiers  ,  tant  positifii  que  n^gatifs ,  excepti 
ziro,  vu  que  le  cas  oii  1  =  o,  est  repr^sent^  par  les  copfficiens  A^**>.  ?I^®>.  II 
faul  observer,  que  A^-^*>=A^'>,  ?(^-^*>  =  ft^'>,  (^^^)  =  (^^)>  etc. 
et  que  le  terme  -j^  doit  ttre  ajout6  au  coefficient  A^'> ,  parce  qife 
= j-^ (a*  4-  «    —  ^^"  cos  wj     \ 

§.  171.  Fuur  ddterminer  les  coefficiens  A,  9(,  faisons 

^h) -7=«»   i+a^—aacosw^X,  a*-|-fl^ — aaafcoswznLf  et  Aappoions 

X~«  =  T  ^<^>  +  i<»>  COS  5V  + ■+-  4^'>  cos  iw. 


xo 


K-=l 


c 


^<>>  ^  c^*>  00^^  + 4"  ^^^  ^o*  '^> 


I  s^jtendant  jseulement  aux  nombres  positifs.    Ceia  pos6  on  aura 
L=^%L-S  =  ^.    L-»=:C.    B=^^~^-,     9  =  ^1. 

X  »  a'    »  a'*  a'*  a'  a'» 

Or  nous  avons  supposi  B  =  ?  A^^>  -|-  A^^'>  cos  iw,   95  =  1  ?t^^^  +  tl^'>  cos  iV, 
8i  I  ne  ^'itend  qu'aux  nombres  positifs:  d'oii  il  suit  A^®>=: — —7-,  A^*>=— — . 


(1) a'A^*>Z-A^*>>,   o^A^^ra-i^»,  c/A^^^r-i^^  a'3fl(o)-e^o)^  a'3}(C/)-.^(/), 

Les  coefficiens  A,  t(|  ^tant  ainsi  donn^s  par  b,  c,  d6terminoni  maintenant  ces 
derniers.    Supposons  pour  ceU  en  g^n^al, 
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(/•) X-^^p^"^  4-p<'>  COS  W  -f -{.  ;)<'■>  C08  iw, 

i  «'^tendant  k  tous  les  nombres  entiers  et  positifs.    On  aura 

d.\ — ^  2ra  sin  iij 

X^^^.dTu  1- f- a^ — aacosiu* 

{fou  ron  tirera,  en  difierentlant  la  serie  (0  P^r  rapport  h  w^ 

1  -f  a'-— aacos  ly 
p«j>_^p<i>  cosqy-f- -f  p^'  —  ^)cos(z  —  a)  w-hi>^'  —  *)cos(i  —  i)  lu-f  p^^^  cos/ w       * 

£n   rouliipliant  en   croiA»    on  trouvera  le   coefficient  de   8in(£— 'i)w  dans 

le    premier   membre   zz  r a  \^p^^ '^ ^^ — P^'^K    ©^   ^^^^  1©  «econd   membre  rz 

(i  — i)  (\  -{-oL^^p^^^^^  —  (e  —  2)  ap^^""^^  —  iap^^^.    En   6galant   ces   deux 

valeurs,    on  aura 

^Ci)  _  (f-i)(i-4-a«)p(^-'^-(/-»-fr)af)Cf-*> 
^^' ^      —  (i  — r)a 

Supposons  que  le  d^veloppement  de  X""^*"*  donne  la  sirie 

^<«) -j-  ^<>)cos  w4- +9^^"" '^ cos (/—  1) w+?^'^cos Mv +9^'"*" '^cos («4-  ^)^»'/" 

el  multiplions  par  1  -|-  a*  —  2  a  cos  5V  =  X:  il  viendra' 

\^^  — —  a9<'"*'^{cos  (/—  2)  tv  -f-cosiVf 

-|-  (i  -f-  a^)  9^'^  cos  «V  —  ccq^^'^  *^  f  los  mv  -f-  cos  ('*  -|-  2)  w} : 

le   coefficient   de  cosmv  est  donc  zr  —  ag^^"^^  +  (>  +  O  y^'^  —  a^C'"^'^,r 

Mais  on  a  aussi,  par  (*),  X^^  = 'hp^^^  cos  «V,  d'oik  Ton  tireia 

(m) p<'>  =  — a/'-'>4-(i4.a')/^>— ay<^-^'>. 

La  formule  (/)  a  lieu ,  quelle  que  soit  ia  valeur  du  nombre  r:  6n  peut  done 

y  mettre  r^i  k  la  place  de  r,  ce  qui  changera  X""''  en  X""^""*,  et  par  con« 

s^quent  p  en  g*    Si  l'on  fait  en  m6me  tems  izzi-^- 1^  la  formule  (0  donnera^ 

rV  -    r.-4-n.^>'C'H-a^)c7Ci>-(/H-r)aeyC^-'> 

ce  qui  ^tant  substitu^  en  (m),  donnera 

(o) p^"= 

et  en  changeant  1  en  /  -f-  1 1 


^,) aroe^C*'^»^— 'r(i-f-a*)  (gW 


(j-^j) ar  a^C*^  —  r  (t -for«)^(^-*««y 


'^  i-i-i^r 
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Si  on  met  aa  lieu  de  ^^'~^')  sa  valeur  (.)  dans  ladernikre  ^(jualion,  ellede- 

Tiendra  p^^H-O-  r0-^r).C.-.,»).(»-O -r(/.f or.^-^/aQ.  C«)    j^j,a..«it 

«j-jjt    (,•-.,)  _  a  (y  -4. 1  ^  r)  g     o-^  ^    .       ar{f -f-ar  r»»^  /  or^)       m 
1— r  y  -^  (i>r)(i-f.a«J^  "^  («-^r)  (i  — r)  (i -i- a»)  ^     * 

Maia  r^quation  (o)  donne  —  -  ^^^""'^zrp^^ -^  ^v^-^^^J  ^0);  en  comparani 
cc»  deux  valeurs  de  9^'""*^  on  aura  Tdquation 

.  .  ^(0  _  0-hr)(.>4>a«)p(>>-o(/-H-r)«f><'-H'^ 

^^^' ^      ~  r(i  — a«)« 

Si  Von  fait  maintenant  r  =  |,  lea  coefliciens  p,  q,  se  changeront  en  b,  c,  et 

le.  iquations  (/;  (p)  donneront 

/^j ^0)_   a  (.-.)(.  ^.  g»)  6^<  -'>-(..-  5)  «  6^*"  «^ 

^  '  *  ^2  1  —  i)  a  ' 

(3) c^'>  =  ^-^-l5  {..  +  .»)  A^'>-aaA^'-^'>^ 

Au  moyen  de  la  formule  («)  on  trouvera  chaqoe  coefficient  de  la  s^rie 
X"',  par  les  deux  termes  pr^c^dens,  ou  par  les  deux  premiers  coefficieni 
^Co)^  ^CO^.  ^i  (a  formule  (3)  donnera  toua  les  coefficiens  de  X""»,  ceux  de 
X"'^  6tant  connus.  Tout  ^e  r£duii  donc  k  calculer  les  deux  premiers  coef- 
ficiens  b^''^  b^*\ 

$.  i7!i.  Soit        Xl  —  l  M^>  -j.  A^^'>  cos  iw  +  cet. 
et  d^signons  par  e  le  nomhre    dont    le  logarithme    hyperbolique   wi  runit^ 
Cda  posi  on  aura,  en  iaisant  tvV — i—r, 
acosu'ZZe''-f-e"''',  partant  Xzz(i  —  «OC* — ae""^  (§.  17»).  d'o*li  il  viendra 

^    —\  »  —  r  «^ 7  « >-T  e^^  —  • .  -  • r-^    ^  a*e*^ J  x 

^1  —  2.  «-r_  ^    ->r  _  _  3.&.7>*»(gn  — ^)  „n-i  .-(n-i)r_        ? 

<  a  ».4  2.4.6...(2n  — 2)  > 

£n    multipliant   ensemble    les   termes    analogues    de    ces    deux    s^ries  ,    qui 

contiennent    la   m^me    puissanca    de  a,   on  aura  le  terme  ind^pendant   df 

r  ou  de  w, 

^_            «^    .    _a^        ,    ^a*                        ,     3».5^7«....(in-3)«     , 
^~      "^  4  "'"(a.4)5"*"(2.4,"67"^ "•  (2.4.6 2^)*^         "^ 


r3« 


— acosfv 
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Si   PoB  mnltiplie  chaque  terme  par  celui  qui  le  pr^obde  dani  rnntre  sdrie^ 
OB  aura  le  terme  qui  d^pend  de  ,r  ot  de  •— r^ 

aj  Si        a-4      a4*.«       '""       a.4«.6«....(a»— a)»,a»*  $  — 

C  o^  _    3a^    _  _  g'.5«.7« (2n— 5)«(aii^3)     •»^fl? . 

^^        2.4.        a.4.«.6        fl.4«.6« (211— a)«.aii       *  $^ 

et  xi:^A-)-B-^cet.  les  termea  auivana  d^pendant  de  %r,  om  de  air,  3tf, 
etc    Mais  on  a  aussi 

X»  =  ?  A^^^  +  A^'^  cds  fv  4.  cet.  tfoft  Fon  tirert 

!/*<•>  =:A,  et  A^«>  =  -a|i -^-.-l^-cet.^,  ou 

/5N         /,(!)-  A.        «i         3a*                       3».5».7«.....(anr-5)»(«n-^)  ^a«--a?    fi\ 
^  ^•"•'        "      i  a.4.       a.4.«.6       a.4«.6« (an— a)».aii  S    ^ '* 

Pour  tirer  de  \k  les  valeurs  de  b^""^,  b^^^,  b\sow  dans  T^quation  (p){%*  i7i*)f 

r  =  — \i   alors   p  deviendra    le  coefficient    de    X""^  =  X^,    et  9   celui   dc 

X""  ^ ""  *  =  X     ',  donc  pzz.h,  9  =  */  ainsi  la  formule  (p)  donnera 

.(/;  —  C4 1  -f-  ^)  «  fe  ^^"♦"^  —  (a  i  —  i)  (1  -¥ g')  fe^O 

et  en  faisant  1  =  0  et  t-zzi^ 

A^»>  —  ^^^"^'-^(^-^^^W*  x(i)  _  logfe^  — (i-t-a*)y«>  '  > 

~  (»  — «T  '  ""  (i— a*)»  > 

d'oik  il  faut  cfaasser  A^^>,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  la  formule  (/}  ($.  17'*), 
laquellei  en  faisant  r= —  |,  i—^%  devient  >, 

^va-'— _v -. ^  e^  qui  iiant  substilue,  donnera 

/t^  1(0)  _  («'^aO^^^^^-f-eab"^        wj)  _  flaM^*-4-3(f4-a')^^" 

^^^ ~  in:^»")^  '     ^       -  (.-aV  ' 

Au  reste,  il  est  ais6  de  voir  qu^on  peut  toiijours  supposer  a  moindre 
qi^e  runil6,  pour  que  les  s^ries  pr6c^dentes  soient  convergentes,  en  prenant 
pour  a  le  rapport  -;  ou  — ,  seion  que  m  est  uhe  plan&le  inf(f rieure  ou  su- 
p^rieure;  rar  on  va  voir  ($.  i^^Of  que  dans  le  second  cas,  on  n^a  qu^a 
substitoer  pour  i^'>. 


(x)  Voy.  Thdorie  tiis  par,  sit.  des  ilim,  dts  Phn.  diins  Jcf  Mim,  dt  Btrlin^Ann.liZ^.  pag.  aSy.  ete. 
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'Oa  trouvera  pareiUement,   par  k  formule  (3)  ($.   171.)» 

g.   »73.  Si  on  diiKrentie  r^quation   (i)  (§.  171.)    par  rapporl    ii  a,    il 

.Tjendra 

X— I    aX  .-.»,  >       idft'^'    .  ,    36^ 

— ♦  —   OU  X     S  (CO8  fv  —  «)  =  o  -5 —  +- +  -^  -  Qps  tw» 

a       da  -    aa      '  '      ool 

i^n*  — X 

Mais  CO8  w  —  a~ ,  d'ou  Ton  conclur^ 

2a  sa  i:aa'aa 

Si  ron  aubstitue  X-|  =  ^t;^^^  rt-c^^^  co8  iV,    X-i  =  ?^^^^  4-A^'^  coaiw,   fi) 
(§.   1^1.),  on  aura 

-^—  zn-^—^c^'^ ^;  d*oik  Ton  tirerai  par  T^quation  (3)  (J.    171.), 

(7) .... .  ^-f-2  =  L±(i±i^^^  40)  -  ±tl  *«-*-«>,  part«»t 

^'  da  a(i— a»)  i  — a«  *^ 

oa  1 — a**  aa  a.aa 

Les  diflKrentiations  successives  donneront,  en  substituant  (7), 

/8)  J?^-'^  _  l(/>-lWfl/(i^0^»4-(/-n)(/H-a)a^  .C)    ,    (g/^.^fi^of»^     j,.^ ,) 

^^ *a»    ~  a»^i  — a»j»  "•       avi  — aV"'  * 

^9) -a:r- 

a-  (1  -  a«;* 

_   (fl /  -f-  i)  '  ?»  4-  a  —  (2  y»  -I-  5)  o*-f  (/•-f  11)  or^^    .(j^  ,) 

a»(i— .a»)* 

9i  on  diflSrentie  l^^quation  (3)  y^§.  i?'*)»  ^^  qu'on  substitue  les  valeurs  pr^cj- 
dentes,  on  trouvera 

(10) ^iT=-^k'  \  {'-(••'-5)«»-h('"-f3)«ni<«-(.H-7«^«4<'-^'>1, 

(") 3>-  =  Z57iz::v  y+-('+^H'-h4)«6  >    , 

(_  (  a*»— i-i-a  ^9-  ai«)  a*4-(a/*-i-3l)«*  }  «4<*^'', 
•t  aiiui  du  reste. 
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Les  coefficiens  b^^,  t^^,    iiant  des  fonctionff  de  ocy  on  pent  exprimer 
le  terme  gja6ral  par  b^^^nz^aT,  ce  qui  donne    -r-—  —KraT^^^—Kr^—^ 

Mai8  r^quation  b^^^  =R  -^  donne  -g —  =  Rr  — ?,s-  i  d'oiIk  il  risuUe   -^  -  = 


a 


-j.x-— •  On  troovera  de  lamdme  maniere -^— zz -7 . ^r — .-^-r^-T;— ^  -•-• 

x-^  =  -7-,   ^  ,  ■,   et  iiBsi  do  reste.    Si  l'on  substitue  ct%  valeurs  dans  lea 

diffiSrentipl^^^s    des  ^quations    (1)  ($.  171.),   on  aura  af  . — ^— = 

y  donc 


^      doL 


da  dot  aa  tfa'  d^  9a^ 

\.  a:i*      ac«      ,.  »^«'^)      a^'fl     ^ 


$.  174*  Let  formales  prfe^denfes ,  relatives  k  raclion  de  b  pbnfcte  mf 
sor  m,  serriront  en  mdm6  lems,  aree  de  legers  changemens,  k  d^terminer 
les  perturbations  de  m'  par  Paction  de  m.  Si  Ton  iromme  ^A^^^,  '^^^ ,  'A^^, 
'9S^,  ce  i|iie  derieumif  b^^,  ^^,  /iS^,  9S^,  rehtivemeot  k  \m  plMMe  nf,  it 
cst  aisi  de  Totr,  que  lcs  deox  dernieis  cMfficicDS  n^iproirrerosl  aocan  chan-' 
gementy    pareeqoe  le  trinome  o^-f^'"*^^^^^^— ^  reste  le  mtee,   si  ron 

diaiige  a  es  a%  a  en  a,  et  w  eii  — w.  II  (aot  oepeBdent  exeepler  A^'\  dont 

t^  a 

le  tenne  a  ajooter  ($.  170.)  derient   —    ao  lieo  de   — .  Cela  pos^y  les  iqoe^ 

tioas  (1)  ($.  171.)  donnenl  ) 

AiBsi  le  calcol  qo*on  a  iait  poor  In  planete  m,  s^appliqoera  a  le  plmile  n/, 
\  Taide  des  fimnles  soirantes: 

(r) 'A^'^—.*^^  'e^=«3^   'A^^=A<^\  '«<^=«<^  'A<»>=-I— ^, 

^'A^^  =  — A^\    i/'A<'>=i.— *««>,    a^-l^^^c^^. 


$.  175.  Poyr  ce  qn  Rgvde  la  lappofte  JifBwliclt ,   rtqsaliiMi  (B) 


y 
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^  =  -p5-  4- (a— «/costO L      »,    ^,  = jr—  +(<*'— «co»v)I.     '♦ 

d*oii  il  riaulte 

••TS-^''-??^ i^  +  ^     '=-B.ou 

Les  di^rentiations  successives  donnerqnt 

*^  •  573  ?  -  ~  *  ri -"*  •  d  i^  » 

^a^  38  ,     ,i3B  dB  ddB        .  ,  d3B  SB  d^B 

oa  dt!  '       da"  da'         dadcC  aa.'*  da'         dad^' 

,  a»B .  ddB  _    3»_B      ,     3'B -  aas  a»» 

ao^da'-"  "da*        "«7»'     °  '  dado'»  —  dada'        "do^da*» 

* *«"       adB  ,    ,»^B  ddB         a»B 

— ^^   ou   ^+a'^^,=-«^-o^-^^i,  denc 


^r.!*=-3 


^dB  d*B 

a 


^Si  Toa  fubatilue  suceestivement  les  valeura  qii'oa  auia  trouv^es,   il  viendra 


P) 


s 


^^** 


Sa  opjrant  de  la  mCme  manibre  sur  r^quation  (/}  (g.  169«),  on  trouvera 
y  m— .3  (a— -a['coaw)L     ■,    —-,=:•— 3  (a'  —  acesfv)L      ,  partanl 

#  7?+«  |^  =  -3L~'  =  — 3»,  d'o4  U  viendra 


L  1  V  11  E    V,    C  H  A  P.    IL                              sftS 
1  a  -r — ,  —  —  JJo  — fl  —  •       ft    — ^  rz  la  8S  +  oa  —  4-  a    ^ 

V       da'  ^a  da'         '  da<^flr 

11  est  ahe  de  voir,  qu'aa  verla  des  iqualions  (F)  (F)  (S-.i^o.)}   les  mtaies 
felatioDs  ont  lieu,  ti  foo  siet  A^'^  h  la  place  de  B,  et  11^^^  ao  lieu  de  S« 
Uangle  iv  ^taat  —y!  —  ft,  les  ^quations  (B)  (/)  ($.  169^)  doBEeromf 
les  rtiatious  suivsmtes: 

d  »i  _        ^B        de d«      ddB  ddB       ddB ddB 


^ 


^^^  d>B  d*B  d'B 


d.4'»  ^JLt»*  ^/t^  ^/Ifc 

Au  moyen  des  formolea  (H)  (1)  (K),  ob  peot  chasser  ks  dsflG^renfl* 
elles  ^\  dpf,  d€S  iquations  (C)  (D)  ($.  169.);  ce  qot  iUni  fkitt  U  suffica 
pour  lUrelopper  ees>  iquatioas,  de  cenoaitfe.  les  didKreotieUee  de  B,  9,  ^, 
par  rapport  a  a  el  fu  Pour  cela  la  diffirtatiatioo  des  <qnaf iooe  (E)  (F)  (/*) 
dooaen 

,dB  dA'«   ,    •dA*         .       idB       rd^A*^   ,    i^dA^ft         •        ^ 

X —  —  - -I- i cosifv.  — — "-——-+-- oosiw*  eu^ 

^"  '*^''"'=:-^V^co.rV;    ^=-1! A^'^sioiV;   |5=iflC/>sionK^ 

$.  176.  SulwtitaoBt  iiainteiwnt  b*  Taleasi  (H)  (I)  (IQ  (L)  daa*  Im 
iqnttMM  (C)  ^D)  ($.  169.),  et  &i«ons  ponr  abiisetp 

^-^•^-/•i-^-r  1-1^=/^  i-i^=i'"  tJ^^-t 
(5) }r'-\-i(^)*=h,  A^-A*"=#,   A»+A*"=|',  ^-^|-=:/, 

Geb  ftit,  r^fMtiM  (C)  iapmdtm 
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9A"»  „,  .  «•  ddx*»  «.  ^,  .  «♦  a»A*» 


•t  Viquatioa  (D)  pr«ndra  la  fonne 

(MO S'=?|-'J,^5«^«>-;^)(/+r)+7^/^{co.«'-e6.f> 

4-  il'  ^l  «(o)  —  ^i+l *^'^  cos  rV)  (» sifi  w  +  0' sin >|*) 

+  ^^^«^^^CATj^tf^  /-JcosiW+ifl^^^dsinw^  {cow-coi>H. 

D^veloppons  roaintenaht  les  fonctions  (s)  par  \b  moyen  des  ^qaationt  (e) 
($•  i^)?  ®t  observoiis  que  X  ^t  *<>^^  ^^  Tordre  des  excentricit^t ,  et  que 
fiat  consjquent  il  serait  inutile  de  d^velopper  h,  h,  ff\  au  delii  da  U  se* 
iotfde  dimennoB  d)e«  excentrieitia,-  et  f",  f',  •',  au  delk  de  la  premikre,  paree 
'4ue  dans  r^qnation  (M>,  h,  hf,  f^' ,  sont  partoat  mnltipli^  par  y  oa  #,  et 
f",f"t  pary  ouyp,  et  que  tf'  ne  se  trouve  que  dans  IMquation  (M'),  et 
par  cons^qit^nt  multipfii  par  le  carr^  de  rinclinaison.  Cela  posd  on  trouTera 

/■=  l^»— I  y  •  — 7(  I  —  J  >').•  08  (n- «o)+r  ( I  —  l-y^cos  (n— ro')  - 1  Y*c6sa(|ji— w) 

4-?  V  •  cotf  a  (a'  —  «O  —  S 73  coa  3  (m.  —  o:)  4- 1 Y^  cos  3  (n'  —  «'), 
/-=1  -.|  V+yCi  — |.Y")  CO8  (a'— wO  +  \i  »cosa  (»t'— «')  +|y5co^  (/—  «'), 
y=:i  +  arco8(a'  — «),         /"'=  1 -f  3r  co»  ((*'— ro),- 
#  =  7(a  — ■['y»)sin'(a  — w)  — 7'(a— l7»)8in(a'  — roO-i-l^ysitta^a  — w) 
^  I  f  •'siir  a  (a'—  «/)  +  J?  7^  sin  3  (a  -  w)  —  ^  r'  sin  3  (^'  —  w')  , 
/  =  aT  sin  (a  —  ») -j- ^'y  ain  ( t' -— tD')j 

-   y  =  i -f  Jr^-f ?V cosa(a'— «0  — ^'y^cosC)*'— 6l')+|r3c«>s3(^'— «Oi 
A  =  t -I- I  r»  +  a  r  cos  (fi' —  w') -I- 1  r*  cos  a  (n' —  «8')  i 
f' =  f + i  r*---r  (-V» -^-r*) -1- (r* -I- J,  r*  cos  a  (fi' —  tO +«*'y' cos  a  (»1 -"-«)' 


2 


-f  a? -i^r  {oos  (n' —  n  —  w'-f-tB)  —  cds(i*'-fjt  — «'—«)} 
— Ji' 'y  3<cos  (;i— ») — cos  3  (n — w, j  -  (|  «*•>  j>y3|e«s  (»fc'«- «0— «»•  3  (^ — «0} 


tlVRE    y,    CHAP.    JI.  taj 

4- 1 «^  ^V*  Y{coB  (/  —  a jx  —  ©'-f  aTiJ)  —  coa  (ju.'  -f-  2 jx  —  i»'  —  aw'} 
-f- 1 /^  7  y^^co»  (2/ —  I* —  2©'-|-Tiir)—  CO8  (a  jx^ -{- fik  — aw^  —  vs  y, 

A' =  I  +  a  >'• — »^  (>' 4- ^^;  +  i»'^' C08  Cji' —  oO  4- 0* -f  J)  V*  co»  a  O*' — taO 

g"=  1 — ^  cy^+r^vfy.-o»  (»/—«')  4-  (j + ')  -y^cowoi'— «') + i'  «y*co»a<M— ») 

4- ^  <"  ^yV  {co«  (n' —  fi  ^  tij' -f  tt)  —  co»  ()/-}- n  —  o' —«)}. 
Si  1*011  donne  2l  l'&]aation  (M)  cette  forme , 

S=   r.A<'>  +  A.«-5^-f  e.a   _^_  _|- A  .  a3 -^  ^-y. 

j^-  A(i>  I  X.       *A<*>    ,   -     .WAtO    ,     .      aa?A<.*>> . 

+  J*.A«^4.*.a^^+-ft.a«^*^^,»iniV, 

0&  anri,    en  di^veloppanl    lea  produiU    des  cosinus   ^n  cqi^iinus  dea  angles 

■loltiples, 

_  • 

-+-y(i—  iy»)co«(^.'— w>-y»co»»(^'-<B>i-4ycc*»faW>. 


A=  J-/Ari-^7»+y)-j.  y(i-|->*+^  V  •  co'(|x-w>».  j'V'(i+>«+|.7"}c«.-(u'-«') 
~77*cos2(a— wJ  +  T-^V^^cosaCix— oj)  — y'V7'cos(/— j^— ^-j.«) 

--j7yco»(/+M— «'—©)  — ^'V^co«J(a—fSj)4-^r3coi3y—«^^ 

— j-y  yco»(x'  —  a^ — «'-^aw)  —  «7-  /*yco«(^  •4'^*»'  —  «^— aw) 

6  4 

—  j-7  y"{  0«  (1  ft'  —  fi  —  a  W'  -f  BJ)  -j-  cos  (».)*'  -|-  ft  —  aiB'  —  a)}  ^ 

e  =  l/*/^  =  ^,7*  +  y*)H-j>*cosa(^— ti3)+5-y*coaa(a'  — a^ 

— r  ^vy { •o.s  ('x'— ft  ^iB^-f-ir)  4-coa  CM'+-fi— «'— ©)}  -  g-  7  ("V^+^^V''}  co^(tt  — «) 

+  i'^0®'^*  +  7'^)<^C«*'— '04-7V'cos3(a-r-»)-lr^r'3cos3(a^ 

+  ^7^  r{=  os  (x'  —  a|i  —  « -f  a  w)  4- cos  (^'  4.  afi  —  0  —  atB)J 
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4-~'y*'V-{co8(n'— afi— «o'-|-a«5)-f-cot(ft'4**'*~"*'^ — **'^^ 

L-y^^icos  (aK  —  M  —  aw^-f- w)4-  C08  (an'-f-  fi  —  *«'  —  «)}, 

S'^!/'^'^:!—^  (Y"-|-y»)  4.i'7«eo«a(i*— w)-|-~-' r«co»a(^'— w') 

-j- 1«  ^y  cos  (n'  —  n  —  w'-f  TO) — i*'yy  co8(ji.'  -h  K — pj'— w) 

—  |l»73|c08(K— «5)— C0»3(,l-W)}-|-iy(l  — t-^T*-!!^*  y»)C08(^'-W') 


-f.  liiltiys  C08  3  (^'  —  w') 

4-^7*  ?'  { 7  C03  (ft'  —  a  jx  —  C5'  +  2  ts5)  —  3  coa  (/  -f-  ^fJ^  •"  ^  —  *®)J 

4-^  ^y*  -{008  (aft'  —  ft  —  ato' -f  «3)  —  co» (»fi' -|-  Jt  —  »«'  —  «)}» 


2  =  i/A'  =  i(7» 4- y»)  —  i  7  ('i  —  i^  7«  —  iii=l^  y»)  co»(n  —  «) 

4-i  -y'  ^i  —  (t«—  O-y'—  ii!ll2  7»)  C08  ()*'  —  w')  —  i -y*  co»  a  (a  —  ta) 
4-j7''co»a(^'— w')—.ivy^cos(;A'— ft—ts' -f- «5)4- co»(fi'-|-fi.— «»'—«>)} 

—  ii!+l  73  CO»  3  (M  - tB)  -1-  iil±il  y3  C08  3  (h'—  WO 

— 1!±!  'y''yco8(fi'— aft— n'-j-a«B)-i-  -  '* ~"  -y^ycoa^M.'-!-»!*— «^— a«) 
+*  '*.""   'V''y'*co8(aft'— -»1— atg'-|-ti8)—  ^  '*  "*' ^ yy" C08 (a ft'-f- ft  —  a w'— g), 


*=i»g"ry  ^-ii^T^-^^V^sinCa— tB)— y  ^_<«7'— i~^y»)8in(fi'-«0 
4-|  7*810  a  (fi-.t!j)  —  I  7'*8in  a  (^'  —  tsj') 
-|-ivy{»in(i*'-f  ft  — to'  — tB)  _  iin  (/ —  ft  —  tB' -f-  id)} 
-f--^ — 2 — 7'  8in  3  (,a  —  tu) — —  y-»  8in  3  (n'  —  o  ) 


a4 


^±7a7'^(8j*-|-5)sin(n'—  afi— tB'4-2iiJ)4  (8/*-i-5)»in(fi'-)-afi.  — tB— 4w)^ 


«»-H 


4-—^  7y*itin(afi.'4  ft  — ats' —  ta)  —  »in  (afi' —  fi  — atB'-f- tc)f, 

ft 

^•^i*//"^— i-V^sin  a  (ft—tB)— i  7'*»in  a  (a' —  «bO  +  77'»in(fi'-|-fi. —«»'—«!) 
^_  ^-^(jTO.^-SY'')»!^  (h— «is)—  i:y(8>«-|--7'^)sin(fi'— tc')— ^7«»in3(^-«i) 
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16 

a=i-«y*=:  j-y  (v^  4-  aV) «« (»*  —  ») — J-v  (»>'  -{-'y)«n  (a'  -  w') 

-f  L -V^  sin  3  (^  —  tD)  —  i- y3  sin  3  (n' —  taO 

-I-L7'  */  {$in  ()*'—  afi  —  w'  -|-  atsj)  —  3  stn  (n'  -J-  aft  —  W  —  »tB)l 

8 

$.  1^7.  Les  coefficiens  STi  2,  0,  A,  contiennent,  outre  un  terme  con- 
stant,  les  cosinus  des  dtffiireiia  anglea  qui  r^anltent  de  la  combinaisoa  dea  deux 
anomalies,  m — o,  nf — w*;  et  *,  •*",  li,  renrerment  les  ainua  de  cea  anglea. 
'  £n  d^signant  donc  chacuA  de  ces  angles  par  t|y  -i}  ^tant  =  o  dans  le  terme 
constant  de  •&,  etc»  et  aobatituant  iT^coai^,  S/cosn,  0'coais,  A'coai|| 
^'ainti,  '4r'ainn,  A^ainiit  au  Ueu  de  S^  2»  etc*  rdquation  pricidente  ($•  176) 
prendra  ia  forme: 

c        1-     aC#)J_a        ^^"^    I   A     ,daA*w    ,     .       ,  d»A«> 

*  da      '  da*      '  d«» 

+  p  J^^^^+r.a  —  ^-©'.a^— —  4-A'.«3__^coaifvcoan 

4.^*'J^^^>  +  ^'.a  ^  4-Xi^a^  ^^LsiniV  ain  y|; 

oil  il  fiiut  mettra  aacceaaiyemeBt  k  la  place  de  iS^,  etc.  le  coefficient  db 
chaque  terme  de  £*»  etc.  qui  eat  Conction  dea  excentricit^,  7,  V,  et  k  ia 
place  de   n  cel^^  ^^^  anglea  1)1  auquel  appartient  le  coefficient  «S^. 

Comme  1  a^^tend  indiffi(remment  aux  nombrea  poaitiCi  et  n^tift,   el 
que  coa  (—  i  w)  =  cos  iw,  ain  ( —  iV) = —  ain  i  w,  (—  1)  ain  (—  1  w)  s=  i  ain  inv 
en  aura  g^niralement,  en  d&ignant  par  /  lea  valeura  poaitivea  de  i, 
eoafw  cos  n=  *  coaTsv  coa  n=  cos  (n  +  ^^}  "h>^^  (^  ~  ^w')/ 
cosiw  ain  n  =  3  cosi'w  ain  n  =  ain  (11-+"''^-)  "f"  ■''^  (^1"^^)^ 
I  sin  iH»  coa  n  =^  ^  »in  ^ w  cos  n  =  «"^  •*»  (n  -f-  ^tv)  —  /^  ain  (>|  —  rw)/ ' 

t  ain  iw  ain  n  =  ^i^  wn  ^ w  ain  n=  —  T  coa  (tj  -|"  ^^^  "f"  '^  «>•  (^  ~ ^^J- 
Dana  le  aecond  membre  dea  quaire  iquationa  pricidentea,  le  premier  terme 
ae  change  dana  le  second^  ai  Ton    donne  kf  une  valeur  n^tive:  par  eoa« 
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s6quenf ,  si  ron  fait  i  en  mAme  tems  positif  et  n^gatif,  ce  qui  doit  to  fiiire 
($.  170.),  le  second  terme  sera  iJijh  renfermi  dans  le  premier,  et  il  ne  res» 
tera  que  ce  dernier:  ainsi  les  quatre  ^quations  pr^cidentes  deviendront : 

ros  I tv  cos  7|  ~  cos  (mv  -j-  ifj),    cos  iw  sin  11  n  sin  (Iw  -f-  **!) t 


t  •  •  • 


(') 

C  i sin  iw  cos  y\zizi sin  ('\v  +  >))!  i »in  1  w sin  i)  =r  —  1  cos  \iw -|- 1|)« 

La  prenii^re  el  la  dernibre  des  formules  (/)  donneront  4  Tiquation  prfeiden- 
tc  cette  forme: 

C^) s  =  r .  A^^^  +  A  .  tf  —  +  e  .  fl*  —  —  4.  A  .  «3  __. 

((Sr  —  1 4^)  A^^>  +  (S'  —  i*^)  ni^^^^ 

+  COS(MV+tj)^  ^,  •.] 

Op^rons  de  la  m^me  manifero  sur  T^quation  (IVf^)  ($.  176.),  qui  ne 
(doft  klxt  d^velopp^e  que  jusqu^k  la  premikre  puissance  des  excentricii^ 
£n  GEiisant  donc  pour  abr^ger, 

0 = cos  (ft' —  h) — cos(ft'+ix— all) 7cos(|x' — uJ)  +-7cos(ft'  — aii-f"*) 

+  2  y  cos  (ajfc'  —  jx  —  w  )  -j — 7  cos  (a  + 1»  —  a  11) 
—  -7  cos  (im'  +  ajm  — w  —  all)  —  a7'ros(2ft'  +  fi  —  is/  —  all), 

©=—  -7co&(ft'— fS5)+  -  7'cos(ft— tD  )  ^  i7cof(u.'— afi+tt)+  i  ycos  (aft^-ft  -tO 

+  l7cos(|it'  +t0  — an)  — i7'cos(M.  +  iiJ'  —  aH) 
+ 1 7  cos  (ft^  +  a  ft  —  tu  —  a  n)  —  -  y  cos  (  i  ft'  +  ft  —  «'  —  a  n) , 

J^=i7«in(fA'— «?)— ysin^ft  — tsj')— 7sin  (ft—aft+tRj)— Vsin  (aft'— ft— w) 

^.  7  sii)  (m.'  +  ta  —  a  II)  —  7'  sin  (tt  +  ts/  —  a  n) 
—  7sii^(>t'  +  aft  — ©— all)  +  ysin(aft'-+ft  — 1/— all), 

IVquation  (M^  prendra  la  forme: 

+  -  aa'  sin  itv  .  4  •  H^'^! 

o 
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d'o&  Foa  copclurai  comme  ci-dessvs,  en  employant  ^a  m6me  Mfation  dont 
noM  ndui  sommes  servis  retativement  k  S, 

OT ^'=T\^{l*"'-i-.)  +  l^--!r\ 

9'»  ®^  Sti\  ^tant  les  coefficiens,  6i  V  les  argumens,  des  diffiirenB  termes  de 
9»  &>  ^>  qui  seront  successivement  substitu^s. 

$.  178.  II  fkut  maintenant  divelopper  le  terme  r  f—j  :zz  "^'^(j-J 
+  m'««r(||^j  ($.  168.  (A)).  Sa  premifere  partie  devienl  A^ a  /i|V  si  les 
excentricit^s  sOnt  nulles  ($.  i6g.):  on  trouvera  donc  sa  v^ritable  valeur,  en 
substituant  dans  T^quation  (v.)  ($.  169.^  '^  (t-)  ^^  li^»  ^o  S,  et  ^  (t-') 
au  lieu  de  B.    Cela  pos^,  il  est  ais6  de  votr  par  les  ^quations  (H)  (1)  (K) 

i^)  (S-  i?^*)»    qu'il  &ut  mettre 

a  —  au  heu  de  B,        t^  -ro  —  -  slvl  lieu  de  — . 

»ddB    ,        d«B         ,.^    ,    d^R         5a»B    ,        d*B         ,.         .     d»B 
--— -  4-  a  r-^  au  IiWi  dc  —  - ,      -^—7  +  a  -—  au  Iieu  de  -  -  , 
da*     '       da*  ^a*  •       da*     '       d  a*  da»  ' 

a  ——,  an  liett  de  r-7,        t-w  +«  t-vt-/  *«  ™tt  o®  :r-w» 

d*B  ,.         ,      d^B  d»B        ,  d*B 

au  lieu  de  —^  .       '^""^^  + «  ^^,^  .^  00 


dada'»  da'«'        da^<i?»  ^      da«i>a'» 

6    dB    ,    i8a    ddB    ,    9«»    d>B    ,    a*     ^B        ,.        .       ^B 


a'»    da  ^   o'»     ^a»     '     a'»     do*  ~  a'» 


au  lieu  de 


^a*  ^ada'»' 


9d'b      .          d^B                       6    ddB         6a  d^B        a*  d^A         ,.        ^       d^B 
— — — ^  +  a -r-— —     ou   ——,*'zr-z 7*T~: —  '/* ^^  au  Iieu  de  ^  ^  ^  ,^ 

•5S5i^    ^'^    -5>i«j;r-i^^TaT-i5r.-%^-^r,-,i^auIieude^, 

ddB  f         dA<<>     .     .  1-       j     ^P     i  j  ^® 

a  T— r—  ou  —  a  — r —  sinitv   au  lieu  de  —  et  de  —  r-71  ,,.% 

i»       aA^'>  ,.        ,     ddB       ,    WB         ,    .  d^B 

—  —  a  -i^r —  cosifv  au  Iieu  de  —  •  »    de  -r-a,    et  de  —  \    <   n     " 

t»    9A^>    .     .  ,.        j    a*B       ,  d^B         ,      d»B  .  ,  d*B 

— -a-- — siniw  au  lieu  de— -,   de — t^-7>  de        *  -,  etde— — ;-. 


Aa  moyen  de  ces  substitutions  T^quation  (C>)  donnera 
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Saisooa  pour  abr^er, 

T  -  ^  (/+/0 «» = 'S*.    -^  (A'+ jrr'0 = 's, 

i  (*+  T^-^'-  ?  «*)='*.  ^«(/+/')  =  '%  ou 

!•  =  I  (a^.7«+  V»)  —  J  7  (i  —  I  7«+  Ly-*)  co»  f^-w) 

^_y^^_l7»-l-ir»Vo«(n'— «')— l-vxosaCn— w)4-|y»coi»(|i'— w') 

0  4  4- 

^     Y T^  {  €08  (i fi' — M  —  aw^-l-w^-f-co^^an^-l-fi  —  aw'  —  xa)}^ 

'A=j(7vy')-j7(i-hi7V^y«)co8(^-fij)-hjyA+^y+^^ 

4-y^co8  a(H'—  vi")  — rV'  {co8  (fA  —  ft  —  w'-h w)  4- C08 (|i -f. ft—  w'—  m)\ 
^--^73co8  3(^— ©)•+■— y3co8  3(|*' — t»')  — T^V^yco^^fi' — afi-J-t0'-t-acj) 

1  i5 

—  -  7  Vco8  (fk'+  afA-.fS^^«j )-  --  r/ *  {C08  (af&'-|i--a«3  +  w)  -h  C08  (2M^+|A  -a«'-»)}, 


»  . 


LiyiBV»CHAP.    11  9^ 

%  =  J  (  • -t-lr*) -f- i  Tf*  cot «  fr — •) -t- i  y*  0«  »  Oi,' — •> 

^  1  vy  I  coi  (li'— li  -  «--1- «) -f- co«  V-t  * — • — •';f 

—  i^YfSlr^  i4V»;co«ri^-w)^-  i  y(8<V*-f5y*)co»r|i'— •0-1-  .^'V^c^iJCl^-MII 

-^  I  y» C08 3  r»l'*-«>+.i7«/|00i(|i'— »|l— «H-»«)-f  co«V-t-*|i»-«i^.-«w^ 
—  |i  Yy»  |C0«  (»|i'- i^  —  »«'-P  •)-+- COO  («|l'-|-|l  —  ••'.-•,>, 

«rrri  ^-(.i-^-OCyi.y»)^--  i-yi^-f-C^^-iXST^-^y^^ootfii-^ 

^-y  J .  _  !f:pj  >.  _  iXiilzl)  yi  ^oo.  (,i'-^0  .t-!J^>*co.»ai-«) 

-*- i^~  7 « coi »  Oi' — •O -i- (i»  —  i W  00«  rii' — ii — •* -t- •> 

^  (i» -I- i)  «yy  co«  Oi' -h  ^— •'— «) -h  ^-^^^^  I»'' 00«  3  0»  —  •) 

'         •  v'"         '  '  «  ^-^-(Ji»— a)coiOi'-|-an— •*— »«B)> 

+  5>V*<N»»*'-  5)co«(a|i'— !►-»•' +«)—5(3i^i)co«(an'-|-ft—aflB'—©)^, 

'z^i (7*-t-y^ -  •  «y  J.-i^ ->•- i^  y»| coi(,i-«) 

^l  y  S ,  _  l^nZ  y»  _  i^-lfl  V»  ^  cc  (fi'— •') -I- y»  co«  »  Oi'— «^ 

— y/ 1«»  0»'— |i  —  •^ -H  •) -|-co«  r|i'-i- n — •'— w)^  —  i~^  ir»  co»  3  (ii— •> 

«•  •         C— (»i»-|-i)co«(ji'— an— •'-f-»^y> 

-f-  g  -yy"  { ''ai»—  1 3)  cot  (a/— |t— •«'-^-•^ — (6i»-|-i  3;  ooc  (a|i'-|-fiP— »•'— «)|., 

'♦  =  >!.  -5^7a_«^y«  i,hi(^_«)«y  I  i»^y»-^y«lMi(,^_q^ 

-J-  il^fwa(fi-«)-*iy'mna(|i'-«>-iY/|iniiOi'4#-«'--«)--Mii(|i'-#^4«^ 
-j.  i^pi -yS  ria  3  (^  _  iB)  _  l£±!»  V3  ,ia  3  (/ _  «'} 

-*-  ;J  'VV'  K»'*4-33)«ii(a|i'-|-,i_a«'-«)~  (8i»-|-^)8«(an'_|i-««'4«)^, 
•^ = —  i  >••«  a  Oi  —  •)  —  i  "J^rin  a  (,if — «0 -f  ry nn  (^'-1- »i  —  «^— «> 

-t-^Y^ti-y.i-idy^uio^KAycifry^-^-sy^naOt-vO-  4>'ma  30i-«) 


^  ASTBONOMIEPHTSIQUE 

+  1  7  y=  U  ain  (a-fk'  —  *  —  ao'  -f  w)  ■+•  3^  ain  (a  ji'  -|-  /i  —  sl  W»  —  w)^. 

JHp  aiBt>b>«nr  bf  ibteM  Aotatton  ^e  cfr^Mus,    entorid  qae  T^fcom', 
f*  = '♦' sin  V»  etc.  on  aura  par  les  forniules  (<)  ($    177.)» 


aa« 


4 


^^^'VrS'-/'r)a='*^'^'" 


«     CS'- .•'*')  a^  +  rs'-;'r)a=^r7 

?i-('^-'«')-^TT.-   +^'-'t.^) 

A  et  ^dyHnt  les  itiinei  valeurs  qiie  ci-dessu^  (^.  176). 

La  fbaction  S"  ^S*  i^   C^  ))  devient  |  S'  6,   ii  le^  excentricit^  eont 
^illes:    tan  aura  dbnlD  dans  le  mtoe  cas 

rf^— )  =  -[95.-    +6   ^-)=C, 

^oA  Ton  conclura  ia  valeur  gdn^rale, 


\du'J  ~  »     da'     dii~  i         d^[d?~a      Bia      <i<f  ~  ik  ^ '  daba'* 

/aCv  «     d»      <**.««'      ^^*      .    «     **'      ^^     ,    «  c      diV 

\  *—  j  nzi  «^   •  — —  -   •         -+-  —  ^Q  ,       t         — f-  —  •  •  — —  -*•  —  P  •   ■         -  — 

\d\kj  a      da      ^aa  da^o.        9      da      c^a^a         da^jUi* 

^  on  subsfittie  da<is  ces  fbrmnles  les  valeurs  (H)  (I)  (K)  (L)  ($.  i^S.),  il  vieddra 

(?«''*  -  7;  +  i  «"'  «o»  "v)  C/-4./'; 


^ 


--r+''-i-'»"»')(V+/)| 


1-  J^IICV 


L  I  V  R  E   y,    C  H  A  P.    II.  ^93 

w  <tant  =|fc'— f4,  ct  4/=/-|-M'  — ^n.  En  mettant  ii  la  place  def,f%  t,  if^ 
lenrs  Taleurf  ($.i76.)f  d^velopp^es  jusqu^it  la  premibre  puisaance  des  excen- 
tricit^,  employant  les  mtoies  dtfnotations  que  pr6c6demment|  et  faisant  podr 
«br^er, 

*§  =  j  cos  w  —  y  cos >|#  —  —  'yfcof  (ft'  ~  Tss)  --« cos  ([«.'  -f  tc  —  all)} 

4  "T^V^co*  y  —  ^ftH-®)  —  cosOi'4-2M— w — all)} 

4-  7  y{cos  (a|i'  —  fi  —  wO  —  CO8 (a|i'4- M  _ w^—  all)} , 

4 

tH  =  i^fcOS  (M'4®~*fi)  "♦•^^^^^^+^^"® — all)— C08(f»'— W)— COS(ji'— 2)1-+^)^ 

4.1y{cos(f*— f»')4-  cos(2|i'— 11— X»')— cos  (fi+oJ'— all)— cos^afi+fi— w'— allf , 
'J^::z-7{sin  (|i'— «)— sin  Ot'— a^+tsj)— sin  Ot +-2^— w— 2ll>4siii(f»  4t'5— .all}^ 
4- 1  yisin  (a|t'+^— w'— aJJ) — «in  (fi+W^—an) — sin  (ft— w>-sin(aii'— |i— «j')^, 

o 

cn  trouTera  r^quation  suivantey 

*%\  '%' ^  ^tant  lea  roefficiena  da  cosinus,  et  %'  ceux  du  sinua  de  ciiaqui) 
Mgle  t|'  qui  entre  dans  les  fonctions  %  '®.    Sj. 

$.  179.  Les  ^quations  (N)  (N')  (P)  (P')  sont  un  ripertoire,  o4  Pon 
trouvera  toutes  les  in^gaiil^s  qu^on  se  propose  de  calculer.  En  effet  ces  ^qua- 
tions  donneront,  par  la  diOi^rentiation  vulgaire,  la  fonction  (dR),  et  par  nine 
intdgratioB  facilei  ies  autres  quantitda  qui  entrent  dans  les  <quatioiis  lV«-nVil 
($•  ^^7-)f  lesquellea  renferment  toutes  les  in^lit^  du  rayon  wcteur,  de  la 
longitude,  et  de  la  latitude.  Comine  la  deini^re  ^e  ser^  jpaS  d<veIppD<e  ici 
au  delii  de  la  premi^re  puissance  des  excentricit^s  et  des  inclidaisons ,  noua 
commencerons  par  r^qualion  VII,  dans  laquelle  il  faut  mettre  runit^  k  la 
f ttee  de  i  —7%  i  —  *%  et  cos v.    Cela  pos4  Uquation  VII  devieQdni 


0 


j 


•9^  ASTRONOMIEPHTSIQUE 

o^m^is  +  na  sin  vfrcosv  (3—)  9i  —  nacosvfr$inv  (y- )  9i, 

_j  itant  ~.  +  -j  (^-Ij  =  -j:,^ L__i  (§.  ,58.  157.  (d)  (,)).  Tow 

les  termes  de  r^quation  pr^c^dente  6tant  multipli^s  par  z^,  nou^  ferons  rzza, 
^—d,  v  —  ^^  v^—\L^  \L  et  ^  ^tant  lea  longitudes  «ur  roxbite  de  la  plante 
nt.  On  mura  donc,  k  cause  de  2=:o  (§.   167.), 

^^^'«'(ll-p).  el  l=(o>+o'»^afla'cois.')-'=»  (S-  .67.169.  C/). 
partant 

\Y}  —  —  m'z9*}  ce  qni  change  Nquation  prjc^dente  ea 
VIL    o  =  (5  —  na^  sin  fi/^  !6'  d<  cos  (i -f- na^  cos  fi/s'  S'  d/  sin  |iy 
d  jtant  =1/*'  (S.  167.). 

Soit  {Fig.  4i.)  YIE  IMcliptique,  lA  le  plan  de  Torbite  de  m,  tm 
celui  de  Torbite  de  la  planite  m^,  supposte  en  S:  abaissons  les  perpendicii- 
kires  SA|  Sas,  sor  les  plans  lA  et  IE«  Cela  pos<  on  a  z'zz,a's\nSh^  oa 
jt^zza.SA,  et  dans  le  triangle  SaA,  sinSA  zzsin  SaA  sinSa.  En  nom- 
inant  ^,  ^,  les  inciinaisons  des  orbites  m  et  nt^  relativement  4  r6cliptique, 
€u  leurs  tangentesi  le  triangle  la^  foumit  Tjquation  €osSaA  =  lcosIs, 
d^oiH  il  suit  sinSaAm»  et  SAzirSa.*  nous  avons  donc  z^zzt/  {Ss — as).  Les 
triangles  las  et  iS^  donnent  les  relations,  tgasou  asr=:tfsinIsetSs=/sini#, 
foik  Fon  tire  dzzJijf  sinis  —  ^sinl^).  En  noaunant  donc  J,  y,  lee  lon- 
gitudes  des  noeuds  ascendans  des  orbites  m,  m',  sur  r^cliptique,  et  mettant 
il  la  place  de  |i»  M%  les  longitudes  sur  r<cliptique>  vu  que  leur  diflSrence 
•st  de  la  seoonde  dimension  des  inclinaisons»  on  aura 

/so^^/sin^n'— JO— <ain(^'— J)}=a'{(^— y}sinM'— 0>'— p)cosM7t 
«n  fiusant  pour  abriger,  IsinJrzp,  lcosJ=:9^  ^ sinyzzzp,  ^cozi' zztjf. 
En  di£Krentiant  T^quation  Vlly  on  trouyera,  k  cause  de  dfizzindt, 

•  =~i^— n^a^cosn/i^aarcosK  — «^«"«ttM/^iB^d^wnMr 
tt  la  aeconde  diflSrentielle  donnera 
o  =  iilJl^n3a»sin|i/s'a5'3/cos|»  — n3a*cos^/«'ydis 


L  I  y  1  I   ¥,   C  H  A  P.   IL  y  wgl 

Si  en  «olMlitae  la  ▼tleor  de  Ss,  titie  de  r^aatien  VU»  il  nmi» 

o  =  i|i-i  4- B«  «r,  _  „•  «•  ^  j8'.l 

Sobstitoons  maintenant 

i^=«'{(/-y)5iB/-0>'^p)cO.^K  »'=I|(<«).- J.^-|««>C0.  iV  ($.i7o.(r)V 

t\  noui  aurons,  par  les  Eormulet  (/)  ($•  177.)]» 

-  ^*  o»  rt' «««{(/  -  y)  sin  (iV  4-  n')  -  (p'  -p)  co.  OV  +  |t')|. 

$   180.  Lps  ^qoatioBs  TV  et  YI  ^.  167.)  renferment  encore  1«  fbn- 

diOTB  i^^,  If,  jj^^^,  jT^^fiJ-  Po»'  >~  direlopper  joi- 
qu*a  la  troiiitoe  diaienaian  dei  exeeutricil^y  donnoiif  anz  peffUii|>ations  da 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude  ($.   ]65.)  cette  forme, 

(£i) m^^rirm^a^ii  +  ii^  +  tt^-l-Of    /»'ffv  =  m'(U-^U'4-U''4- U"Of 

le  nombre  des  traits  indiquant  reirposant  de  la  puissance  des  ezcentricitlSy 
par  laquelle  rin^galit^  est  multipli^e.  U  suit  de  tt,  en  substituant  r^rza-^-Ar 
(S    169),  et  {aisant  ^=e,   ^^f-, 

(^  riquation  (<;)  ($.  169.)  donne 

f=ilr^  — 1f(i--|7*;cos(|4  — w)  — i7*cos2(^  — «r)  — jYtc6s3t/i-^s^^ 

f^^-T^  +  ^Vcos^^/i  — w)  — i^^fcos^fi  — w)  — oos3(^— «J)}, 

e^  =  —  -  >3  eof  rn.  —  «)  —  i  T^  eoe  3  (|i  —  a;,  parlaat 

,.  (i-|-f)-*=i  -t- j^^i-^^Ca-hl  'y*jcos(,i— wj-i--  •y*cos«(ik-w>-(-  ^  'y5cos3'^|i-.«), 

^'oft  U  r^tte 

'03 ^r«'{i+-'v*+'y(a+|'y*)cos(H-«,+-'y*cos«(i«-«;+^'y»coi3r,*-«;^ 

-f-i/^ii--y-f-»7cos(fi— w;-f*-'V*cosa(|i— «^^-"''{"'t-^^^cosrM— w^^ 
y>n  (rouTera  de  la  mtaie  mani^re 

3S 


•gp  ASTKONOMIE    PHT8IQUE 

Or   ^  =  7  (i  — j7»)»in  ''f*  —  ta) -f  7« 8in  ■  fA  —  w) -f- 1 73  ,in  3  Tii  —  w) , 

-,^n  =  V  (i  — .j  V=;  co^ (fi  -^iaj -f-  a-V* co« *(p—V) -f-^ 73 co.3 (n— w); 
toik  Von  tirera 


4  «  » 


/  —  ^  7*  co«  i  (>i  —  mj  —  -  'V^  co»  3  (fi  —  «5  \ 

-}-  -~   4  /  f  1  —  j  V*;  sin  (i»  —  13)  H-  7*  5iD  a  fft  —  «) ^  ;  '>'^  «In  3  (|ii  —  id;^ 

-t-  ^.^'  ( y  «in  Cp»  —  w)  -t-  7'  «in  a  Cn  —  «J)f  -|-  —j-  7  sin  (n  —  w) 

•^-«{7  (»  —  3  >*;  co«  Cl*  —  w)  +  a7*co»  a  'fi—  cj)  -^-  y  7'  cos  3  (fi  —  w)^ 

-if-  tt    {7  C08   |t  —  CJ)  -1-  ^y^  C0«  a  f^  —  CJ;}  -^  w'' .  7  co»  (»1  —  ©)• 
,0a  trourera  par  le  mime  proc^d^, 


r  .d  S^r 


;jr-  =  (>+?)  f3«  4-  3«'  ^  8«/')  -I-  ^tf*'. 


^r.dr 


yti--7*)  ii^«dr        ndf  *^   ^^  «dt  ~      ndl      ~      nit     " 


•t  si  OB  •obatitue  les  raleuri  pr^c^dentea  de  f  et  de   — ^^^ 

^  a__     ra*'-i«    ^«^i-^'V)-'yra-t-J;7»)co.(n-w)j 

^-' y(.-7»)'n««al-»d/    )_^.co.a(^^«)-jY3co.3(,i~«c: 

+  ^  {a( •  -Hy">--«7co8(/ii— UJ)— 7"co«9(n— w))i- ^-  ^  i -  7co»(m— w)}-}- ^  j 

£4] ^^.^^rru-^K.-hHVnC^-wm-ina^H-wH-f^WC^-OJI} 

f  -|-i#'7^»iu(|»— w)-t- 7  »iaa(|»— •)}-!- «"^••'^(l*  —  ")♦ 


LIVRE    V,    CHAP.    U..  ^ 

SabititaoiM   mainteniiit    les  Talears  [i],  [3],  [3],  [4]  »    dans    les  ^qualions 
I^f  VI  (J.   167.)»  q«i  prendront  cctte  fDrme: 

IV.  o=^J^{i+i7*-7(i-57*)cos(g-TiJ)>    7*co&a(fi-i»).i'vScos3(fi--t»)f 


+-^^{ «+ ;  7«— 7co8(fL-aj)-  ^  7^coia(ft-i0)}-h  ^^^^  { i-7coa(f^r3)}+  -^^- 


sm^dtt 


i-  -;j^{V(i  — 5  7^)sin(ft  — «)^7»8in2(^-w)-t-i73sin3(?i~w)f 


jy-  {>  8in  (jx  —  «)  +  7*  ain  a  (ft  —  «5;J  -| r5T"  ^  •***  (>*  ~  ^) 


n 


iidt 


VI.  «' (U -}- U' ^- U" -f  U'")  = 

to'b{V(i  -t-iT^^sin  rn  — w)-f 'y*8m»(n  — «)-f  |7S8in3(n  — «)f 

-^n/u' {yain  (ji  —  w) -|- T* .in  a  (ji  —  w)} -|- iw' u" 7 sin  (^  — «) 

+  ^^  <•  -|-'V»~'y(+ J-V^^co^rM^w^-l-y^cos.rK-w;-  l^y^cosS^ft-W;! 

+  W  {'+'^-'^«»('»-«)-  J  'V»co.a(^-w)}+  '-=!?-  {,-7co8(H-«;H  ^Tir 

+  «««(! -l-i'v«)/r(|^)a/  +  3««(i-t.i7*)/a//(aR).     ' 


3o6  ASTHONOMIE    P  H  T  S  IQ  U  E 


5SS55SSS5S55SSSS5S5SSSSSMMSSiyiSB5S3il^^B^^37 


CHAPITRE      III. 


Inegalites    indipendantes    des   excentricUis   et  des 
naisons,  etceUes  quidependent  deleur  prendkre  fmssanee, 

$.181.  JXepreaoDs  r^qaation  VII  ($.  179.),  et  obaervona  qtfellere&- 
ferme  la  difliirentielle  nd^=:dft,  sans  celle  n'd/  =  dft'.  Son  int^gration  aera 
donc  plus  &cile,  si  Ton  y  introduit  Tangle  ft  au  lieu  de  ft',  ce  qui  est 
aisi  par.la  mithode  suivante»  dont  nooa  nous  servirons  anssi  pow  aimpli- 
fier  les  ^quations  IV  et  VI.    Faison^  ponr  abr6ger, 

»*a»«'^ia<»>-p;^  {(^-9)sin^'-(p'-/,)cosMl  =  Y, 

5  a»  o'  «<»>  {(/  —  q)  sin  (/ w  4.  ^^)  _  Q»' — p)  cos  OV  -|.  ^i')}  =  Z , 

VII.     o=ii-J— +  n»J*  — Y— Z. 

\ 

Comine  la  valeur  de  i,  dans  le  terme  Z,  i^^tend  ktoas  les  nombres  entierif 
positifii  et  njgatifs,  ezcept^  z^ro  qui  est  renferm^  dans  le  terme  Y,  il  eit 
Tisible  qu^en  mettant  i —  i  \  la  place  de  i,  Z  se  cbangera  eii 

71-=:  ^  fl*fl'ft^'-«>  ^(/~y)sin(iV  +  fi)—  O^'  — ;>)cos(w  +  ft}}, 

parce  qu*alors  iiv-|-fi'  devient  {^-^t^j^-^^-^-^  —  ii^^' — f*)  +  f*-  Ce 
nouyeau  terme  21  n*est  pas  moins  g^n^ral  que  Z,  puisque  i —  i  s^dtend, 
aussi  bien  que  i|  k  tous  les  nombres  entiers.  II  faut  cependant  excepter  le 
cas  oii  1  =  — ly  qui  ne  saurait  Atre  repr^sent^  par^i^i^i  qa'en  &isant  i  =  o, 
ce  qui  est  ezclu  des  yaleurs  de  i.  On  doit  donc  ajouter  un  nouveau  tennt 
Y'  qui  ezprimera  ce  que  devient  Z  dans  le  cas  de  i  =  —  i,  d'oii  il  yient 


n»    ^    _.(,) 


r  =  ~  a» a'  a^'^  \;^q'  —  g)  sin  fi  —  (/?'  ~rt  cos  f^. 


r  ■ 


L  I  V  A  £    V,    C  H  A  P.    III.  3ot 

On  observera  encoro,  que  le  ierme  Y  doit  Atre  excla,  parcequHl  est  ii)k  rea- 
fenaf  dans  Zf.  Kii  effet,  si  ron  fait  im,  et  qa*oii  observe  larfcgle  de  meltre 

|ll^®^ T^k  l9t  place  de  ?fC^'"»VZ'  s&  changera  en  Y.  Ainai  noua  sommes 

parvenue  k  cette  ^uation ,  * 

—  ^  a*  a'  a^'^  {(7'  —  q)  sin  ii  —  (p'  —  p)  cos  h} 


n» 


a^  a'  ft^'""  '^  {(9'  —  q)  sin  (iiv  -)-  i^)  —  O^'  ~/^)  cos  (i w  +  !*)}• 

II  est  aise  de  voir  que  Tint^grale  de  cette  6qualion  ne  peut  avoir  que  la 
forme, 

is  =  i(A  sin  i»,  +  A'  cos  j*)  4"  B  sin  (« w  -f- fi)  -f- B'  cos  (iV  4-  m)« 
£n  effet  il  en  rdsulte 

^  ■,   =%n(A  cos  ji  ~  A'  sin  ft)  —  n*  /  (A  sin  fi  4-  A'  cos  fi) 

_|(«'_„)^-4«^Bsin(iV  +  ^)4-B'cos  (1V4.fi:}. 

£n  substituant  ces  valeurs  de  Ss  et  de  -TTi-^  dans  T^quation  pr^c^dentOi  et 
^galant  k  z6ro  le  coefBcient  de  chaque  argument,  on  trouvera  que  le  terme 
multipli^  par  /  est  identiquement  nul|  et  que 

,  Azzi»- «•«">(/,-,%    A' =!<■»<.'«'■>(, -,-),■, 

d'oi!l  ron  conelara 

VII I.  J5  =  J  o«  a'  tt^''  {(;>  — pO  sin  n  +  (7  —  9)  cos  fi}  < 

+  r  ,  (,-tyfCnl"n') -an)  <-?  ~  /)  ""  O^  +  >t)  +  (/>^  ~/>)  C03  (/iv  +  h)} 
Le  premier  terme,  ^tant  proporlionnel  au  tems  t,  croit  k  riofint:  il 
fournit  donc  k  la  v^rit6,  aussi  bien  que  le  dernier  terme,  une  ^quation  pi- 
riodique  dont  la  p^riode  est  donn^e  par  Tangle  fi,  ou  par  la  r^volution  de 
la  planMe  m;  mais  la  valeur  de  cette  ^quation ,  ou  de  son  coefficient 
•^  a'o'S(^'\  augmente  ind^finiment  d^une  p^riode  k  Tautre.   Cest  une  suite 
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n^cessaire  de  la  ▼ariatioa  des  dl6ineiia  p,  q,  f/p  ^,  ou  des  iaigalitji  a^cti* 
laires,  qui  prodaisent  une  dquatioD  de  U  latitade,  proportioimeUe  au  feBiS| 
et  donn^e  par  le  premier  terine  qui,  par  ooDsdqueiit «  nous  servira  k  ddter* 
miaer  les  in^gaiit^s  s^culaires  des  dlimens  p,  q,  p\  ^.    Ce  terme  est 

(^) ff«  =  I  a«  </  «<•>  {{p  -/»0  sin  n'4.  (9  —  yO  CM  »iK 

et  U  T^ritable  indgalit^  p^riodi^ue  de  la  latifude  deviendra,  aprte  «rotr  anb* 
•titu£  ($.  179.)  p  =  tsinJ,  7  =  fcosJ,  p'=:|'ainJ',  /  =  /cosJ', 

IX.  ff5=    .,   '"'f,'''*^^!,'^ 7  {»  "•»  (*V  H-n- J)  —  •' sin («w 4- n  -  J0>. 

II  faut  se  rappeler  que,  dans  le  cas  oili  iz=  i,  on  a 

I 

$.  i8a.  La  soiution  des  ^quations  IV  et  VI,  consiste  ^n  pen  de  mof^ 
k  intdgrer  la  premifere ,  et  k  substituer  dans  T^quation  VI ,  las  valeocs  dt 
u,  u\  u",  et  de  leurs  difiSrentifltts,  donn^ea  par  cette  int^grationi  ainsi  qoe 
les  valeurs  de  R  et  de  rf^j,  diveIopp6es  plus  haut.  Nous  ferons  ces 
op^rations  successiveraent  par  rapport  aux  quantitds  u,  li ,  i^ ,  W ,  et  nous 
commencerons  par  i/. 

Si  on  exclut_des  ^quations  IV  et  VI  ($.  180.)  tous  les  termea  mul* 
tipli^s  par  Y  ou  y,  elles  deviendront  « 

'U  =  tJ^  +  ana/r^l^)  d/  +  3na/d//(3R); 

=r-- )  =  o ,  Tun  et  Tautre 

OT  f  /d.R\  /^  S\ 

de  Tordre  de  «•;  tfoii  il  suit  R=m'S  ($.  168.  (A))  et  r  ^_j=mV(|^V 
de  plus  (§.  176.  178.)  r=I,  iSr  =  |,  'r=|,  'a=I,  et  tous  les 
auties  coeRicions  sont  nuls,  ainsi  que  Targument  i\  de  iST  et  de  '^.  Les 
^(quations  (N)  (P)  (§.  177.  178.)  donneront  donc 

R  =  -^  A^^^H A"'cositv^    et  r{=,— )=---o  ^ r"r«"T —  cosiw. 

a  '2  \dr/         ft        aa'a        oa 

Or  a  .  i%v  =  /  {n'  -^n^ht,    d*oik  Ton  tirera 


m 


6tant 
On  a 
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\ 

(d  R)  '=  *'  in  A^'">  dt  sin  iV,  /  (d  B)  =     ,^_^^  A«>  coi  iV  +  m'  C,       v, 
C  JUnt  une  coBStante .  srbilraire.    II  «'en  soit 

n9t    '  \         '  da  /       1  (» —  fi9  V» (w  —  n')    *  d«  / 

Le  second  terme  de  la  dernifere  jqoation,  ^tant  proporlionnel  au  temf,  doa- 
Merait  mie  partie  da  ilioyeli  mouvemenl:  on  fe  fera  disparaitre,   en  d^termi- 

nant  rarbitraire  C  ensorte  que  3  C  +-  a  -r —  soit  nul.    Si  on  «ubstitue  cetta. 

a  ^A*^  ^* 

Taleur,    C:r:-^r--3 — s  les  denx  ^quatidha  pr^c^dentes  deviendront 

V      V  a 

o  =:  Trrr  + 1»  «  —  —  o*  ~ 1-  /«'  ( - — -;  a  A^'^  H -*^; — )  cos  cw, 

^        9d«  II         /SiiaAC^)    ,      ^aA^^^    .     . 

tt^t        i^a^K'}  \^9(m  — ar}   *  oa  / 

L^nt^rale  de  la  premifere  ne  peot  avoir  qoe  cette  Ibrme,, 

(a) II  r=  A  +  B^^  cos  iw,    d^oA  il  suit 

(*) ^*=i(n  — ii')B<'>siniV,     ^^  =  -i*(/i  — /i)*B<'>cosiV^ 

ce  qoi  doil  itre  identiqoe  avec 


—  (A-V^)--(B'»+d^.*"'+?^T)-'-. 
n  en  r^folte 

*•'  •     da   '  i»^«— «'}»— ii«\,»  — »'    '     a     rfa  y> 

B  roa  cmclnr»  le«  in^lit^,  itKMpendanles  de*  ezcentricil6«, 

ir^au  =z  a/«  A  -)-  a^aB^^  cos  fV, 

o»  MdMlilM  ks  vnlean  4e  A  «1  de  B^^  que  ■ow  veaoB*  de  tooorer,  oa  ton»' 


Si 
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_.        .•^    _«i'    odA^^'    ,  m'n*  cofiw  /« a«  A(«>    ,    «»  dA(*>\ 

iCn^»0('C'* — nO+n)(i(n — n') — nj  \     fl(n  —  nf)  '  ^*  / 

L'^quation  (R)  ($.  169.)  nous  apprend  que  B,  et  par  coQsJqaent  A^®^ 
et  A^'^  ($.  170.  (E))  sont  dps  fonctions  de$  lignes  a^  a^  de  la  dimension  ^1, 
d'ou  il  suit  que  aA^^.  o^' -^ — •  «^  ^  ^  ,  sont  des  nombres.  II  est  donc 
visible  que  r^qtfation  XI  exprime  la  longitude  en  nombres,  tandis  qiie  fi- 
quation  X  donne  le  rayon  vecleur  en  parties  de  la  distance  moyenne  a  quif 
suivant  i'usage  adopt^  dans  les  tables  astronomiqcieS)  sera  exprimd  en  partiei 
du  rajon  de  Torbite  de  la  terre.  Ainsi,  pour  avoir  les  in^gaiit^  de  la  lo»- 
gitude  en  secondes  d'un  degri,  il  faut  diviser  U  par  sin  1^',  ou  ce  qui  re- 
vient  au  mdme,  il  faut  ajouter  SySi^^^^Si  au  logarithme  de  U,  donni  par 
r^quation  XI.  II  en  est  de  mftme  des  autrcs  in^galit^s  uf,  U%  etc,  Au 
reste  il  est  ais^  de  voir,  que  les  ^quations  X  et  XI  restent  les  mdmes,  soit  qa'oE 
donne  k  i  des  valeurs  positives  ou  n^gatives;  d'ou  il  suit  qu'apr^s  les  avoir 
multipli^es  par  2,  on  ne  doit  ^tendre  la  valeur  de  1  qu'auz  nombres  positifii. 
$•  i83.  Considjrons  maintenant  les  in^galit^s  de  Tordre  des  ezcentri- 
cit^,  et  tirons  pour  cet  eilet,  des  ^quations  IV,  VI  ($.  180.),  tous  les  t0(- 
mes  multipli^s  par  la  premifere  puissance  de  7  ou  7 .  Relativement  ii  cet 
termes,  les  ^qualions  (§.  176.  178.)  donneront 

T:=:3=lYco8(}i'—X!f),  A=2;=:'A='2:  =  ?rcos(a'— 10')— ^'ycos(u— «), 
4>='4>=7sin  (m-— -tsj)  — ^'sin (m-'— is/),  T='A=ycos (|x'— t»')  — i7cos(^— «5), 

tous  les  autres   coefficiens  ^tant   nuls.     Ou   a   donc    par   les   ^qiiations  (N) 

(P)  ($.  177.  178.), 

R  =  iii'S=  ^  (a^'^+^  T^)  '^"^  (f*-«')—  V''  ^  7cos(fi— w) 
— m'(iA^''>+?-  i^^^7co8(Av+fi.w)-h^'  $(aiVi)A^'^+«^^?7'cos(Av-H*W), 
/aR\  ,     /dS\  m'  /    dA*^>    ,      a  ^^A'^\  ,  ,  X 
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ydlaia  (^— t»)— (/— I)  m'n  ^,A<'>+ J*-^V3/«m(nv+^--«) 
+  ^  n/u  ^ra,'+i)  A<'>-f  aij^^  Ydisin  (iwH-  (t'--tB'), 


(8R)_--a~- 


9« 


IV.  o  =/»'  — ^  4- /«'«»«'-=•  m'  — n-  7  cos  (fi  —  vs)-\-  am'n  ~  7«in(fi  —  w) 


+  3m'»^ii7oos(fi  — fO)  +  »^ar(|I^Wan*fl/(3R), 


flm^    dtt 


VI.  m'JJ'=  m' 117  sin  (|u  —  w)  -^  —  .  IT  7  cot  (|t  — tsj)  + 


-f.  a/ia/r  ^i^)  d/  +  3nafdtf  {dR). 

Maintenant  la  m^thode  employ^e  dans  le  $.  181.  nous  seryira  h  chasser  Fan* 
gie  fi'  des  qnantit^s  (dR)  et  r  (5-*)»  pour  en  faciiiter  Fint^gration.  Faisona 


m'      dA'«    ,    m'  _^ 
—  a  — ;r —  -f-  —  ar 


da« 

aaAC^) 


=  W, 


da       *     fl  ^a* 


-JC*i  +  ,)a— +a-— 5~^=X,     '^JO+Oa-^+7-^.-5=X, 


m'      dA'^ 
—  wa-^ — 


dt  sotte  que  j 

r  f^\=:-Wy  cos  (f*- w)  +Wycos  (m'-»')  -X7cos  (iiv+|bi-«j)+X  Vcos  (w+|i -tsOt 
(dR)  =  Y7d/sin  (f*— ro)  —  Z7a/sin(Mv-|.fi  — taj)  +Z'yd/sin(iV+ fi'— «0* 
il  est  visible  quVn  mettant  1  —  f  h  la   place  de  i,  X'  se  changera  en 


m' 


X  —m  la  — :^ -4 a-* 


,'  «adAC<-o 


:Nr 


da 


dd* 


,   et  iw  -j-  fi.'—  tj3'  en  iV  +  jt  ""  ^» 


^iM'on  fait  1  =  — i,    X'  se  cfaangera  en 


i 


X'"  =  -  a?  —'^  ,    et  iw  +  /  —  t»'  en  M  —  w'. 

a  d  a^  ' 


On  peut  d6nc  sabstituei  ^''-{-X^''au  Hqu  de  X'5  mais  il  faut  observer 
que,  dans  le  cas  de  1=1,  X^  sera  identique  avec  W,  de  sorte  que  le 
terme  W^  devient  supeAo.    Cela  posi  on  aura 

-jrco4(ifv+fi— w> 

30 


t 


L+     '^ 


■('• 


a  — 5 1 

oa         '     2 


da» 
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p€ir\ttm^mt  proc^dc  on  tronvera  que  Z'devionl?C^/7i  w<(i/-r)A^'"**^^^r—  ^>^ 
si  on  met  i -^  i  h  plare  de  i,  ct  qiie  dans  le  cas  de  iz:Z'—  r,,  Z'  devient 
—  nfA^'' — ,a~i — ]•  En  substituant  ce»  deux  termes  au  lieo  de  Z',  on  aan 

(«; (3R)  =  ^%fl^^'yd/«n>-ro)4-^'«(A^'J--a^^Vd<»iB^-wO 

-  (/  -  1 )  mn  (iA^'>  •+•  ^  -^^)  7d/ sin  (tw  +  |»  _  oj)  '     ^ 

-f  ^J^ /7i'«  ^ (it  —  i) A" -•' -|- o  ^^;^^ ^ya/ 3in ^iV-i-^— w'). 

Si  Ton  rait  <=i:f,  le  dernier  terme  devient  npl,  comme  cela  doit  6tre,  par- 
ceque  rexpressioa  primitive  de  (3R)  ne  renferme  poini  raigument  fi'—  vf, 
On  conclfira  des  ^quations  (e)  et  (J), 

(/)  •  •  •  .>/(dR)= -u  -j^  ycOB  jii —.©)  —  —  fA^'^—ci-y^jyC0«(ft~W') 

(/  —  i)  m'n     j       \  a      d  o 

(S) /d//(^R)=-^w  !^^7,in(^_fB)  -^'(A<'>-«i^f'jy.in(K-«') 


.  ^2i^t      dACO        a*  d^AC<>   '      .    ..      ,  s\ 

,  C  t/  ^ 1-       —    —  .YsinOu'-*-]* — tE)y 

V\  c^a  9       4  a^     J  vir-  ^ 

Les  valeurs  pr^c^dentes  (<<)  (6>  ($.  i8a.)  donneroQti   conform^ent  avz  fof- 
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riLCOB  ()*,—  VS)  —  A  COS  ()«.  ~  tSj)  •+-  B^'^  COS  (/tV  +  fJL  — 1«), 

\  a  sin  (fi  —  «j)  ir  A  sin  (ft  —  ts)  +  B^'^  sin  (/ w  +  M»  —  ^t), 

/  r7  «n  (1*  —  10)  =  —  «  ('i  —  nO  B^^^  cos  0^»^-f-  ju.  —  t?j), 
(O ^^J 

-^  cos  (m.  —  isj)   zr  /  (/i  —  nO  B^'^  sin  (iw  4-  M-  —  f«5),  ' 


d^u 


cos 


(ft  —  f»)  =  —  i**(/j  —  nO^  B^'^  cos  (/tv  4.  jUL  ~  ©). 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs,  ainsi  que  (d)  (/),  dans  rdquation  IV,  et  qu'on 
fasse  pour  abr^ger, 

VO)  _  a73(,t:-n0>^i«(>t-n0(5n^^n)---^n«     3      ^^ 

—  (n_nOO*(«  — «')'  — n')  '    ^ 

,    J*(n^n'»«4-i«n(n  — n')  — 3tt«    ^    .  dAC'>     ,    n»     -,  d^ACO 
~  ,a(a  — n<j«  — n»  <^a     ~  fl  i^a»     * 

i(n— t/)  — n  *   I  (n — n'J  —  n  <?  a        '    a  d  a*      -^ 

P^quation  IV.  deviendra 

o  =  ^^  4-  /i^m'—  D7  cos  (ft  —  t»)  —  ly y cos  (fi  —  ©0 

—  E^'^  7  cos  (iw  4.  ft  —  Tsj)  4-  E^^'— '^  y  cos  (i>  ^  fi  ^  tij'). 
II  est  visible  que  Pint^grale   ptfr  rapport  k  2/  doit   avoir  la  forme  suivante, 
(*) u'=/7cos(jut — t3)4-y '/cos  (fi  — isjO  ^-g^ry  sin  (ft— TSJ)  +/ry'sin  rft— «') 

-}-  A 7  cps  (iw  +  1*  —  tsj)  -f-  A' y  cos  (Av  4-1*  —  ^)i 
d^oii    ToD   tirera 

(/) —  =(5^^^  Vsin^^jx-WJ+^g^-w/O /sin^a-^sj^^+^/i/Vcosf^-tsj)^^/!^^ 

4- </X/i  — /lO  — /j}  { A 'V  sin  (1  w  4- jUL — tsj) -f- A  Ysin  (iV  4- M  —  tsj')}» 

('») -y^  =  w  ('^g—nf)  y  cos  rp.  — tsj;  -f-  /i  fag'—  nfjYcos  (|i  — tB') 

— /i^ /  {gf7  sin  >  —  tsjj4-g^y  sin  ^jx  —  vi')\ 

—  ^/(/i  —  /»'; — /li*  {A7cos(/w4-jx — tsJ^-J-AVcosfifir^-i^'^^'  h 
En  substituant  ces  valeurs  dans  Tdquation  IV,  et  ^galant  s^par^ment  k  z6ro 
H  coefBcient  de  chaque  argument,  on  trouvera  q^of,/^,  disparaissent  da 
catchil,  et  que  ce  sont,  par  consdquent,  deUx  constantes  arbitfaires.  Lee 
autres  coefficiens  ^eront 
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^"^•■••«■"an'  *^~an'  t(»— ii')(iCn— »0-««)  *       ~  j(»-«'}(/(»-n'>— «a* 

Les  Taleurs  (g)  (h)  (i)  (l)  donneroat  a  T^quatioa  YI  la  fonne  suivante, 

r=(A  +  B_ay>.|««ti^_«3!i^::^^,in(^-«)+Bmo8  (,»-•) 

-»- (^- a/- j  ^A<'> -h ^  «' ^ -h«3  ^^^^)  y.in  (^-«0-f- ^ '•Vcoi  Ot-«0 

B">  —  ai(n— np  gt^        aC>(.t— ./)— n)  ^ 
n  n 

-f  ^  +  (^E^  (•■  A" + :-  '-^T)    \  ^  •'■■  <■" + "  — j 

,(.(^,0-n)  5(/-)a'>     /         ,w»-.),/A«-'^ 

On  fdra  bien  de  d^terjniner  les  quantit^s  arbitraires  f,J*\  enaorte  que  la 
premier  et  le  troiaieme  termes,  qui  donneraient  une  pariie  de  T^quation  do 
centre,  disparaissent :    d*oi!i  i^on  tirera,  en  substituant  les  valeurs  pr^cddentef 

deD,  ly,  ttAizi-^CS.  ,8a0, 

Le  second  et  le  quatrifeme  terme,  savoir 

(y) in'U'  =  ^  /  ^D7 co»  (m  —  CJ)  -h D'  y  cos  (ft  — tsO}, 

B0U8  serviront  ii  d^terminer  les  in^galit^s  s6culaires  des  616mens  7,  iv.  II 
oe  reste  donc  que  les  deux  derniers  termes.  En  substituant  au  lien  de  B^^\ 
b,  D\  h,  h,  leurs  valeurs  (c)  {%.   182.)  et  (/1),  et  faisant 

iHCi)—    C       ~i« ?i  (n  —  np  (7  n—  1 1  uQ  -h  10 in^  (^— nQ  —^611*        \      ^        .^^ 

t^(n— aO»H-5i^n(n^nO»— >fan(n— nQ  (an-^SnQ-HQinHn— nQ  — 12»»    «  2  dA(<> 
*»  ai^^a— nOOC'*— O-^'!)-^^^'^  — O  — '^)'00*  — O— ^'"0  "  ^      ^» 

^  •(n^nO^K'*— O  — '*J(»(*  — »0  — *»*)      ^a*"* 
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"T  a i (n  —  »0 C» (-1  —  "0  —  «3* (' C"»— »')  —  •  «)  "  **         «>• 

n*a* ii^^iZl?. 

+  i  (n - nO<» Cp  —  n^-r«>^C« ^O -rtii}  !      di»        ' 

r^quation  pr^c6dente  deviendra 

XIII.  m'V'=— m^fBfl^''^ y sin (/(it'—  ,ji) ^- f4 ^ ©) + m'9l^» Vsin (/(^'—/1)4^—«,'). 

Si  Ton  subsUtne  d#nl  4;^uatipn  T^)  .  les  valeurs  pr^oddentea  de  J',/^, 
gf  g>  A>  fi%  en  excluant  rinjgalit6  s^culaire,  renfermde  dans  les  termea 
gh  ^h  et  qu^on  lasse  pour  abr^ger 

M^'>  —  —  A  —  ^'•'(>-nO'4-/^C*^nO(5n^^n) -5n«    3     ^^ 

.       f»  (n  ^  n^)«  -n-«  n  (n  —  nQ  --3  n«        ^  ^  £^^  j^  n»a*  WA<»"> 

■+"  i(n— n'j(j\/i— /i')»— n«)i^i\n— n')— an)  "  ^      d  a     "^"  ai(n— n')(^z(n— n')— an)     ^  a»"  • 


i(n— .tf)(H* — '^)  —  ^)0('*  ""  ''^}  —  ** 

y(y»(n^nO  — n)/t*a» ^A<^'> 11^» a9A<<-'> 

*  fC«-*nOCi\rt-  nO— n)(/Cn— nO-»»       ^  «      "*"  aiCn — nOC<«— «0— ^n)      d  ^ 


on  aura  l^in^galil^  p^riodique  du  niyon  yecteur, 

XII.  m^ffrzr/i/ai/rr^m^a^  ^|^  +  f^^Wcos(ii--fiO 

—  m^M^^^a^cosOV— m)4-M— t»)4.m'N*aycos(iV—fJt)+fit-.wO- 
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fnegalites     seculaires, 

$.  184.  •L^termindns  maintenant  ies  in^galit^  seculaires,    ou  let  ?!• 
liaiions  des  ^l^mens  des  orbites,    et  commen^ons  par  celte  du  moyen  moa- 
vement  ou  du  grand  axe.    Avatit  d'enter  en  matifere,    il  ne  sera  pai  inutiie 
de  dire  quelques  mots,  jpour  fixer  le  v^ritable  sens  de  cette  variationy   par- 
cequ^un    moyen   mOQvement    variable    pourrait   paraitre    une  absurdit^.    Le 
moyen  mouvement  est  celui  qui  tient  le  milieu  entre  le  plus   rapide    et  le 
plus  lent  des  mouvemens  vraisi  et  il  est  trouv6  par  dcs  observations  quiem« 
brassent   un  long  intervalle  de  tems,    en  supposant  le  mouvement  uniforme 
pendant  ce  tems*    II  est  donc  ^vident  que  la  valeur  du  moyen  mouvement 
doit  toujours   £tre  cens^e   ^e  rapporter  seulement    k  la  p^riode ,    k  laquelle 
s'^tendent  lei  observations  qui  ont  servi  k  detenniner  cette  valeur.  Le  moyen 
mouvement    sera  donc  variable ,    si  dts  Qbservations ,    faites   dans  une  autre 
p^riode,  donnent  une  valeur  diflCirente.    Dans  un   pareil  cas  le  moyen  mooh 
vement  changera  d^une  p^riode    k  Tautre,    et  rigoureusement  parlant,    il  ne 
pourra  ^tre  suppos6  constant  pendant  une  seule  p ^riode,  attendu   que  ce  qoi 
arrive  en  passant  d*une..£^rip^jQ  .k  r|y^te^4^it  figalement  avoir  lieu  entre  les 
difTi^rentes    parties   de  la   m^me  p^riode;   ainsi    la  valeur   du  moyen  mouve- 
ment ,    d^termind  par  observation,  n'est  qu^approximativPi  et  ne  pourra  ^tre 
regardtfe    comme  constante ,    que  relativement    h,  une  p6riode    qui    est  assis 
courte,  pour  que  la  variation  du  moyen  mouvement    pendant  cet   intervalle 
soit   insensible;    ainsi  qu^on  Ta  vu  dans   la  tli6orie  de  la  lune.     Cette  varia- 
tion  du  moyen  mouvement  est  ce  qu^on  appelle  proprement  iquaiion  siculaat* 
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Reprenons  IVquation  (19)  (§.  i63.) 

5        ■  *         -  -..-*»■ 

On  avu  (§.  176.  177.)»  <I«e  let  fonoliqnd  T^  A,  0,  A»  S^,  ©,  ne  renferment, 
outre  des  Cermes  conatans  ^  qtte-lea  oosinii*  de«  angle*  i|y  leM|tteU  sont  1% 
eomnie  ou  la  diffirence  dea  ]nulti|i)e$  de  Hi  fr\  i>4us  un  angle  canstant»  d» 
sorte  qu^elles  pourront  6tre  explrim^  g^n^lement  par  V  co^^/n^t-^ini-^  A\ 
attendu  que  ^—i^ni,  |»^  =  c' *f- n  /.  Les  ooefficiens  partiels  X\ T^  etc,  «ont 
fonctions  dea  excentricit^s »  dont  les  VAriafionf  soot  de  Tordre  dcs  masse^ 
perturbatricea  m%  et  qui  par  cons^quent ,  dans  la  fonction  R  qui  est  di\k 
multiplije  par  m%  doivent  £tre  regard^es  comme  coostantes,  si  ron  n^glige 
les  carr^s  dea  maases.  Ainsi  oet  coefficiens «  aprte  avoir  iii  multipli^s  par 
eos  (/  |Li^-*/it)^-t|\  auront  pareillement  la  forme  F  cos(rii^l— /n/^A).  II 
aoit  delk,  par  lea  iquatioBS  (>)  (N^  ($•  ^77-)«  que  chaque  terme  de  R  eat 
de  la  m^me  forme^  de  sorte  que  R=:m'Acos(^v  -*iv-^A).  Or  nousavons 
vu  $.  160.),  quVn  diiCirentiant  par  rapport  k  t,  il  faut  regarder  les  il^mena 
de  rorbite  comme  conataus,  tfoik  il  auit  (dR)=:  m^  iA:dv  sin  (r  v' — '^"hA)^ 
donc  en  aubslitutnt  dt^^ndt,  et  faisant  pour  abi^ger,  j' v' —  iv-f*  A  =$, 

(^R)=  m'/A/i9/sin(p,  /(^R)  —  m'  iinfdt  $\n  ^rr p-; — —  cos^. 

Si  on  substitue  1'unit^  au  lieu  de  i  -f"^*'  ^^^^  Texpression  prdc^deote  de  v 
et  daos  T^quation  (ib)  (§.    i6'2.),  il  viendra 

v=3flii/d/(»R),-=a/(dR),  donc-=— pjjr-Tj^cos(J)  et  v=~   ,^^,_.^~sm(p. 

II  suit  del^  quCi  si  Tangle  $  n*est  pas  constant,  les  quantil^s  ^  et  v  nesonf 
assujfeties  qu^a  des  in^galitjs  pdriodiques:  ainsi  le  moyen  mouvement  n'aura 
aucune  ^quation  s^culaire ,  k  moins  que  f  n^  —  in  ne  soit  nul,  ou  que  \e4 
moyens  mouvemens  n,  n\  ne  soient  commensurables;  ce  qui  nVst  pas  le  caa 
dans  le  systfeme  plan^taire.  (Test  d^ailleurs  in6niment  peu  vraisemblable,  par- 
eeque,  n,  rl ,  ^tant  des  constantes  arbitraires,  leur  commensurabilit^  suppo« 
serait  un  cas  unique  parmi  une  infinit^  de  <»s  ^galement  possibles.  Nous 
nWons  censid^r^  ici  que  Taction  d'une  seule  plan^te  n{;  mais  R  est  propre- 
ment  fonction  dea  aclions  de  toutea  ies  planfetes  ni,  mC ,    etc.  ainsi  (p  Aura 
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la  forme  {in-^-in -^-T  n'^ -^-cel.^t-^  A^  el  une  ^quaUou  s^culaire  du moyaii 
Biouvemeiit  suppose  i  n  4-  f  n^  -)-  /^  n^  -)-  cet.  =  o  ,  co  qui  est  encore 
moins  probable :  T^quation  s^culaire  qui  aurait  lieu ,  si  les  r^volutions  da 
detix  plasbles  ^taient  oommensurables  ^  aera  ditruite  par  ra«tton  dea  autree 
fiknbtesi  k  moins  que  les  moyeas  -moavemena  de  toutea  les  planktes  ne  aoi* 
tat  commensurables*  Si  on  donnsi  k  i  vm  Valaur  n^gatiTa,  on  aum  P^na» 
U<m  de  condition  f/i-f-^n'rro;  oelia  suppose  ^alement,  qua  iea  deiuc  moyeiia 
moQvemena  sont  commensurablea,  et  que  Tun  est  siitrograde,  ce  qui  n^eziata 
pas  dans  le  syst^me  plan6taira.  II  auit  de  ce  qui  pr^ckde,  que  lea  grandi 
axesi  les  moyens  mouvenensi  ou  les  durdes  moyennes  des  r6volations  dat 
toutes  les  plan^tes  da  notre  systimie ,  ne  sont  assu)t»tia  k  aucune  iquatioik 
a^culaire,  et  que  ces  Al^meoa  n*^prouvent  qua  des  osclllationa  ^r  ou  daa  inti* 
I^IitAi  p^iodiques  qui  d^pendent  de  la  configuratioa  daa  vplanMes«  Maia. 
U  en  suit  en  m£me  tems,  que  cela  n^est  pas  d!una  n^cfssit^-absolue,  qu^an 
eontraire  rinvariabilit^  du  moyen  mouvemeirti  sur  laqaelle  csl  fondfoi  Uata* 
bilit^  dtt  syslkme  solaire,  est  due  k  ravraog^mant  particnliei'  de  ce  ayatkme» 
at  aa  rapport  des  distances  des  pbn^tasy  que  rauteirr^Tde  la  nature  a.  c^hoisij 
II  est  vrai  que  ce  r^sultat  remarquable,  qua^M^M.  Lagrange  et  Laplace  onft 
Irouv^  par  des  m^thodes  difTiireates  ('),  suppose  qii'on  n^glige  le^  cajrr^s 
des  masses,  et  les  puissances  des  ezcentricitds,  plus  dlev^es  que  la  troisi^me; 
ainsi  que  nous  Tavons  fait  dans  toute  cette  analyse.  Mais  M.  Poisson  a  di- 
montr^  le  premier,  que  les  quantit^s  du  second  ordre  des  forces  perturba- 
itices  ne  peuvent  non  plus  produire  aucune  inigalild  s^culaire  do  moyen 
fiouvexnent ,  et  qu'en  gdn^ral  la  stabilit6  du  syst^e  plan^taire  n^est  point 
altjr^e ,  en  ayant  ^gard  au  carrd  des  masses  et  k  toutes  les  puissances  des 
^zcentricit^s  et  des  inclinaisons  (^).  Cette  v^rit^  importante  fut  prouvee 
dans  la  mftme  ann^e  par  MM.  Laplace  (-^)  et  Lpgrange  (^). 

(l)  Th^or.  Jst  var,  sdcuh  d9s  iUm»  i^s  Plan.  par  M.  </«  /a  Grang$  (dans  les  Af/m.  dt  Berltn, 
^fm,  1781.).  Th^r.  d§  Jupit$r  #/  Jt  Safum$  par  M.  d$  la  Plaes  ((Uai  \f  Mdm.  ^# 
PanSf  Ann.  1765.).    Mdcan»  cil,  Tom.  1.  XiV.  77.  n».  64.  65. 

fa)  Sur  Us  inigah  sdcuh  des  mojens  mouv*  dts  pUn.  (Journal  de  VdcoU  poJjteehn»  Cah.  XJ^-)» 

(3)  SuppUm.  a  la  Mdcan.  cdUsf' 

(4)  Sur  la  thdor.  d§s  jar.  dUs  dUm,  iu  plan.  ete»  {Mdm.  de  PJnstis.  ie  France,  Ann^  7808.). 
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$.185.  Poitqiie  let  Udtiidei  et  et  loiigitQdet  des  pknktei  dipeiideiit 
de  leofs  noeadt,  inclinauoiis,  enonuliet,  ete.  les  nmtions  de  ces  ildmens 
doiTent  nijcesfairenient  eltirer  le  liea  de  la  planMet  ^oit  idsalteront  denoa* 
▼elles  dqaelioBs  des  iatitudes  et  des  longitades:  et  ce  sont  jostement  les  tennes 
(x)  (j)  qae  noas  SYons  sjper&  des  ^qoations  piriodiqaes  ($.  i8i.  i83.). 
Ajant  donc  djtermin^  reflfol  des  in^lit^s  s^laires  sar  les  ^qaalions  pirio* 
diqaes  da  liea  de  la  plankte,  oes  nonTelles  ^aations,  comparies  aux  termes 
(jr)  (j),  nons  serrironl  l  djterminer  les  in^ii(6s  siculaires..  Mais  ces  der- 
mikres  ^tant  reffel  des  perturbations ,  el  par  consjquail  multiplito  par  la 
masse  pertarbafrice ,  leur  inflaoice  sar  les  perturbalions  piriodiques  doit 
Mre  de  rordre  du  carrt  des  masses,  que  nous  n^igeons  ici:  il  faudra  donc 
se  bomer  l  reSel  qn^elles  onl  sar  les  in^lit&  indjpendantes  des  perturba* 
lions,  ou  sur  les  iquations  ellipliques.  Conformdment  aux  nolations  adoptdes 
dans  le  $•  179,  la  tangente  de  la  latitude  ou  s  est  ^^  l  lsin(v  — J), 
oft  Fon  peul  substituer  p.  an  lieu  de  t^:  on  a  donc 

s  ziz  q  sin  ft  —  p  cos  fu 
Or  si  raction    de  m'  bit  ^prouTer  aux  ildmens  Pf  q ,   dans  le  fems  i,  les 
in^Iit^  sdcukures  nfttp,  nfFitq,  il  m  naitra  en  mAme  tems  une  iquation 
de  la  latitude,  m'ts,  de  sorte  qu^on  aura 

s-}-m'^5=(9-|-m)^9)sinfL — (p-f-m'l8/»)cosfi.y  partanl  ^^^/'((^sinfi— tjpcosji). 
Si  on  compare  cette  ^uation  avec  (x)  ($.  181.),  il  en  rtolte 

la  diflKrentiation  des  {quations 

p  =  «sinJ,    9  =  «cosJy    p'  —  ¥%\ni\    i/—lf cosJ^^  donne 
(/» =  ^l.sin  J  -f- 1( J.oos  Jy    tq  —  i^. cos J —  I (  J  .  sin  J , 
d^odi  Fon  lirera 

i^—^ptini-^-iq cos J,    iSJ  —  Sp cos J  — > ff y sin J, 
et  en  sobslitnanl  les  valeurs  pricidenles  de  Sp,  Sq, 

ffl=5a*a  «^^{(/  —  y)iiaJ+(p  —  p')cosJh 

l*J  =  Ja*  aH^*^  {(/ —  9)  cos  J +  (p'— p)  sin  Jh 
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les  variations  des  inclinaisons  et  des  noeuds  dant  un  tems  qnelconque  /  ^tant 
m'  tSB  et  m'  /^J.  Si  Ton  aubstitue  maintenant  les  valeurs  de  p,  q,  et  qu*on 
d^aigne  par  N  le  moyen  mouvement  annuel  de  la  plan^te  m,  on  trouvera  Vaecnns- 
sement  de  rinclinaison,  et  la  pricession  des  noeuds  par  rapport  aux  ^toiles  fixei, 
dans  le  nembre  d^ann^es  /, 

XIV.    m'/J0— |m'/a^fl'8l^'>0'sin(J  — J7, 

XV.     m'/^J=  j  m'/fl*</«^>Vi'  cos  (J  —  J^  —  i). 

Ces  ^quations  nous  apprennent,  i;  que  Taction  des  autres  plan^tes  peut  im« 
prirner  aux  noeuds  d^une  planfete  un  mouvement  direct  ou  i6trograde,  seton 

0 

que  cos(J—- J^  est  plus  ou  moins  giand  que  -^,  mais  que  les  noeuds  recu- 
leront  toujours ,  si  la  distance  entre  les  noeuds  ascendans  des  deux  plan&tes 
qui  agissent  Tune  sur  rautre,  est  plus  grande  que  90  degr6s;  a;  que  rincli- 

t 

naison  va  en  croissant  ou  en  d^croissant|  selon  queJ' — J  est  plus  ou  moios 
grand  que  la  demi-circonUrence,  et  que  cette  variation  est  d^autant  plus  consi- 
d^rable,  que  rinclinaison  de  Torbite  de  la  plan^te  perturbatrice  est  plus 
grande,  et  que  la  distance  entre  les  deux  noeuds  approche  d^avantage  de 
90  degi^s, 

Si  la  planbte  perturbatrice  m'  est  la  terre ,  ^  est  nul:  on  a  donc 
^)r=:o,  et  SJ  =  —  ^  a^a^^^'.  Comme  on  peut  substituer  k  la  terre  toute 
autre  planbte,  cii  en  conclura  cette  v^rit^  importante,  que 

Panglc,    fcnnc    pur  les  p/ans  de  deux  orbitcs  planiiaires  ,    n*est  point  alt6r6  par 

ieur  aUraction  mutuclle , 

malgr^  les  variations  continuelles ,  auxquclles  est  assuj^ie  la  position  de 
ces  deux  plans,  ainsi  que  leur  inclinaison  relativement  h,  rtfcliptique  ou  a 
un  autre  piiiii  quelccnque.  II  en  suit  de  plus,  que  la  commune  section  des 
deux  plans  aura,  en  vertu  de  leurattraction  mutuelle,  un  mouvement  retrogrti* 
de ,  quoique  leurs  noeuds  relativement  h  r^cliptique  puissent  avoir  un  nocr- 
vement  direct. 

§.  1P6.  On  pput  Irouver  immidiatementle  m^me  rc^sultat,  h  Taide  drs  foa- 
ctkms  c,  c' ,  c  .    La  diiKr^ntielie  des  ^quations  /7=1 — ,  g—-'(^.  160.  (6j;est 

V  C 
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dp  =  _p, ^»    3^  =  -J 7.-»   ^^^  »^  ""»'  (S-   »*5.) 

d#  =  i  (dc^'«iaJ  +  ae'cotJ  — «dej,    «aj=:  -  (;)c"co»  J  — dc^sin  J). 
Poisque  Iw  qaanUt^  e',  t/',  •ont  de  fordre  I,  leurt  carr^s  doivent  £tre  n^- 

Si  oii  substitue  Bzzo^a^  ($.  i63.)  el  e::zaa(i  —  y^jm^a,  od  aura  c= — • 
En  mettant  k  la  place  de  dc,  di/,  ^(T,  leura  valeurs  (f)  ($.  iSg.)»  et  ob« 
aerrant  que  z  =  o  ($•  ifi^Oi  l^  iquationa  pr^c^dentea  deriendront 

,.=-,.,,J,  (S)H.i+« (II)  ».i+. (|5) .-« (if)  >\,  ' 

,3j=.^3,\s  (^)  .toj-j,  (j2)  «» J^; 

d^oii   FoB   tirera ,   ea    iobatitiuuit   «  =  acoev^   jrz:zaun  v,   aiz^d  wt^, 
V  =  ««'"•>«''($•  »«7). 

dl  =  -««*d/j(i|}co.'(v-J)+ (§^)  Mi.  v-(g)#co.v^, 

%ilz=.  —  ntF9t  (l^)  nn  (V— J). 
Sobstitoou    mainfenant    ($.  i58.  (0  («))f 

(|J)=.','(^-.)-^-     (^)=-/(^.-p)i-^. 

(^)^'^*'^;^-^)»    p  =  («'-f--^-W«o.ir)-5($.»»7.) 

=  »  ($.  169.  (/),  =  fI<*>-h|fr«>eo.iV  ($.  170.  (F)), 
dans  les  deraiirei  ^oatiras  qni  deTieodrcml : 

Or  i^^^fy"— 9)aia^H->— /Ocwfi^  (S-  'T»*)*  d^oji  il  Cit  aiaf  d«  Toir^ 
qae  le  prodoil  de  S^^ — -^par^aiii(v  —  Jj,  pcr/ooa(tr  —  J),  et  pcr 
I  an  w,  ne  poona  doner  qoe  dcs  teiscc  pfciodiqocc;  il  co  ect  de  aloie  ds 
prodoil  oocf«rciafr=:sio(i-f*i^«r,  qoi  est  pModiqoe  oo  ooL  B  oe  icctcrc 
poor  les  io^lilds  cfcolaifos,  qoo  les 
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wf 


Si  Ton  d^Teloppe  les  produits  des  linus  et  cosinus  «uivant  les  fonnoles  (i) 
(S*  '77-)  f  on  ^w>'^  '««  argumens  (i-f  i;fi'—  (/—  ij  fi»—  J  et  (1*-+-  i)u^^Jj 
tt  il  eat  ais^  de  voir  que  le  premier  ne  peut  paa  devenir  constant,  quelqoe 
Taleur  qu^on  donne  au  nombre  entier  /,  k  moins  qu'on  ne  auppose 
(i'-|-])|yi' — fi~i)ft=i:o,  ou  la  commensurabilil^  des  mojens  mouvemens  fi,  ft', 
qu|  n>xiste  pas  dans  le  systime  plan^taiie.  II  ne  restera  dpnc  que  rgigu- 
ment  (/-|-i)tv  4- J*  qui  se  change  en  J,  si  Ton  fait  iin^i:  d^oi^  il  viendra 


m' 


ad=~  na^all^^^d/fY— 9)sinJ4-(p  — ;>OcosJj, 

•^•^='^'/ifl*a'Sl^*^a/{(/--9)cosJ  +  y  — pj  sinJ}. 

Substituant  p=:tfsin  J^  ^zzdcoaJ,  p'cr:¥s\ni\  9'=a'cos  J'  ($.  179.)^  on 
trouvera  les  ^quations  XIV,  XV. 

$.  187.  Le  mdme  pu.^ivl6  donnera  les  in^galitds  s^culaires  des  excen* 
tricit^s  et  des  apsides.  La  diiKrentieiie  de  At;  i^.  169.  (e))  par  rapport  k 
7  et  ts  est 

9.  Avz=a97sin  (|»  —  w)  —  ^ydxacot  ^it  —  ©), 
ou  en  mettant  it  ia  place  de  37|  dto^  les  variatiorts  s^culaires  m^tSy^  n/iSm^ 

m^SAvzz%n/t{Sy$\n  (ft-r-«) —  ySxs  cos^ji^  xs)}} 
ce  qui  ^tant  comp^^  kvec  r^quation  (jr)  ($•  x83.)^  donnera 

(sxa  ^  — j  7  cos  (ft  —  xa)zz:iy  $\n{ji  —  tc) Y  co$(jk  —  w^- 

Si  Poa  &it  pour  abr^ger» 

(a) 7  sin  tB  =:  A^  7  cos  w  =  /,  Y  sin  ta'  =  h^,  V  cos  tu'  ==  T^ 

et  qu'on  multiplie  la  dernikre  ^quatioi^  par  7^  elle  deviendra 

o==sin^$A7«wi-^-^^i^^ 

d'oik  Fon  tirera,  en  ^galant  s^partoent  k  w6co  chaque  terme  ^ 

el  ^liminant  succeuivement  Sxs  tt  (7, 
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Mais  A^-t.r=V*,  A7— /Ar^7yain(«'— w),  /74.A'Az=:7ycos(to'— w),  parlant 

D'  D  D'     7' 

Subatituant  les  valeurs  de  D,  IV  ($»  i83.),  on  aura 

FaccroissemetU  Jl4' texceniricit6 ,   et  la  pricession  des  apsides  par  rapport  aux 
jtoiles  fiAes,  dans  le  nombre  d^ann^es  /, 

XVI.  ri/ J7  =  ?  m'aYi  faA^»>  — aa  ^  — a*  ^.^)  sin  (tu'  —  tsj), 

XVII.  m'  d^is  = m'at  <        ^  ^  .    .v  ^  * 

On    peut  T^rifier  les  valeun  prjc^dentes  ^  Taide  des  fonctions  ^)  f, 
Comme  le  plan  des  x,  y,  est  ici  Forbite  de  m,  on  a  ($.  i6i.  i6o.  iSg.  (3)  (/)) 
f=i  —  l,fz=:—h,f  =  o,    </=zo,    <^' =  o  ($.  160.), 

d*ou  Fon  tirer»  (J.  iSg.  (g)) 

-sr = a*=(.aj-/3x)  (^)  +J-J«  Q  -ir  (|5)|. 
_V=,/=_(,,,_,a,)(i5)_>4.(|2)-,(i5)^. 

Mais  on  a  (§.  167.) 

ar  =  rcosv,   jr  =  rsin<ry    j/izi/cost/,    y=:zr'sini;'', 
3xz=9rcos  tr  —  rdt^sint;,  d/ndrsiat^-f-rdt^cos  tr,  xdy — j,dx  —  r^dv^ 
ce  qui  donne  aux  jquationa  pr^cMentee  la  forme 

Bh~i^dv  (-g-)  4-r(drcos  t;— rSt^sin  v)  (j—  cos  t;  — g—  sin  vj^ 

3/=  —  '^^^(t~)  — ''(3r sin  v-j-rdvcosv)  (—  cosv — —  sinvj« 
On  a  de  plus  (g.  i58.  (e)  (b)J 

et  en  diff<rentiant  r^quation  (E)  ($.  167.), 
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[d  r/  ■"  r'»  "^    f •  f»  ^^ 

/^R\         m^ r  «»"  (v' —  V)         m^rr^finrv'— V)  .     . 

M  = ?5 P" ■'  P^» 

/dRN         /dR\  /9K\  finV 

/dR\  /dR\     .  ,     /dR\  coiv         /dR\  /^R\         /dll\ 

En  subatituant  ces  valeurs  dans  les  dquations  pr^c^dentes,    et  observant  que 
dhsinw  -^-^dlcosxs  —  dy^  dhcosta  —  d/sin  ofr::  YdTV|  on  trourera 

37=  — r^dvsin  (v  — ©)  (— J  — -{drsin(v — w)4-ardvcos(v— w)}  (jrjf 

7dt»  =r^dvcos  (V  —  xd)  (j-j  -f-^^rcos^t; — fu)  — ar9vsin(v — xs)}  \t^\ 

Substituons  maintenant  ($.  169.  (0)),  en  n^gligeant  le  oarri  des  ezcentricit&y 

rzza{i  —  y  cobQjl  —  w)},     v  =  fi  +  a  'V  sin  (pi  —  UJ)  , 

dr  =  a/id/.7sin  (jyi  —  UJ)  dv  =  nd/  {i  +  a7cos(ft  —  id)}, 

rdv:=:andi{i  -f  7 cos  (m- —  T0)},  sin  (v  —  tiJ)  =  sin(jui — w)-f-7sin  a  (ft  —  w), 

cos  (V  —  uj)  =  cos  (fi  —  f»)  —  V  4"  7  cos  a  (|x  —  vs). 
Cela  donnera,  en  fiiisant  pour  abr^gcr,  (4  —  C3=:(p,  jui'— -la' =  (P^» 

37  =— a/ia/(sin(p+^7sina(p)r(|^)— -OTa/^acoscp  — i74--7cosa$)(— ^ 
7at0=aiia/(cos(p— -7-+  -7cosa(p)rf— j — aii3/(a6in4)4--'V»ina^)(— j. 

U^quation  (P)  ($.  178.)  donnera 

fr    /^\         a   dA'^»         a   /dA«*    ,        ^^A*'*\  ^         ^ 
L-  f  _  )  — ( -^ L  a  —  —  J  7  COS  0 

+  a(-3 — -)  ycos^'-] COS  iw 

On  a  tfailleurs  (—^=m'  f—\  si  rexcentricit*  est  nulle,  d'oii  il  suit 

Si  Ton  substilue   les  rapports   diilerentiels   (§.  175.),   il  vicndra    Ij^fj^j^ 
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Puisque  nous  cherchons  ici  les  in^galit^s  s^culaireSi  il  ne  faut  emplojer  que 
les  termes  constans.    Cela  pos^  on  trouvera 

=:  —  niid/  <  A(i)  1 

C'  +  0«-77-  +  7  ^,-    rco8Ciw+(t)0cof 

—  j  (ai*  -^  0  A^'^  -f  ia  -^     Y  sin  (/Wv  +  (pO  sin  (p. 
En  d^veloppant  les  produits  des  sinus  et  cosinusi  on  aura 


ii7 


•Vdn  __  «n  g. 


— -  7  H — y 

da         '     2     ^a^ 


Si  on  fait  maintenant  i:zz  —  i,  il  viendra 

aV  =_-'  nBt  faA<'^-  ««  '-^  -^-  i^^;^)  rsin  («--«0, 


M"*     a»  d^A'^>    y 


7"7a-^J7^"^^'^^^')' 


doar /id/(a   — — 4- ^) «a/fflA^^^-w     , 

a         \       ^a        «c>a*/a         \  ^a 

les  m^mes  formules  gue  les  pr^dentes  (XVI.  XVIIO« 

S-  i88.  Les   facleurs   /sin(J  — J'),   j-c^s(J— J'),   V  sin  (xsj' —  bj), 

jr-  co6(tx/  •^ws)^  ^prouvent  des  changemens  ,  dus  anx  variafions  S9^  f  J,  ^7, 
txs',  iTou  il  suit  que  ces  variations  ne  sont  pas  rigoureusement  preportionnel* 
les  au  iemS|  et  que  les  expressions  pr^c^dentes  ne  sont  exartes  que  pendant 
«in  certain  tems  qui  peut  s'<^tenJre  !i  deux  ou  trois  si^cles ,  %  cause  de  la 
ienteur  avec  laquelle  changent  les  facteurs  f  sin  (J  ^^  J"),  etc.  Mais  si  Tob 
veut  ^tendre  les  formules  XIV  —  XVII  k  des  tems  plus  Sioiga^s^  11  fau!  y 
jppliquer  one  cofieclion.    Pisignons  par  9^  J,  /^  T,  7^  w,  y\  ra\  les  valeurs 


• .    •  p 
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de  ces  ^l^menff  k  IMpoque  d*od  ron  part ,  par  (d),  (J)  etc.  leun  valeors  qiii 
auront  lieu  au  bout  de  aoo  ans,  et  par  [I],  [J],  etc  celles  qui  auront  lieir 
aprfes  un  tems  quelconque  /.    Gela  poa^i  on  a  d'aprte  le  th^orfime  de  Taylor, 

et  ainsi  du  reste.  Les  premiires  difl(f rentielles  — ,  etc.  soAt  les  vitesses  des 
variations  des  6idmens  0,  etc.  qui  sont  donnto  par  les  fonmiles  XIV — XVIT| 
dans  lesquelles  il  &ut  substituer  successivement  les  actions  de  toutes  les  pla- 
nbtes  au  lieu  de  celle  de  m.  Faisons  pour  abr^ger,  j- m'a*a' X^'^  r=  A, 
Ad'  sin^J  —  JO  =  *,  A  ^  cos  (J  —  J')  =  c,  A,  *,  c,  itant  reffet  total  de  ractioa 

9 

de  toutes  les  planfetes  n/,  mf%  etc.    Cela  pos^  on  aura  (XIV.  XV.) 

et  pour  un  nombre  d^ann^es  i,  qui  ne  surpasse  pas  aoo, 

^zz^-f-bi,        J  =  J4-(c  — A)/, 
donc  au  bout  de  aoo  ans, 

(0  =  ^  H-  aoo  b,        (J)  =  J  ^t-  aoo  (c  —  A). 
On  calculera  de  la  m£me  mani^re,  et  pour  la  m£me'^poque, 

(O,    (JO,    (n,    (J"),    etc. 
Si  Ton  substitue  (0,  (J),  (Oi  (J),  ctc.  au  lieu  de  d,  J,  /,    ctc.  dans  les  for- 
mules  XIV,  XV ,    on  trouvera  les  valeurs   ^— ,   ^~^ ,   que   les  variatioos 

a  t    ^       O  t 

annuelles  auront  au  bout  de  aoo  ans:  partant 

Apr^s  cela  les  formules  (a)  d«nneront  les  valeurs  des  ^li^mens  i,  J,  y,  m, 
pour  un  tems  quelconque. 

On  peut   aussi  former   les  difliSrentielles  secondes,  en  difliSrentiant  les 
iquations  XIV  —  XVII,  ce  qui  donnera  (A), 

Ay  sin  (J  —  J')  +  A«'  (c  —  A  —  c'+  A')  cos  (J  —  JO, 
d'oik  il  suirra  le  mdme  r^suUat. 
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CHAPITRE      V. 


Inegalites    du   second    ordre. 

b 

5  189.  Ljes  injgalites  des  planMes,  qui  sont  inil^pendaiites  de  leurt 
ezcentricit^s,  ou  qui  d^pendent  de  leur  premifere  puisaance,  et  que  nous  avont 
d^sign^es  par  u,  U,  u%  \J\  renferment  1  sous  la  fonne  que  nous  leur  avont 
donn6e,  tous  lea  argamens  dont  elles  sont  susceplibles,  iea  premiferes  u,  IJf 
«yant  Targument  /(h'— !*)>  les  dernieres,  «',  U^  les  argumens  /V — 0'  — i)h — t» 
et  ip,'  —  (/ —  i)  ^  —  xS',  oii  Ton  doit  mettre  a  la  place  de  1  tous  les  nombres 
enliers,  tant  positifs  que  n^gattfs,  en  commengant  par  1=  i,  jusqu^k  ce  qu^on 
parviendra  ii  des  ^quations  inconsid^rables«  Si  Pon  voulait  op^rer  d'une  ma« 
nifere  aussi  gen^rale  sur  les  ^quations  qui  d^pendent  des  puissances  sup^rieu« 
res  des  excentricit^s,  ie  travail  serait  immense  et  inutile.  LeB  formules  qui 
donnent  lesindgalit^s  U,  U',  sont  des  fonctions  de  i,  n,  W,  dont  la  valeur  dimi- 
Due,  k  mesure  que  ie  nombre  i  augmente:  on  peut  donc  s^arrdter,  d^s  qu^on  est 
parvenu  k  une  valeur  de  /,  qui  donneune  ^quation  inconsid^rabje.  Mais  il  n'cn 
est  pas  de  mSme  des  in^galit^s  d^un  ordre  sup^rieur.  II  peut  arrirer,  et  nous 
en  verrons  un  exemple  frappant,  que  des  valeurs  plus  grandes  de  i,  et  des  puis* 
aances  plus  ^lev^es  des  cxccntricites ,  donnent  des  in^galit^s  trbs-considdrables. 
II  sera  donc  n^cessaire  de  choisir  d^avance  ies  termes  k  calculer,  en  d^termi- 
naut  a  priori  les  argumens  qui  ponrront  produire  des  iii^galit^s  consid^rables. 

On  se  rappellera  quVn  int^grant  un  terme  d'un  argument  quelconque, 
il  faut  le  diviser    par  la  vilpsse,   avec  laquellc  cet  argument  croit.-   En  efiety 

ai  R,  et  par  consdquent  r  ( — ),    renferme  un  terme  A  cos  cp,  il  en  r^sultera 

\*^  ^/         A'  d  1)  ^  (b 

pour  (^R)  le  terme  A'  d/sin$  ou    — -5-^  sin  ^),    ^  etant  —  ^;  pour  /(3Rj 

le  terme  —  —  cos  $ ,   et  pour  dff\dTi)  le  terme  —  ~/sr  ^^*  $1  ^'oili  il  vien^- 
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dra  rd^rf^R^— —  —  sin  (p,  A,  A',  ^,  dtent  des  fonctions  de  ir  ct  n\  It  s^atil 

^^  A'.  ^ 

donc  de  Irouver  des  argumens  C^els  que    .  soil  trfes^grand  ou  •  ^    tres-pettt; 

et  il  est  visible  que  cela  d^pend  du  rapport  qui  exisle  entre  les  moyens  mou» 

vemens,   n,  n,  des  deux  plan^les  dont  on  se  propose  de  ddvelopper    raclion 

mutuelle»    Or    comme    n    et    vt   ne   se   trouvent     multiplies    que    par    d€* 

nombres  entiers,  de  sorte  que  Z  ^^^^  l^  forme  x/i  —  yC  n\  x^    yi  s^^tendant  i 

tous  les  nombres  entiers^   ^  ne  peut  devenir  tr^s-petit  par  rapport  &  A%  fon» 

ction  dans  laqueile  n  et  n    sont  multipli^s  par  d^autres  nombres  entiers,   que 

dans    le  cas  ou  les  moyens  mouvemens   des  deux  planfetes  onl  entre  eux  un 

rapport   presque   commensarabIe>.  ou  qui  peut  §tre  exprim<^  k  peu  pr^s  par 

deux  nombres  entiers»  n  :  n'  : :  V :  X»    Si^  dans  un  pareil  cas  ^   on  fait  x  =z  X^ 

»'=X%  le  diviseur  ^rz)c/> — vl  rt  cst  presque  nul;    et  comme  il  n^entre  pas 

dans  la  fonction  A\  rin^galitf  qut  est  multiplije  par  -  ,   sera  trfes  -  graikle» 

L'6quation  ^  ou  -y  iz:  X/i  —  X'/t'  donne  $  n:  Xjul  —  XV'  -|-  const.:  on  n'a  donc 

qu'k  chercher   les  argumens  cp»  dans  lesquels  \l  et  \il    se  trouvent    multtpli^ 

par  deux  nombres^    Tun  6tant  positif^    Tautre  ndgatif  ^   qui  exprimeni  ^  pea 

prfes  le  rapport  des  moyens  mouvemens  n  et  /2^. 

D^terminons  maintenant  la  puissance  des  excentricit^s^  de  laquerie  d^ 
pend  Targument  C|>=i:X)x  —  X'jul'-  Tous  les  argumens  sont  form^s  par  la  com* 
binaison  de  la  fonction  B  ou  A^^^  cos  Tiv  avec  les  fonctions  'e;  (§.  169}, 
dont    le  terme   g^n^ral    a   la  forme  '^^         f  (jyi  —  vi)^    II  en  r^sulte   dans  R 

cos 

(S-  177.  (N))  un  terme  de  la  forme  cos  (mv -f- n)  =  cos  (1  w -f- i' (ft  —  ®)j=^ 
eos  (*  jyi' -f- C*'  —  0i^"4-C)*  On  a  donc  ,.  pour  les  argpmens  que  nous  cher- 
chons  ici^  izzX^»  i—tzz.\^  .d^ou  il  suit  que  rexposanl  /  de  la  puissance 
de    Texcentricitd   7>    de  laquelle   dipend    Targument   (p>  est  i"  —  \  —  \^ — X, 

Les   s^ries  (e)  nous  apprennent  encore»    que  le  cotfficient    de        ^(^/ul — ts) 

est  ni^^  accompagn^  de  'V''^^  \  Y^'^  ^,.  etc.  mais  non  de  7*^^  '  ^  etc.  de 
sorte  qu^ayant  calcul6  nnjgaliti  qui  d^end  de  la  puissance  y^' ,.  on  sait 
qu'elle  est  exacte  aux  quantit^s  de  Tordre  'V'^'^^  P^^t  ^^  V^  l^  puissance 
y^-^i-  j^jy  ajoutera  rien.  It  est  aisd  de  voir  qu^it  en  est  de  mSme  de  fex» 
eenthcit6  Y^  parcequ^ill  ne  s^agit  ici  que  de  la  difiSSrence   des  nombrea  i,  t* 
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En  effet ,    si  ron  combine    le  fcnne    giniral   de  (c) ,    (?'/  l'  (ft'  —  to') 

avec  cosiw,  il  vieudra  (y/''co»(nv-j-/',ji' — isj')  — (Vj^^cos^^Z-f-* '))*' — i\i,—i^xi:/), 
d'oi  il  suil  f  =  X,  /-|"^'  — ^'>  clonc  i'*  zzz\'  —  X,  comme  pr^c^demment.  La 
combinaison  des  deux  termes  y'  !  {\l — tc)  et  (V)'^  ^ivf — w')  donnera 
y'(yy/"J»  ^,v^^.///^/^Q^  d.oi^  il  viendra  un  terme  de  Rzz^^' (!')'' 
cos{('4-Om'  — («  — Om.  +  C}.  On  adonc /+*'  =  X',  i— i=X,  d  oii  Ton 
lire  i  -^- H' zz.>!  —  X.  Ainsi  il  est  prouve  que,  pour  divelopper  rin^gatiij 
qui  a  Targument  X|x  —  X  y!  ou  >1  \l'  — Xjui,  il  faut  remonler  i  Tordrc 
X'  —  X  des  excentricitds, 

Cest  par  de  pareils  raisonnemens  que  rillustre  Laplace  a  fait  une  des 
plus  grandes  d^couyertes  dans   lastronomie  physique«     Comme  il  n^y  a   rien 
de  plus  instructif  et   int^ressant,  que  de  tracer  ou   de  suivre  le  chemin  que 
le  g^nie  a  pris  pour  d^couvrir  les  v^ril6s  sublimes  qui  sont  le  sujet  de  cet 
ouvrage ,  ^e  me  suis  fait   un  devoir ,    de  prouver  chaque  verit^,  autant  que 
le  permettent  les  bornes    que  j'ai  d&  me  prescrire ,    par   le  m^me  enchaine- 
ment    d'id£es    qui    a  guid^  les  premiers    inventeurs.     L^action    mutuelle    des 
deux   grandes    planfetes  du  systeme    solaire    produit    dans    leurs  mouvemens 
une  in^galit6  tr^s-consid^rable  ,    dont    la  piJriode    est  si  longue   que,    durant 
quelques  si^cles,    elle  ressemble  &  une  in^galit^  sdculaire.    Les  observations 
avaient  cependant  fait  reconnaitre,  que  ce  n^^tait  pas  une  v^ritable  ^quation 
sdcuiaire  ,    mais    qu^elle   avait  une  p^riode  d*k  peu   pres  mille  ans  ($.   i5i.), 
Comme  les  recherches   des  plus  grands  g^ometres  n^ndiqviaient  aucune  ^qiia* 
tion   qui  fut  li  la  fois  tr^s-grande  et  d'une  p^riode  aussi  longue,   ce  ph6no- 
mfene   paraissait  renverser  la  th^orie  de  Newton.   M.  de  Laplace,  consid^rant 
que  les  geometres  n'avaient  eu   ^g&rJ  qu'k   la  premi^re  puissance  des  excen- 
Iricites,  en  conclut  que  cette  grande  in^galit6  devait  d^pendre  des  puissances 
«up^rieures,    et  il  commen^a    par  d^terminer  la  puissance  des  excentricit^s, 
et  Fargument    qui  pAt  fournir   une  pareille  tn6galit6«    Cest    alors  que,    par 
les  raisonnemens  que  nous  venons  de  d^velopper ,  ce  grand  gdomitre  d ^cou» 
vrit  rinegalit^  de  ces  deux  plan^tes^  qui  a  une  p6riode  de  plus  deBeufcens 
ans,    et  qui  est  la  plus  grande    de  toutes  les  perturbations.    On  a  vu  quV 
fin  que  rarguiaent  (p  =  X|i— -  'h!  \i!  donne^  aplrfes  rint^^aliaUf  une  in^galit^ 
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consid^rable,  sa  dtfTifmitieHe,  divisee  parcelle  du  temSy  X/t— X^r'~^,  doit 
frtre  trespetitp;  or  comme  ^=  ^  e»t  la  yitesse,  avec  laqueile  rargumeiit  ^ 
«roit,  rinegaltt^  dott  changer  trfes-lenlement^  et  par  con^^qiient  sa  p^iode 
doit  fttre  tres-loague.  II  est  donc  visible,  qu'on  remplira  h  h  foii  lea  deox 
condilions»  en  d^lerminant  rargument  $  de  la  manikre  que  nous  venons  dm 
d^velopper» 

$.  igo.  Les  moyens  mouvemens,  n,  r/,  n%  dea  pTus  granJes  plan^tes 
itu  syst^me  solaire,  Jupiter  ^  Saturne  ^  et  Uranus,  ont  entre  eux  un  rappert 
presque  coihmenaurable,  de  s  >rte  qu'en  nombres  ronds  its  peuvent  £tre  ex- 
prim^s  &  peu  pifcs  par  les  proportion»,  n  :/i^:i5  :  2,  et  /i' : /i''::  3 :  i.  On  a 
donc  h  pen  pr^i  par  rapport  ^  Jupiter  et  Saturne,  Sn^ — ^n  —  Oy  et  reiatir 
vement  9i  Saturne  et  Uranus,  3»'^  —  n'  =  o;  d^oik  Ton  conclura,  dans  le  pre- 
mier  cas,  Xzna,  X'  =  5,  r  =  X'  —  X  =  3,  et  dana  le  second  cas^  f  =  2.  La 
grande  in^galit^  de  Jupiter  et  de  Saturn^  est  donc  de  Tordre  des*  cubes  de» 
cxcentricit^s,  et  celte  de  Saturne  et  d^Uranus  est  de  Tordre  des  carr^.  Rela- 
tivement  &  Jupvter  et  Uranus  on  a  nin''::  iSiz^  ce  qui  donnerait  la  treizieme 
puissance  des  ejicentricil^s» 

Outre  ces  indgalit^s  qui  sont  donn^s  par  Teatermes  /(dR)  ef  r  (---». 
il  y  en  a  d^autres  ass^  consid^-ables^  qiri  ne  se  manifestent  .pas  aussi  imm^ 
diatement^  parcequ^elles  sont  donn^s  par  les  autres  teraea  de  T^quation  IV 
{§.  180.);  on  les  trouve  prrncipalement  parmi  celle»  du  second  ordre»  Relati* 
vement  au  carr^  des  excentricit^s,  H^quation  IV.  donne  de»  termes,  dans  les* 

^uels  u,    j-^,    --,  sont  multipli^  par  'V^^tiOi  — «;,  et  u',    ^,    -^-^ 

par  7'"*  (ft— ia).  Or  u  itanl  cnAeosAv  ($.182.),  ii^=BVcos(iV— 0— i)jit^®) 
4-  Cy  cos  (<>'  —  (i  —  1)  ^  —  «7  (XIL  $•  i83.)r  A^  B,  C^  itant  fonctiona  de 
n  %\  n' ,  cela  donne  dea  termes  de*  la  forme  "V^  coa  (itv  -f-  ^M»  —  20)^ 
'yycos(*iv-f-2jyi  — us. — m')r  e'est-ii-dire^  de  Tordre  du  carrd  des  excentricil^^ 
•t  de  Targument  iw  -f-  aft-f-  CmV  — (1  —  2)  |i  -|-  C  =n»  L'6qu»tion  IV. 
f rendra    donc   ki  fbrme  ,   o  =:  —ir  +  ^** "' -f"  ^  cos  n ^   «loat  llnt^grale  esl 

t/^  =  K  cos  n,  ce  qui  donne  —  =  K  {  (i  —  a)  n  —  in'  \  sin  n»  et 
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—  — .  K  -I  ''i  —  a)  n  —  I /j'P'  C08  >) ,    d'oi   il  r  jsulle 


3aS 


K=: 


df» 

o  =:  ^  L  -^-  »•  K  —  K  ((/  —  a)  n  —  /n')'  }  cos  •») ,    donc 
L  .     u L  cos  y| 


et  i/'  = 


Lei  ^quations  u'^,  U^^i-auroDt  donc  un  terme  consici6rable  ,  si  Tun  de  ce§ 
deux  diviseurs  est  trfcs-petit ,  ou  ai  iV  eat  k  peu  pr^s  ^gal  k  (/  —  i)  n  ou  h 
(f  —  3)n.  Relatirement  k  Jupiter  et  Satame,  on  a  it  peu  pr^s  5n'  =  !in:^ea 
fiiisant  donc  i=5,  le  diviseur  (i — 3)/i — inf^  devient  tr^s-petit;  d'oJi  il  r&ulte 
une  in^galil6  de  Jupiter,  due  k  raction  de  Saturne,  qui  a  pour  argument  Tapgle 

5ft'-3ft  =  5-^  — 39:=c|>, 
'^,  Qc^    ^tant  les   longitudes  moyennes  de  ces  deux  plan^tes.    Pour  les  per- 
turbations    que   Saturne    iprouve   par  Faction    de  Jupiter,    on  a  ^  peu  pr^ 
5/1  =  2/1^  le  second  diviseur  devient  donc  tr^petit,  sic= — a;  d'oili  ilr6suU# 
vne  in^galit^  de  Satume,  qui  a  Targument 

4m.  —  2|ui'  =4"^  —  2  3:  =$'. 
II  arrive  anssi  que,  sans  qu'aucnn  desdeux  diviseurs  soit  excessivement  pelif^ 
le  num^rateur  L  devient  trfesgrand:  c'est  ce  qui  a  lieu,  relativement  k  ractioit 
de  Salurne  sur  Jupiter^  lorsque  Targument  n  est  ^gal  k 

3h'  — K  =  w^ 
et  relativement  k  Taction  de  Jupiter  sur  Saturne,  lorsque  y|  est  ^gal  Ii 

3jyi  —  fi'  =  (a; 

d'oii  rdsultent  deux  in^galitds  de  Jupitet  et  de  Satume»  ayant  Tune  et  Tautre 
rargument  i'^  —  ^  ,  qui  est  identique  avec  rargument  3 ^  —  '^  que  nous 
avons  trouv^  pour  la  perlurbation  d'Uranus  par  Taction  de  Saturne.  En  rd« 
sumant  tout  ce  qui  pr^cide,  nous  aurons  h  d^velopper  les  in^galites  suivantes. 


L     de  l^ordre  dts  carris  des  exceniridUs  et  des  inclinaisons 


!•  jirgument 

5  jn'  —  3  ft  =  cp. 

S^  troubld  par  '^. 


9*  Arjpiment 
4l^  — 2fi'  =  (I>'. 
^  troubl6  par  Uf-A^  troubM  par  "^* 


3.  ArgurrKnt       j      4«  -drgumeni 
3  fi'  —  jx  =  (!>•     I    3  fi  —  ;*'  =  w'. 

'^  troubli  par  !^, 
$   troubli  par  "^. 
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Jl,  de  i^ordrc  des  iroisihjuv^  puissancos^ 


K    Argument 
3^  tronble  par  "^. 


a.  ^rgumeni 
■^  troubli  par  9i. 


^.  191.  Les   iJquations    IV»  VI  (§.  180.),    donnent    les  termes  «ui^ans, 
dependans  des  earrds  des  excentricil^s  et  des  inclinaisous: 

IV.  o  =  yfT  i-^^  ^" ^"^Ti  ^  {*  ~ ^^•^(^^ ^  ^^^—  "TTr  ycos  ri*  —  «) 


dtt 


du* 


-t-2^1  —  7^sin2(fi  —  csyj-f-2/i  —  7sin(|x — «3;-f-  —  wV^^i  -f-^cosafji  —  vs} 

4^3n^z.'7cos(H-x.;-^5"''(l7)  +  lj'"^^^^A 
VI.    U"  =  z<7^sin  aYifc  —  ©;•+•  ^'7 sin  (11  —  CJ) 

H ^--  *>*  i2  —  cos  a  (ft  —  tSj} ^—  7  cos  ffi  —  vs) 

Les  qnatre  argamens  des  in^galit^s  du  second  ordre,  (p,  ^\  w,  t*)',  /"$.  190.) 
ont  la  forme  g^ndrale  xjui' — (k — aj  jx  =  xiv-}- 2fi ,  x  ^tant  -f-5  ct -f-3 
dans  les  argumens  cp,  to,  — a  et  —  1   dans  ^\  w\    On  choisira  donc,   dani 

— ),  les  lermes  qui  ont  Targiiment  xfvH-ajm:  dani 
tt^  — ,  "TTi  >  '^8  termes  qui,  etant  combin^s  avec  fangle  ^ft,  produisent 
le  XDime  argumentj  el  dans  u',  — ,  -jrr»  ceux  qui  lc  produisent  par  U 
combinai«on  avec  it.    En  faisant  donc  pour  abr^ger, 


8        -      ■       4. 


A<'>  -I- 


2  l-H  I 

—  a 

a 


da 


8      da' 


a«^^ACi)_ 
^a    ~   4      «'a^      ~      ' 


lil±ii±l  A^^'^  -1-  ^^      ^^  4-  -  ^^^^^^  --.  p 


^a 


II 


8      c^  a' 


_ 
8 


^/) 


iiii 


■  a   — — — 

8 


.    i»    ^a^AC')         a»d»AC«)         ^^ 
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3^7 


-t- 


a 


"^  A    ;i/,3    — ^Q    ^ 


8  ~     <^a       •        *     "^        ^a^        '     &      da' 

-(««'+''-ii-) =<?■■■- 

les  ^quations  ^N)  ''N^  iVj  (P';  CS.  177.  178.)  donneront 
R=/n'S  -Kfw^y^S^r /w'P*V*cos  CiV-(«-  «Jl«  -  aw)-/»'P'r/co»rC/+i  )t*'-r«-i )  ft-tB'— ro/ 
-f-m' P"y  »co»  ((/-f  a)  ft' —  jV  —  a  w'; — w/P" 'i*cos ''(1 H- 1; /— 0'— 1 )  1*  —  aH), 
r  (l^)  rr/wQ^y^cosOn'— C^-a)a— aw)— in'9'vyco»rr^^-iV— (r— i)ft— w'— ar> 
-t-m'y ■  'y»co» (('4- a  fi'— .•m.— aflJ')— /n'Q"»J»co» rri4-i ;  |«'—  </—  i )  »t — tsJ^^-tB). 
It  est  ais^  de  voir  qoe  le»  fbnctions  Q  «ont  le«  diil^entieUes  de»  fonction» 
P  par  rapport  ^  a,  de  sorte  qu'on  a 

_  jp»  ^p»  ap'»  ap"* 

Q»  =  «-V-r    Q^^^ra—»    Q"=a^-,    Q"*=al^-, 
^  a«t^  «»«*^  da^  aa 

II  est  ausst  visible  que,  paur  doaner  aux  quatre  argumen»  qui  entrent  dant 
R  et  dans  '"(7-)^  '•  forme  iyS — (i — 2)|ut — const.y.  il  faut  mettre  k  la 
place  de  i,  i  dans  P»  et  Q%  i—  1  dans  P%  Q%  P"%  Q'",  et  i-^%  daM 
P"^  Q*'»    Ainsi  on  aura 

^po_  1(4^-5)     (,,       ai-i      3aC>>        «'3a\C«> 


a 


pii  _  4i*— 7<>»  A^'""^^ 


a  — :. h  -7  - 


da 


da< 


af— I      3ACy— «>         a«  aaAC»--a> 


(A) 


<'  P-=^'«"-',  p.=  4i^.!i^+l„.!lii% 


tt*  d'AC»> 

i  ■5'a»'^ 


Q' 


— T « TT"   T««    J-T tj  —T7T— * 


2  d  a  '  d  a 

<.  _  '14  /-  3)  „  5A('— >  .    f      aav"-'»  _,_  «^ 


» 


<ir 


a'  3»A'«-') 


Q"»  =  ^7si^'->-|- 


da 


')• 


Cela  pos^  oD  aura,  en  &i8aDt  pour  abr^ger,  i*iv-f*a|t  =  >i^'% 

R  =  /»'  P^-^^cos  (n^'>—  aro)  — /»'  P»  ^Vcos  (4^'*— Gf  —  Vj 

(1<'>  —  a  «';  _  m'  P«"  J'  cos  (n^'>  —  a  Hj  , 


^piiyjgoj 


r  ^^-j  =/ii'Q"V»co»(n''^^  aw;  — /n'Q*7'/co»(n"*  — «— W> 
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4-  m  Q"  y*  C08  (tj^'^  -^  2  w';  —  /w'  Q"'  «*  cos  (i)^^'>  —  a  11}, 
d^oii  Pon  tiieia 

rP^  7"  sin  r^^^  —  axiJ)  —  P^  7  y  »in  (t|^'>  _  txy--  hj'  ^ 

Pour  les  autres  termes  des  ^quations  IV,  VI,  qui  admettent  la  forme' 
>l^'\  on  trouvera,    en  vertu  des  ^quations   (a)   {b)  {%.  182.),    XII  ($.  i83.), 
et  des  formules  (/;  (§.    i^^Oi 
u  cos  2  (ft  —  cj)  =  B^^>  cos  (ii^'>  —  2t3),    u  sin  2  (jt  —  ^)  =  B^'>  sin  (n^'>—  2®), 

|-^  sin  2  (m  —  w)  =  —  I  (n  —  n')  B^^>  cos  (ti^'>  —  aisj), 
•r--  cos  2  (jm  —  uj)  zz  I  (n  —  /i')  B^'>  sin  (ii^^>  —  2X3), 

~  cos  t  (m  — w)  =  — i^(/»  — nO*B^'>  cos(>j^^>  -  2W), 

li'  cos  Cft  —  w)  =  —  I  M^^>  7  cos  (>i^**>  —  2ISJ)  -f- 1  N^^  r  cos  (t)^*">  _  ,0 .—  ip^^ 
u'  sin  (fi  —  to)  =  —  I  M^^>  7  sin  (tj^'^  _  atsj)  +|  N^*'>  Y  sin  (>)^J>  _  w  ~  ti/), 

|^'sin(|x  — ©)=  >(^-^0-in  ^vi<^')7cos(>)^'>— 2©)— N^'Vcos(>i^'>— w^f0')}, 
|^'cos(ft-w)=—  ^'(^-^O-n  |5^C/)Ysin(^CO_j^^jj)_^0)y3in(^(/)_,5,_c^)}^ 

^^^T  cos (ft -tg)  =  t^(^-^J)-!LL' ^MO^vcos^Ti^^^^-^ic^-N^^^^^cos^tj^^^-w-uj^}- 

A  r^gard  de  Tinl^gration  des  fonctions  de  R,  ii  faut  observer  que, 
les  in^galitds  qui  sont  divis^es  par  un  tr^s-petit  nonibre,  ayant  non-seulement 
une  valeur  consid^rable ,  mais  aussi  une  longue  p^riode  (§.  1^9)«  il  n>8t 
pas  permis  de  regarder  les  cl6mens  7,  t^,  etc.  comme  conslans  durant  uno 
p^riode  enti^re,  comme  on  Pa  fait  jusquii  pr^sent^  mais  quUl  faut  tenir 
compte  de  leurs  in^galit^s  s^culaires ,  dans  rint6gration  m6me.  Soit  donc 
^dX  une  di/Tiirentielle  ii  int^grer ,  k  ^tant  fonction  des  ^l^mens  des  orbiles. 
Si  Ton  porte  la  prdcision  jusiqu^aux  djnereutieiles  secondes  des  iiimens, 
■^.j-  (§.  186.    188.),  ct   qu'on  int^gre   par  parties,  on  aura 

/*ax  =  *x— /Xd*  =  ytx— /~xa/. 

£n  faisant  pour  abrdger,  -^—h,  ----—h!,  /X3/=Y,  /Yd/=Z,  on  trouvera 
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/*dX=r*X  — AY-f  A'Z,  d'oi- il  vient 

/*d//*3X  =  /'*xa/— /AYd/-i-/A'za/=/*dY— /Aaz4-A7za«= 

*Y— a/A3Z-t-A7Za/  =  *Y  — aAZ-f-3A7Z3r.    Aiiwi  oa  a 

(  fdifkdX  =  it/X3/  —  a  5^  fdtfXdi  -^'3  —i^  fdtfdlfXdt. 

Ces  fonnules  nous  serviront  2i  trouver  les  int^grates  de  (dR),  de  ^(y  )^^ 
q(  ded//(^R)»  relativement:  auxiB^gsHt^s  k  longue  p^riode.  Pour  les  autres 
argumens^  leU  ^ue  Wi  on  fera  simplement  fkdX~kX,  fhtfkdX—kfXdL 
Aii  reste  liousi  n^aurons  jgard  anz  difiiirentielliBs  seconddi  •-^^ ,  que  dans  les 
^uatioBs  du  tioisi^me  ordre,  ^j^  ^\  En  rassemfclfint  toutes.  les  valeura  pr^ 
c^dentes^  et  faisanti^n — r/) — 9/i  =  X,  on  aura  *" 

, V.  o  =  ^V »=  u-r^^ ^^±i?r  B«  -  ^^^  M<'>  ^7»  co.  (V«  -  .«> 

+  h!±-'NO)-yyco,Cf'^-«--«Oi-^*«/(3R)-e5«'-0^, 
VI.;  Ur  =  '-i^i^  +  5  i?^-  Mf»  -  i-i^  Bt'>  f  V  .in  (.,<'>-  aw) 

T  ^  N«>  77' «in  (nV>  _  «  -  «0  i-  ^  «/a//caR)  +  ^  «/r  (|^)  aX 

*   *        *■         ' 

5*  '92**  Int^grons  maintenant  les  valeurs  pr^c^dentes  de  (dRji  ^(v~)dO 
9i{dYi)^  el  fi^tsoQs  pour  plus  fi|e  siinplicit^, 

eyr 9\xiijaz=:f,  y^cosMizziJ^,  rysin(f)»4-S50=^^  tVcos (oJ-t^)  =:^V 
^^^••"*  ^/-sinato'  =  /t,    y^cosaoj^^A',    6^syian=*,    6^cos2n  =  *' 
Cela  pos6^  on  aura  (§.  1.91.) 

«u^_    'r      n^    .,<'P'/'-PV  +  P"A'-F"05inV'>> 
^      '^  ^  ^-(PV— P'«-hP"A— P'"*;co8V«S' 

r  (^)  =  m'  (QV'  -  9' «'  +  Q"  /»'  -  <?"•  *  )  C05  V'> 

»»'  (Q'/—  Q'  ^  +  Q"  A  —  Q' "  /t)  »in  *j^^^ 
^  f/  h,  etc.  ^tant  les  fonctiont  variables  dea'  Himpnt,  que  nous  avona  d^ 
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sign6es  par  l-  (J.   ♦91.)«    Si  on  oh^erve  maintenant,   que  3ii^'^zr  —  X9/  on 
6t  — r —  (§.   igi.)»  Ift  premiere  dea  fonuoles  (B)  donnera 


A 


t-P"  ^A-f 


^m^'-'^ 


Yp-(^'-r|-0-'-(*-i-a-j 

(  L+p"(*'-i-K)-p-(*'-i-M)J 
Cfj- (/+ r K) - <?•  (^ + i- *^)    -j 

)L^9"(*+j-W)-*-(*+rl?)J 
)_p*  (^- r  K)  -  <?•  (^ -M^)  1 
(  L+9"(*'-rl>)-«-(''-rrjJ 


COSit) 


<!) 


iry 


COtl)^ 


La  seconde  diai  formiiles  (B)  (§•  19.1.)  donneca 

.+f-('+;-^)-''"('+r5?) 
>'(/-rM)-»'(*'-rH) 

L+  P"  (/« 

Si'  on'  rassemble  tbus  OM  terne»,  lipr  ^uations'  pr^c^UontM  devieitdroni 


/j</(»B)==5fcai<^ 


rl-g-^n^^-rH)!.   , 


IV.     o  =  — —  -|-  ir  u 


X»H-5ii» 


■>  >■! 


B^^/'  — 


X»-n« 


.»/» 


-  M<'V'  + 


X^  +  an» 


-  N<«  ^ 


+ 


+  n»  u  ^QV'  -  Q^^'  +  Q"  A'  -  Q'"  n 


y  co$n 


if) 
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^*-*-»*'  B<V-  ^*'*'***  M< Vi-  — -*  K<'>  s  ^ 

%  %  A 


+  ^ 


VL  V=''*' 


^  B<'>/-.  '^•*'*  M^V-f-  '^"^*  N^'^  ^ 

I  ,  .«-.,..  p-(^+rl?)-'-(*+r^) 
i       '•     'L+^"(*+M?) -'■■■(*+ r'j7 

ii?  B<'>/'—  i^-  M<''  /"4-  — ^  N<''^ 

-  r^l+9'-(*'-j.|^)-Q-"(»'-i/M.i 


cosn 


<ft 


«nV'^ 


3(< 


r« 


Lm  rapports  diSrentielty  g-j  ^y^  ^,  elc.  seroBl  «Mtemiin^s  de 
U  oiini^re  suivante.  On  caiculera,  a  I  aide  de  U  fi>miule  («)  ($•  iSS.),  les 
^eoTS  desil^mens  7,t0,7'y  10%  0,  J,  ^,  J',  pour  les  ipoqnes  deaSoo  etde 
!i8oo ,  leors  valeors  pour  1800  ^iant  donn6es.  En  d^signant  les  Taleurs^ 
corretpondantes  aox  trois  ippques  de  1800^  aSoo,  et  2800^  par  Y,  iy)^  ['Vji 
etc.  on  aor* 


93t  A  S  T  H  O  TT  O  lil  I  E-  P  H  T  S  TtQ  U  E 

/ =7*3111  aw,  (/)  z=(y/  sin  a  («5,  [/.}  px  [75'  «» "»■  [ojj,  /^  ziT*  eo»«  m,  etc. 
Pour  d^tenniner  les  quantil^s  izzi^ainill,  iC^i^cosall,  soit  (Fi^  4'*) 
VI E  1'^cliptique ,  INA  rorbite^b  1&  plaaMe  m,,iKS  cdli  da  «/>  et  Uare 
Vn  perpendiculaire  k  r^cliptique.     Cela  pqsi  on  aura 
I/=J'— J,  tangNI«=«,  ^ngNrns=r, 'Vnfell,  taijglNixiJ  ($.  168.),»  donc 

N n  = «'  «in  in  =  «  sin  I  N„  ji'oii  l^ljn»  lif e  ^  #Mi  (D  —  J')  =  f  «in  (H  —  1)* 
et  en  (f6veloppanf|  '^ 

tang  9 Z3  -7 — '  ^,  '\ z. 

Le  Iriangle  INi  fournit  r^quation,  coaN±xoa(J^-^J)siiiNVafnNiI*-M^8NI/ca8NiI, 
ou  cosNzzi  — a(»in^N/ji:i  — |«^^±:^/costJW)4^i— ?0*i-d'^^^^  ^oii  ilsuit 

"«^  =  0*  +  ^^— af/cosrj —J).  "       » 

Auiti  requation  precedente  donnesaain^IIz^ — ' —       ■    <  |Coa°nn       ■    ^ ~^ 

d^ou  r^aultent  ces  deux  dquationSi 

-1 

i^ sin  n  1=  0' ain  J'  — isin  J  =  e^  Jcoa  Ilrzd'  coa  J'  — •coa  Jr=:^,; 
ce  qui  donne  i^%e4f ,  U  —  e'^'—^^  On  trouvera  de  celte  maniire 
les  valeura  k,  l^,  (A),  [V\  {*],  [<^j,  relativea  aux  trois  ^poques  de  1800, 
aSoo^  2800,  en  substituant  0)»  (J)»  CO»  ®tc.  au  lieu  de  f,  J,  |\  JV  Main- 
tenant  il  est  ais6  de  conclure  lea  rapports  difliirentiela  r- ,  -zrrr  1  des  trois  valeurs /^ 
(wOf  [u^J^  ^c*  On  a  pouT  na  nombre  /  qnelconqae  d^annjea  dcouliea 
apr^  180O9 

(/)=/+  5oo  ^  +  laSooo  |.'^,     [/]  =/+  1000  ?(  +500000  ^^, 

d^oii  Fon  tirera 

/m  ^/  — 4(/)~y/-I/l         ^^/_/H- [/)->(/) 

^*^^ Tt^       iinjo"     *      ^t»  ~     260000 

n  en  est  de  mCine  des  autres  fonctions, /^  g,  etc. 

On  trouvera  le  m6me  r^sultat  par  la  diffirentiation*    En  effet  Vifpt^ 
lion  /"^Y^  sin  atv,  donnera 


:  • . 
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dt*  •*   \i*   d/«.  ~7*  it*  dt»/ ~   •'     \)l   it     <it     '      df  j* 

t 

$•  19^.  La  premi&re  ^quation,  relative  aux  perturbations  de  Jupiter 
par  raction  de  Satorney  k  pooT  argwnent  rangie  5^ — 3fi  =  5'^ — 322^=:^ 
($•  iQ^Of  d^ou  il  suit  1  =  5.  Oa  a  vuque  — H —  est  une  trfcs-petite 
(raction:  en  Caisant  donc 

on    pourra  n^liger    les  puistances    aupirieures    de  ^.    Cela    pos^    on  anra 
(§.  igi.  i8a.  i83.)» 

ii'=^/i,  n— ii'=^^/i,  i(»~nO— a/i  =  X=(i— 5)/i,  X^/i*=— a?/i% 

.•«(«—«'/-^««^(S— 6?)«*/  i(n-~n')— n=:(»^g)n,  i'(n— nO— »=(»4  —  S^n; 


Bt'>=B<J>=  1  A  +  il  ?)  aA<5>^  l±ii 

•4  V  la  ^/  '         i6 


4>  A  ^^ 


6  -  d  a*     » 

dA«*»    ,    1+1?    ,  iax'*» 


i  ront  fait  pour  abr^ger, 


6(i-+-?)aP*  +  aQ*  +  <3-OB^^>-(|-5)M<^>  =  I, 
6  (1  4- ?)  aP»  4-aQ«  -  (3_ ?) Nt5>  =  n, 
6(i4-?)aP"-l-  aQ"  =  IlI,     6(i  4- OaP'"  4- «Q"*  =lV, 
IVqaatioQ  IV  ($.  192.)  devienclra 

•=='T7r-H^"-«''-+-|_6(.+.?)na(p4{-p.ii+P"p,-P".|^)[-''»^ 

+  \  n»(I/_n^4-mJi-IV^)+6(  i+a?)na(p»  |^  -P'  |^+P"  |^-P»'  |^j]  ^  8in<I>, 
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Coiuid^rons  s^par^meot  les  temM  qoi  d^peodeat  dej^tltde/*,  detMie^.qu* 

(E) o=^H-«»tt"-f^i.««r-«(i-h»r)««p*57^cM* 

II  est  aisi  de  roir  que  rint^gralo  doit  vnAt  cette  forme,  qoi  4en  JgtlAmeat 
cellc  des  aatres  termes  qui  d^pendeat  de  g,  k,  k,  ete. 

«"=(F/'~G|^)cos<p  +  (p/+G|^sia^, 
d'ou  Ton  tirera  eo  difii^reiitianr,  vA  que    ^  zr— ^X, 

77  =  (^  It  -  ^^^- ^<^  5l)  «^*»»*^-*- ^^^'- ^G  Jf  4-F  J^)  .i.*. 

^'=:_(x«F/-t.X'G|^-..XF|^).in(I»-(x«F/'-X-G|f+aXF|geo.f 

Ayant  snbslilne  les  Taleors  de  u''  et  de   -^     ■   dans  V^quatioo  {£),  lacott* 

paraison  des  termes  semblables  donnera 

y_  '■  »•  _       «      ^_eow.ag)nay»-nxr_(i--^i      »(t-»->g).p. 

— X*  — «'""•      •?•  X«—»»  ""    a{«»    '  I» 

Ainsi  on  aura 

I./'  — IL  y'-f  III.  A^  — IV.  V 
^_  _  co^  V  (i---i  I-6( . -1-a?;aP-)  |^  -  (i^i  U~<J(  .+af)«P«)  ji|J 


«« 


I.  /-  II.  g-\-m.h-iw.k-  (1=^1 1-  6(1 4-  »0  -P')  ^ 

-^h  (-^  11-6(1  +«0«P')^-  (i:zlm-«(.+af;«P")i|l^. 

H-(!^«lV~6(.+.DaP«")i*l 
Faisons  pour  sbr^geri 
XVrH.    a^r— iJ4i''  =  — E«sin<|>  — E^tfCOstt     ^^t  =D  coi^  — ly sin^, 

ct  subsliUions    la  valeur  de  (.    On    a  suiyant    M.  Laplacey   siziia^Sj^^ij 
js^zzio^g",  »5  d'ou  Fott  tirera 
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5=:o,oi34636i   1^:74,163^7;    B^^  =  o,  aiiJ?  .eA<5^  +  o,  c63i3  «=  ^', 
M^^^  =  6, 4o4,8  .  alS^^  4-  3, 4201  .  «=  ^-  -^-  0,  17  .  a3  -^  _  ^, 
N<^  =  6,  i6ie.  a  A<+'  -F  2,  38  ■  a=  —^  +  o,  17  .  «3  ^^-  , 


1=4»,  M7-«A«»4-af,89i.a»—  4.  3, 008  .  a^ -^-^  -  +  ^    -j^-, 
11=  100,  ag? . « A*»'  4-  48, 3a!> .  a»  —  +  6,  269  .  «3  __._  +  _  _- ,. 
IH=5o,  ^17 . «  A"»  -f.  24, 307  .  a*  -^  4.  3,  »6  .  a»  — ,-  4-  -  —  ,^  ,. 

J  V  =  «•  «'  f  oi  88& .  Ki4)  4.  »  £iL:\ 

V  '    d    d  o  y 

An  moyen  de  co>  valeurs»  et  de  ceHes  de  P*^,  P^  elb.  Q",  elc.  on  troovera< 
B=/^,7«6,67.«A<^'-|-8.a,99.a-^^-4-"',69«5^^*+4,e4.a*^^-^^ 
-^J.^74,«3.«A<*>4.  .7ao,,3.«»i^- 4-a3a.74.«5~^4-g,4fr-«*^~f 
4;.A|iPgi,oiuiA<3>4.9o>,56.a-^4ri«»,o5.«3if^'44,64.«*~^ 

—  it  p»,  86 .  «*  o'  «<*»>  41  4,  «I .  «3  «'  ~  ^ 

+  1—  j7^37,o«.«A<*54.33Mi«.«*^4-457,6o.a3i|^'4-.8,32v«4il^'  X 

-Jf^^^67949.«A<i>4.i76«.95.«^^+^8,o7...3^.^;:^4^,.6.«4i^- 

+  f  *-464,  oj..'«'ll<4)  ^  ^  ,6.  «3  «'i£'^;. 

B»=  '-f^  /.^(.y  -  n.^  4-  in.  a  - 1  v.  *j  -  ^I  -  6  (.  4-  2?)  «p*^'^ 
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et  ies  coefEciens  E',  ly,  sent  ce  que  deviennent  E,  D,  «i  Ton  mtkf*,  ^, 
h',  V,  —df,  —dg,  —dh,  —di,  k  la  place  de  /,  g,  h,  i,  df, 
9g',  dh',  d*'. 

Si  Ton  substifue  les  valeurs  pricidcntes  de  — -,  B^^\  P%  Q%  etc. 
dans  r^quation  VI  (§.  tq*^-)*  ^^  qu^on  fasse  pour  abr^ger, 

XIX.    U"  =  F  eos  0  —  F sin  (p,  on  ^ura 

F=/^  36oa,,4 .  aA^S^-f. .  644,95  • «'  ^f  +  "^'^^  **'  ^l^  +9'*'  ***  ^'ii"  \ 
-^  J 75o5,i7  .flA«4>H-3477,59 .«»  ii^^ +47 ^4' .«3 ii^.-|- ,8,8a .«♦  ^^;;^ ^ 

I 

-fA^38o8,5.«A<3>-f  i8a3,i5.a»i^  +  245,o6.a3.^~+9,4i.a*^'^^^ 

—  *  $  66,  a5 '.  a»  o' «(*>  4- 9, 4i  .  a' a' ^^  ? 

^f^  J .573M  .«A<^+ „80,4.«»%':?+ .630,  .a3if^j::+679.8.«*^4^^^ 
+|f,|537077.aA<4>+a49847.a»^f +33973.a3!i.^'  +  ,360.«*^^- 

^  ifS  173078  .oA<3>4.  i3ii5a.a'i^-+ 1767^.03  ^^-f  679,8.0*  ~^l 

et  F  se  changera  en  F,  si  Pon  met/%  etc*  a  la  place  de  r,  etc*  th^df, 
etc  ao  lieu  de  d/^  etc. 

§.  194.  II  sera  bon  de  faire  ici  une  remarqae  k  l'^gard  des-  rapportt 
diflKrentiels,  — ,  etc*  Tous  les  autres  termes  sont  des  fonctions  homog^nes 
de  n,  n,  dont  la  dimension  eat  nuilei  de  sortcf  qa'on  peut  ^liminer  ies 
moyens  mouvemens,  en  ne  conservant  que  leur  rapport;  au  lieu  que  let 
termes  — ,  etc.  sont  divis^s  par  n.  Dans  tes  premiers  termps  on  peut 
mettre  ^  la  place  de  n,  n,  les  moye^s  mouvemens  des  planfetes  m,  m',  pour 
un  tems  quelconque  t;  tandis  que  dans  les  derniers  ii  est  ndcessaire  de  d^ 
terminer  la  valeur  de  n  ou  de  I.  Gomine  n,  rt ,  ne  repr^sentent  pas  les 
mouvemens  m^mes ,  ou  les  arcs  parcourus  dans  un  certain  tems ,  qui  sont 
-zzni,  mais  les  vitesses  avec  lesquelies  chan^ent  les  longitudes  moyennes;  il 
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ii     il 

«tt  Tuible  qae  •-  -  =  —  =  —  exprime    le   rapport   entre  les  vitetses  des 

dl 

Variations  de  IVI^ment  f^  et  de  la  kngitude  moyeone  )X|  rapport  identique 
avec  celui  de  ^eurs  accroissemens  dans  le  m^me  tems;  d^oii  il  suit  que,  dats 
k  fonction  —/-  «  it  est  le  moyen  mouvefnent  de  la  plan^te  m  pendant  le ' 
tems  9  pour  lequel  on  a  d^termin^  les  variations  SJl  Sf^,  etc.  Or  les  fot- 
mules  XIV  — XVII  ($.  i85.  187.)  donnent  les  variations  annuelles  des  ili- 
mens  $f  7,  eto.  II  est  donc  visible  que,  si  Ton  a  calcul^  les  difiliientielles 
d/,  dg,  otc.  par  les  formules  XIV  — XVU,  ou  qu'on  exprime  le  tems  /  par 
le  nombre  d^ann^es,  ainsi  que  nous  Tavons  fait  (§•  192.),  il  faut  substituer 
pour  n  le  moyea  mouvement  annueh  D^signons  par  7,  (7),  10,  (xs)^  etc.  les 
valeurs  de  ces  ^l^mens,  relatives  k  deux  ipoques,  dloign^es  Tune  de  Tautre  du 
temsi:  on  enconclura,  pour  lesm^mes  ^poqnes,  y*et  (./),  etc.  Delk  on  a  tir6 
($.»9»).  {n-f=9f.  ce  qui  doime|(=^^,  ^i  it  =  i£t=J, 
ni  iUni  le  moyen  mouvement  pour  le  tcms  i,  ^coul6  entre  les  deux  ipq^ 
ques  qui  ripondent  4/et  (/).  Si  Ton  emploie  les  formales  XIV  — XVIIf 
tizzni  est  le  mouvement  annuel.  et  — ^  sera  Ie*rapport  entre  les  accroisse» 
mens  annuels  de  r^l^ment  f  et  de  la  longitude  moyenne*  Si  Ton 
reut  se  servir  des  ezpressions  direcles  des  difierentielles  -^^,    etc.  ($.  193.}, 

on  «l^^^^-TJ-t-^/^-j^;  «*  en  substituant  (S  i83.)|^^Aii7'sln(w'— ©), 

~  =  — B/i  —  A/i  y  cos  (01' —  w),  /"zr^^sin  aw, /'  =  7*cosaWj  on  aura 

^—  :=:aA7y  ain  aivsin^^s'— ^is^)  — aB7\*os9« — 2A7ycosaQ0cos(ii9^— «) 

%  vS 

=  — aBT^cof  »•  — aA7y  cos  ;w  4- 00'). 

Amsi  on  ▼oit  que,  dana  la  fonction   —j-j   n  disparait   entifcrement,    et  que 
^f^A    -^,   etc.  sont  fonctions  de  a  seuiement»  . 

S*  195.  Noui  avons  d^veIopp<  rinigalitj  pr^c^dente  avec  le  plos  grancl 
Mtail,  pour  ezposer  plus  clairement  les  rfcgles  qu'il  faut  suivre,  quand  oa 
vtat  ealcaier    lee  pcrtatNaiooa   ayec  uae  graade  pr^cision.    Mkis   il  serail 
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U^' =  F sio  ^' —  F  cos  $' ,  oa  trouvera,  ea  rertu.de  r^qiutioo  Yl  ($.  ifi^ 
et  des  valeurs  pr6c£dentes , 

F=  (j  M^'»— 2B«>— aaQ»-|-i  aaPH-  ^  ^1^—  (^  N^''^— »aQ*+t«flP»+  ^  Vl"^  | 
-4-  (A  Vll-f.  i»«P"  — «aQ")  A  —  (^  Vin-l-iaaP'"  — a«Q"')* 

-.iy|-.««P*-^aQ»ri~+{(VD-««aF+aQ'r^ 

•  I 

-  {(VII*  - .  »«P"  ^«Q"|  ^  +  {(VII1>  -  .aaP'"  4- aQ"'^;^', 
CV)  «tairt=-:^(|I-HV-8«P'>),   (VI)=^(^'.t.VI-8aP»),  etc 

Au '  ftioyen  des  substitutions  pr£c6dente9  on  changera  F  en  F'. 
SI  Ton   fait  maintenant  (§.  i^S.), 

^  =  o,  oi34656;    —  =  i4f  85a7j   j--  4-  «  =  3o,  7o54;  on  tronvera 
E=»/4i8,i5^A<^>— ao6,o8.a»  ^^  -»-33,4»^  -^  —  i,8566.a4  ^j—-)  / 

-  (946,86.aA<3)-397,3i.««  ^^  -t-63,ia4^3  !^;r_3,7i3i.a4  ^l^t)  , 
-f  (475,a9.«A«>-. 89,37.««  t^  -h29.7o5.a3  »i>^ - , ,8S66.«4  ^^-^!:)  4 

ia,996.aV?t^3)-i,8566.fl3</f£— )  i 

-  (,a6a9-AC«-^973i^.«'  ^  -^977.86-^  ^-  -55,.5.«4  ^  i^ 
-1-  fa8,57.aA«>-M5o5.«'  ^  -}-i848,8.a3  ii-^J-  -„o,3.a4  i*-^^\  i< 

-  (.3643.«A^4>-5476,8.a»  ^  -h867,56.a3  i|^-  ^jj^^j^,  d^^^  _^^ 

4.(37,,,.«»  «'?l<3)«55,.5. «3  a'ii^«)i^*;; 
F  =  (9,8,7a6.flA<-^M3a,975.«»  ~^  4-70,587.^3  t|^*  -3,963^,4  il4^)^ 

-  (.98747.«A^>-836,3,  .««  i|^  4-'33,5.«3  i|.^>  .^,^6^*  £lA-j  , 
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4-  (99*».57.«A<*>-399,a4.«*  ^  +6.,,.  .«3  ^"^;^  -3,963.«*  ^^-^^)  h 

—  (»7,  al»  .  o*  o'  ll^3>  —  3,  $63  .  a'  «'  -^)  « 

—  ^^a6o57.«A'»»— i»3a5.<r  -jj-  4-a©«7.6-»^  —«—  ->'3,77.a*  — ,-j  ^  ^- 
-^  (56.85.«A<3>-,3735.a»  !^  -f  38o7,,.«3  ^^'  -«7.53.«4  ^^-^^)  ^-^ 

—  (^a8i4i.aAt4>— ii3a3.«>  —  -t-i789,5.«3  —- ii3,77.o*  -j^j  jj^ 

+  (765,65. ««o'll(3»-ii3,77  .oSo'  ?^)  i-*'^. 

Cela  pos6  oa  aura 

XX.    S^rrzaii^rrEasin^^^  —  aSJi^-f-E^a  cos  (4*^  —  a!^)^ 

XXI.     U"  =  F'  8in  f4;^  —  a  (>)  —  F co»  (4^  —  2  £». 
S»  1  g6.  Uargument  de  la  troisi^e  ^quaiion  du  second  ordre,  3\l^ — |t=<*'» 
qui   se  rapporte    aux  perturbations    de   Jupiter   dues   k   raction   de  Saturno 
(§.  190.)^  donne 

1=3,  //=-/1,  X  =  »—  3n%  -^=-*Xi=:?,X* — ^n*zz — ^n^,  n—  n^zz-rn, 

p{rv^f—n—~n^,  i(»— »0— 2^«=— Ji  /(«— n'')— 11=^^/  *^(/i— /i')— /1=  j/i; 
d^oii  Ton  tirera  ($.  iSa.  i83.  191.), 

K^>=-!l(a5.«A^+.i.«»i^%«3.i--),  - 


r'  =  '2  A<»>+i«^-  +  ^ii^-  P".-^ii<a> 

V  ~  8  "      ^o       •    r**^      ia«     "^8     d 


o»  » 


Q'=*i«  ^-i^  +  3a»i^'"  +  l*il^. 
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La  pdriode   de  cette  in^galiti' dtant  le  temt,  daas  lequel  rargument  bi 
augmente  de  36u^  degr^s,  et  les  dur^es  des  r^volutions  ^tant  r^ciproques  auz 

inoyens  mouTemens,  elle  sera  ^gale  k  —7 =z5  ann^es  de  Japiter«  ou  en- 

viron  60  de  nos  ann^es.    Pendant  une  p^riode  aussi  courte  il  est  permis  de 
njgliger  les  varialions  des  ^l^mens.    En  faisant  donc  pour  abr^ger, 

-  —  aA^  ^  -A a    -5- —  —  —  a^      ^    ^     —  -r r — r-  =  X, 

12  '     12  d  a  la  d  a^  4     a  a' 

T°-">+¥°'Tf  -^■^:^-?^*^=x,,f:^  (9«--'^)=«'. 

riquatioD  IV  ($.  193.)  deviendr« 

o  =  ii^' +  „a  m"  ^  (I X. y-f.  X.  ^  —  XL  A  +  XII.  it)  n»  «n  «• 

+  (IX.  /^i-X.  g*  — XI.  A'-fXII.  A^jn^cMw» 
dont  rinl^gration  donnera,  attendn  que   —  =  «;> 

XXII.  u"  =  — ^{IX./+X-^  — XI.  A4-XII.  il)$iiiu 

—  ^  {IX.  r  +  X./— XLV  +  XII.  *'}co8M. 

Qa  en.iirera,  en  diffiireBtiant,  et  substitm&l  d^zzz-rdii 

^=^(IX/'+X^— XI.A'+XIIjl';«in«— ^(IX./fX^— XI.A4.Xn.«)coitt, 

ce    qui    itant   subslitui  dans  r^quation   VI   (1$.  19S.)    doanera ,  en  fainnt 
}}''  =:  F  cos  <■)  —  F  sfn  u, 

F= (-^^IX-  ^  M^'>+ 1  B^'V75.aP»-  KUiQ*y-  (^  X-  ~  K<'>+75.aP»-i04iQ' V 

+  (^  XI  ^-  75  .  aP"— 10 .  oQ")  A  —  (^  XII  +  75  .aP'"  —  10 .  cQ"'^  I; 
En  substituant  les  valeurs  pnScMeiites  de  M^,  ete.  on  tr-ouvera 

a5    C8189      ./,)    ,    iSaS     ,«A'»         17     ,adA'»»         5    4d»A'">^ 


L  I  V  R  E    V,    C  H  A  ?•    V,  343 

•-••i44r'^^-^^     "^"^'^•'^'^•^^'•^  ""TI^ '^••^  "7^3-$  «^ 

+  ~  p46.aA^'>  +  245.a»  — -2i.a3_^-.5a4__^  h 

XXIIIe    U'  =FcoiM  — Fsinw, 

F  86  changeant  en  F,  si  on  met  f*  ^,  etc.  k  la  place  de^  g^  etc. 

$.  197.  Uargument  3  fi,  —  ilzzi»/  ($..i90.)  donne  deux  ^quations,  Tane 
jtant  relative  aux  perturbations  que  Satume  ^prouve  par  Taction  de  Jupiter, 
et  i^autre  ii  celle«  d'Uranus,  dues  k  i'action  de  Satume.    ir  suppose 


do) 


i  —  —  I ,  d'oi  l'on  tire  X  =  »' -^  3  n,  et  — -  =  3  n  —  n'  ir  —  X  (g.  i^i.)* 
On  aura  donc  pour  les.deux  ^quations  (§.  182.  {c\  $.  i83.  191  (A).), 

bO)-.  ^ L'5 A^*>.l ^^"' 

*^      —        ji'{yS^n)[vf  —  ^n)  ~  a  n' (n' —  a"n)      ^a» 

^     -^       n'(n'— n)«  (n'—  an)  (3  n  —  n')  "+"  n<  (n'—  n)  (n'— a n)  (3  n—  nQ    d  # 

n»a'  ^aA'»' 


a(j/— «)  (3  n—n')      ^  a»     ^ 

„0')- ^^^^  w.^    I  n^n«a^  i^A<«> 

""       (nf— n)(r/— an);3  n— n')  ~(r/ ^n)(a'— fln)(3n— n')    da 

Ti«a» do»A*" 

3(11'— ,i)(3n  — 1/)  "da»^* 

^^        5     dA«>       ««aaA^"   ,   a»<y»A"*     „       3     aA«*         5*aA^»    ,   «»d»A«» 

V  —  8       d  «         a     aa»    ~  8    ^a»    '  ^        s       da  <?a*    ^4     da»  > 

V  —  8**     aa  a      aa«     ^   8       <^a»    *      ^  8     \'^        «^"     ^a  / 

Relalivement  ii  la  premifere  in^galiti  on  a  k  tr^s-peu  pr^s, 

iI*ou  il  viemdra 
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Si  Ton  fait  donc  pour  abr^ger, 


?A'^ 


5dA«»    ,    «♦  ^-^A^» 


=5,9.«  A^'>_  ,5. 675  .  a»  ':±-  +  i  «3  l^-  +  j  r_>  =  X«'* 


^A^' 


n     o^dA*»* 


a^  a*  A'«» 


54.aA<^>-a4.a^  l^-  4-  "  a^  ^^-  +  ^  — --  =XIV. 


39 


65 


a  6 


a  ^A^ 

d  a 


d  d  A"* 


a*9»A** 


d  a 


i^+fd-ii"  ~^^' 


?i^(.3«<«+„?»r)=xvf. 


Mquation  IV  (§.  19*?.)  deviendra 

+  /i^co8w'(XIILy^— XIV.  «^+XV.//  — XVL  «0. 

Si  Fon  substitue    •- —  =  - ,  on  trourera  en  int^grant, 

a  t         a 

XXIV.  tt "  =  —  I  sin  «'  ^XIII./—  XI V.  ^  +  XV.  h  —  XVI.  jt) 

--|co5w',XlII./'— XIV.  ^+XV.  A'  — XVI.  *> 

En  substituant  les  valeurs  pr^c^dentes  dans  l'^qiiation  VI  ($.  19:1.),  et  faisant 

XXV.    U'^  =  Fsinw'  — Fco»w% 
on  tronvera 

-J,8o..A«-8o.«'~+-«3___H..«4_^, 
+  l^-AC3>--«»£^;+l^«3i|-+i«4!-;j, 

et  Fon  anra  F,  en  mettant  dans  F,y*%  j^^  etc.  Ik  la  place  de/^  etc. 

$.  19^.  Consid^rons  maintenanl  la  perturbation  d^UranuSi  due  kractioa 
de  Saturne,  et  ayant  le  m^me  argument  ci/=3|yi— |yi'=3£  — "^*  Les  moyens 
ttottvemeos  de  ces  deux  planbtes  donnent 


•  I .-.     '  f  t 
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—r"  =  3856:1  =  ^*  '4'^^^  =  ^' 
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ainsi  !a  pefiode  de  cette  in6galit6  e«t  6^77^4  ^*^>9  plus  longue  que  la  r^volu* 
tion  d'Uranu8,  ce  qui  fait  669  ans.     Kintervalle  est  trop  grdnd  ,    pour  qu'on 
puisse  ti^gligcr   le«  variations   des  ^l^ieas.  — |«etc»    Mais  conmiB  ^  est  une 
pelile  fraction,  on  peul  subslituer  n'zz.in  dans  .tous   les  termcs  ^    except6  1«' 
facteur  3/i  —  n';  d'ou  ii  vient        '  .     _       .     - 

3/1  —  fiizz.in,  X  n:  — ^/i^'  —•  -  rr^tt,  i»'-— /i. ir: a »,  n'^^n~n,  n^ — X^~/i*. 
Les  formuies  (§.  J97.)  donneront  donc 

ti,  C  \      ^  *  JL        ^  A^  ^.M  /^ 


6     da 


4^ 


af         aa         4^     ^  a' 


<)a 


tt^  aa  A^  _  _  «  pi 

4^      da»     —        f*^^ 


Si  Ton  subslilue  ces  valeurs,  ei  celles  deP*^  Q°,  etc.'(S.~'i97.)  dans  F^quation 
IV  (^.  19».  \,  et  qu*pn  n^glige  les  tern\es  inconsid^ables,  cette  ^quaiion  deyieiidijgi 

V     t 

?     ■ 

4-«'5A/'-?^+C*'-D)t'H-|^(P'-V*-P'-^7+P"-;i^-P'"-i^^«»^ 
+/.■' 5  A/- Bir  +  CA  -  D*- ^*  f F»  %' -P' ^' +P"  if -P>"  i^l")  ?  «inu/, 


d  a 
aA'3> 


a  d  A«»>        a*  d»  A*«> 

"^i»'.  "*"  4  l~aT:> 


^  '     ^  ^^  y^a^  ,    ay        ^  a  -  *  \4^       ay        d  a^    ■      8     d  a* 


a'  a'  a  «*»* 


a      <^  a  • 
II  est  aisd  de  voir  que  Fint^grale  de  r^quation  pr^cedente  a  la  forme 

r  ■  ■  '  *■ 

-  +  Jf/-G,-+H4'-K#F- ^  -G'  ^  +H'  i±  -r  i  l  joW. 
Ott  ea  condum,  k  canse  de  ^-^  =  ^n,  ■     j       ' 

44 
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—  ncosw    j  , 


«^  n  8in  h) 


^^'Fr- 6^4- HA^-K^O-t- (f F^-F)  ^ -  (^G-G)  i^^ 
-|-(^H'-H)^-(^K'-K)  ^* 


ndf 


ndf 


,,,  -'^"'"""'i_^,H'-.H,|i;+(^K'-.i;)i^ 

^  <  >(F/'-G^'H-HA'-K*')i-(^F'-iF,  il_(^'-iG)i/-^ 


•—  ^/i^cos  w' 


i-«r-.H)l*^-(^K'-aK)if, 


'.». 


ddtt'^ 


Si  Fon  substitue  ces  valeurs  de  i/'^  et  de  — tt-  dans  r^u&tion  difiSrentielle, 
on  trouvera,  en  comparant  les  termes  •embiables»  et  rejetant  ceux  qui  sont 
multiplids  par  ^\ 


e 


F=-^A,  G=— B,  H=— C,  K=— D,  F'=— a^F— ^,aP<>=2^A— ^^aP^ 

G^i±:a^B  — ^aP',  H^rlaeC— ^,aP",  K'  =  a^D  -  |^aP'« 
^  fitisaDt  donc  u"  =;  —  E  »\n  u'  —  E'  cos  m'  ,    on  aora,  par  ce  qui  pr^cide, 

E=Ar-B^H.CA-D*-^.aP'-«M);i|l  +  ^«,aP«-aeB)i|;-ce{. 

'ce  qui  donhe  en  m£me   tema  E^,    au  dioyen   des  substitutions  pr^dentes. 
Les  valeurs  de  ^=0,1476^^^^=0,0218;  ^=6,7724^  ^=45,8653j  donneront 


3^A"> 


E=/-[6o.  95a.«ACO  -  40.  a59.a»  i^  +6.  .7a4.a3  ii^  + -^  il£!!| 


-rJ.4».a..aAC»^69,«i.««i^-t-io,85«.«si|^  +  |*'4^5 
+  A  j66,o3i  .aA«)-a9,6oi .«'  !^  +  ^.SjQ.a^  ^+  ^*  T^^ 


■ji 
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—  ;;^Yja9i,59^A"'— 194,5. a'_—  -|-3a,55.a3  — j o.oSy.o*  -^^^ 

+  |f?^783.58..A^'>-39a'..3.a»  ^  +65,6.^3  t|^'  -0.074.«*  '-^\ 

-}-  ll^  1 3a,  86  .  a»  a'  «<»>  ^  o,  oS^  .  a?  a' ^^  ^  . 
Si  Ton  n^glige  les  quantit^s  de  Fordre  ^^,  on  aura 


--—  :z:—  a  cosc») 


8PV— tP'^  +  6P"A— 6P"?* 


II  '^^     ;    flpi»!  ^l \ 


ndf 


-)-  a  sin  w' 


8  p'»/'  —  7  P'  ^  -I-  6  j^"  A'  —  6  P''"  if 


_  L  fsP'  i^  —  7P'  lil  -4-6P"  — -  — 6P"'   -ii^  O 
donc  en  faisant  U"  =  F  ain  u' ' —  F  coa  b/,  on  troavera 

-F-rljKr-^^^^^  +  ^i+^-I^Kf-^O^^^+o-i; 

et  en  snbstituanl  la  valenr  prAc^dente  de  {, 


adA'" 


^•A«> 


F=/^477»<>^-^A^'^— ^'*'93.«^-^-+46,a3.a3  __  ^ifigi.^^^^ 


d  a 
3A^«* 


^gJ,.7J,a.aA^^>--6i6,.8.a^?^  +9.,555.a3i|^^  +3,386.^4  !l^^^ 


i-A j690,;i8.aA^3)_ 306,74.«^ —^*  -^WS^a^  ^^^3,6giM^  ^^^ 


»49  A  S  T  R  O  N  O  M  I  E    P  H  Y  S  I  Q  U  E 

—  >t5  54,  79  .  c»o'  ?t^*>  i-  I,  693  .  «3  a' 


.  d  «'»• 


da 


+  ^1^6489.aA^»>-8io6,9.a-  ^J^  i-i282,3.«3  i^  ^^a.,933.a4  ?1^'^ 
-  ^,j8953,5^A<3>-4o5a,a.a>^^  ^-64^^,  g.«3  if^'  H-ii,466.a4  £1^'^ 

Apr^s  avoir  calcui^  E  et  F,  on  les  changeca  en  E'  et  F',  en  meltanf  f,  f, 
K,  U,  k  la  place  dey;  ^,  h,  i,  ct— .3/,  etc.  au  Keu  dc9/,  elc.  el  Ton  aura 

XXVL   ffr  =  ai/'  =  ~Ea8m  3  §  — "^)  —  E'a  cos  (3  |  — -^), 
XXVII.  U''  =  F'  iia  (3  $  —  -^)  —  F  cos  (3  $  -  ^  . 

§.  199.  II  est  aia^  de  yoir^  que  la  r^action  d'Uranus  produira  une 
in^galiti  de  Satume,  qui  aura  te  mSme  ai^gunient  (i/  =  3  ^  — "^,,  mais  qui 
sera  beaucoup  moindro,  parceque  la  mass^  d^Uranus  est  presque  six  fois  plus 
petite  qne  celle  de-  Saturne.  On  se  rappellera  que  les  termes  les  plus  con- 
sid^rables  de  r^quaiion  de  la  longitude  U''  r§.  19^*)  ont  les  facteurs  P^,  PS 
P",  P'",  qui  risultent  de  rinfigrale  fdif(dh)  (§.191).  Uiquation  VI 
(§•   'Q^O/  rclative  k  ces  termes,  sera  donc 

m'U"  =  3na  fdi  /  ^a  R).  ** 
Or    la   partie  de  R,    &  laquelle  il  faut  avoir  ^gard   dans  ce  caloul ,    est  une 
fonction  des   ^l^mens*  des    deux  planetes  m,m\  qui  ne  change  point,   si  on 
prend    une    plan^te   pour  Tautr^i   mais.  dans  oe  cas  il  fatit  prendre  la  difle 
rentielle  (d  B)  par  rapport  k  la  planete  m',  de  sorte  que  ft  =  ^  et  n  seront 
regardds  comme  cohslans.    En  faisant  pour  abr^ger, 

poy_pi^4.piiA_piii^_£^  poyv_g.^^p..^/_pi.i^_y^ 

on  aura  (§.  191.) 

^  R  =  m  Lsin  (3  fi  —  ii^  -^mV  cos  {^it,  —  ft'), 

d'oii  Pon  tirera  pour  le  cas  prdsent,  en  faisant  3|x  — /  =  n,  et//  —  3ii=X, 
^  (3 B).  =  mn^di CL'»in  » ~ Lcos>ij,    / C^ R)  =  -  J^V*- 
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fdtf  (3R)  =  ~-(JL  cos  n—  L'«iii ii)y 

au    lieu    que    dans    le    premier    cas    (§.     igi.)    oa    avail    fbtf(dK)  zz.. 
—  —r-—  (L  C08  T)  —  L'  sin  ti).    On  a  donc  pour  les  deux  cas, 

U"  =  —  ^  J^  fl  (L  C08  n  —  L'  sin  tt)  i    et 

U'<  =  ^-^  «' (L  cos  »1  —  L' sin  »j)  = 'U. 

A 

II     en    r^stiUe ,     attendu    qu'oo    a,    suivant    la  troisifeme    loi    d^    Eepler,. 

/TT J^i!^L   TT/'—  _   J!Lf[''    TT^ 

5  nv  n^  a  3  m'  a  ' 

Ainsi  ^^*  apris  avoir  trouv^  i'in^galite  <l'Uranu8  =:  U''  (§.   ig^Oi  on  la  multi* 

pliera  par  -—  —  >— ^9   pour  avoir  rin^alile  analogue  de  Saturne;   les  letfres 

sans  trait  se  rapportant  k  Uranus,  et  celles  marqu6es  d^un  trait,  k,  Saturne; 
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CHAPITRE      VL 


In  e  galite  s     du     troisieme     ordre. 

%.  200.  vJn  a  Tu  (§.  184.)  que  la  raison,  par  laquelle  ie  moyeD 
niouvement  des  planetes  n^est  point  assujetti  a  des  in^galit^s  ^^culaires,  est 
gue  in  +  in  nVst  pas  nul  dans  le  syst^me  solaire  ^  quelles  que  soient  les 
planetes  dont  on  considisre  Taction  mutuelle;  mais  on  a  vu  en  m^me  temS| 
que  si  les  moyens  mouvemeni,  sans  dtre  exactement  commenaurablesi  en 
approchent  beaucoup,  il  en  r^sulte  des  in^galit^s  consid^rables^  et  k  longue 
p6riode  (§.  189.)*  Uanalyse  pr^c6dente  a  montr^  que,  si  Ton  nomme  \t  la 
partie  variable  de  Targument  duquel  d^pend  rin^galit^  a  longue  p^riode,  Tin- 
t^grale  /(dR)  «era  divis^e  par  X,  et  /d//(dR)  par  X^  (§.  iga.).  Relati- 
veuient  aux  in^galit^s  dn  second  ordre,  X  tBizz^^ziin'  —  (i — 2)72)  ($.  iqi.)* 
Faisons  maintenant  en  g^n^ral  X  =  r//  —  in^  et  nommons  as  T^quation  de  la 
longitude,    qui  a  Fargument    X/  ou  f  \i'  —  /ftf   de  sorte  qu'en  vertu  du  tenne 

3na  fdif  {dR)  (§.  191.  VI.),  ce  aura  le  facteur  —  qui    sera    tr^s-grand,   si 

est  trfes-petit,    Uin^galit^   as   est  de  Tordre  T  —  1   des  excentricit^s 

(S*  1^9)9  ^t  SA  p^riodo  est  le  tems  T,  dans  lequel  Tangle  fni  —  inl  croit 
de  36o^.  En  nommant  donc  0,  0^  les  r^volutions  des  planetes  m,  m', 
on  aura 

i^n^  —  ininiiQiT,   tfou  il  vient   T=z^e=:^e/. 

Relativement  k  Jupiter  et  Saturne,  ^ —  cst  k  peu  prfes  nul  (§.  194.):  w 

faisant  donc  i'~5^  izz.^^  on  aura 
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?  =  i^-  =  1  =  0,0.34656  CS-   '950  ^^  =  ^  =  74,^63  j  T  =  74,.6  .  ©; 

oa  h  peu  prte  T  =1:900  ans.  Uin^galit^  ce  est  donc  addilive  pendant  4^0 
ans,  et  soustractive  dans  Fautre  moiti^  de  la  pdriode  T/  ce  aui  est  conforme 
aux  observations  (§•  i5i  ).  La  partie  la  plus  consid^rable  de  Tin^galit^  ce, 
qui  depend  du  terme  /^^/(dR),  a  la  forme  -^2"  f^oksin  (X/-}- A),  i  itant 

une  fonction  des  troisifemes  puissances  des  ejccentiicit^s  et  des  inclinaisons,  et 

3/71^ 
1  =  2  (§.  i84.)'    On  a  donc -r-^  iz:6(74^a)^  =  33o3oj   et  ce  grand  facteur 

rendra  rin^galit^  ce  trfcs-consid^rable^  malgr^  la  petitesse  du  facteur  L    Nous 

allons  d^velopper  rin^galit^  ce  de  Jupiter,   due  k  Taction  de  Saturne,   oii  il 

faut  observer,  que  toutes  les  lettres  sans  trait,  m,  /1,  f4,  7,  etc.  se  rapportent 

ii  Jupiter,  et^celles  marqu^es  d^un  trait,  h  Saturne. 

§.  aoi.  Le  $•  180.  donne,   pour  les  in^galit^a  du  troisi^me  ordre,  les 

^quations  suivantes: 

lY.  o  =  ;?"^li  ^"  ""' "i"  8  •  "'^^  {3cos(iyi  — w)  +  53  cos  3  (ft  —  w; J- 

4-  3^^  '^'^  {^^  (f4  —  tsj)  —  cos 3  (m.  — w,}  +  \  a'7*  {i  +9Coaa  (ft  — w)} 

+  — 'V^sina^jt  — w) 
+ -^T37i 'VM'-cosa(ft-«)} +  3l.''7OOS(fi-t0^ 

—  ;j577i  >  co»  (n  —  w) 


+  "^'(t")  +  ^/('«)< 


du 


VI.  ir»  rrlu^^^sinCn— w)+98in3(»i-<B)}— r^73|co8(n-.w)+3co83(|*— «)> 

4- w' 7*  sin  2  (jyi  —  tiJ)  4-  -— 7^  {»  —  cos  2  (fji  — w)} 
+  u"7»in(M.  — w)— — -  7 co» (^  —  ta)  + -^ 

UargameQt  de  la  grande  in^galiti  de  Japiter  ett  (S^  190.) 


351  ASTRONOMIEPHYSIQUE 

Tout  se  rdduit  donc  h  trouver  les  lermes  qui  produiront  Tangte  5fv-f-3|ty  en 
combinaut  i\v  aver  |x  oa  3  fJL  dans  la  fonction  u  %,  182.)«  i*tv-)-|^  avec  s/t 
'dans  u'  (§.  i83.),  r^^^  ou  1  w  -4-  2  /x  (§.  191.)  avec  y,  dans  1/'',  et  h  choisir  dans 
la  fonction  S  (^.  177.  (^)  ,  les  termes  du  troisifema  ordre^  dont  rargumeiit 
Mv -^  >j  es<  idenfique  avec  5w-j-3|t,  et  dans  S'(5.  177.  fN';),  Iw  termet 
du  premler  orclre  de  ^  ou  y,  dont  Targument  ih^-j-V  est  identique  avec' 
5  fi^  -[-  3  jx  zz  \|/.     Cela  posi  on  trouvera 

M  cos  (vL  —  tc j  zn  o,        sin  (jui  —  tsJ)  n:  o,  — -  cos  (ft  —  tS3)  zr  0  , 
e/cos3(|UL-tic)rB^^^cos(\|/-3tsj),  —  sin3(fi— tr)r:-5(/i— n'^B^^^coa\(/-3t!3), 


fi).... 


Jfp  co«  3  (fi  —  «)  =  —  a5  («  -  h')'  B'5'  cos  (^  -  3  xb;  ($.  1 8a.) , 
^«'-osa(|ii— tE)zz:— ,^,iW^J\cos(\|/— 3«)  r  ,^W'5Vcos  v^— aw— ta'  (S.i83), 
-  8ina(/t-tD)r  ^^^^{M^J^7cos(x}/-.3©)— N<5Vcos(>}/— sMiS— m')}. 


<^V 


'  .a 


,>-C4l— ^^  ) 


,    COS2  (jU.-lO;:=  ''— — ^  .{M^^^7C0S(<I;  -3«J)-N^^^  yC0S(xj;-  >Z5J-rc  )]; 


a«/'  =  XVIlI  -f  XXII  (§.  J93.   196),  et  parceque  XXII  ne  donne  auc^m 
terme  de  la  forme  \|/,  aa''  =  XVIIl,  donc  (§.  iy3.) 


~    '«l  +  in. 


I.  7^  C08  (>|/  —  JX 2  to)  —  II.   7  7'  COS  (vl;  _  jx  —  UJ  —  tu') 

7'^  cos  (vp  — >  —  2  tuO  —  I V.   5^  cos  (n|/  —  n. 


L  —  UJ tU')  ^ 

—  iL  — an^r 


d^oii   il  suit 


//  I     (1. 7*cc 

z/'cos(fJi  — ro)=—  —    ^ 

^^  ^+III. 


cos  (v|/  —  3  tic)  —  II.  7ycos  (\|/  —  Q  TU  —  tsj') 


+1 1 1.7  ^cos(>|/— t0— atss')— I  V.d*.co5(\|/— tsj— all, 


du 


1 


.,      .    ,  ,       3ii-.5ii'   (I.7^cosr>|/  — 3tsj)  — II.7ycosX>|/  — aio— . 

"a  t"  ''"^  (/^  -  ^)  =  —4:^ 


-|-III.y^cos(>|/— tsj— atsjO-IV.d^cos^xl/— xaJ— aD) 


aoj  —  tc')) 
— ta — onw 


^dii''        ,  ^      (3n-5//)^  (l.7^cos(v|/— 3tB)  — II.7ycos(4/— atsj— ts/) 

• COS  (/*  "-^  t\j)  ~  ^-         ^^   < 

^  *'  ^  ^  ( -f  III.  y*cos(>|/-t!5-2ti(j)-IV.  5^^coi(^-tSJ^an) 

De  Ik  on  tirerdi  en  att}>siitpaDt  5  11':=:  2/1^ 
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(2)  ,  •  •.  3  i£ '  7  cos  f^ii.  —  TXJ)  4"  — —  y  sin   jui  —  cj) r-—  y  cos  (|y-  —  i^)  z::: 

TI  </  f  Tl      cr  I  . 

,         rl.  y^  cos  (v|/  —  3  15.)  —  1 1.  7  7'  cos  (\}/  —  2  w  —  wO  > 

~  ^  C4-  III.  7'^-  coi  (vf/  — 155  —  2  xc')  —  I V.  6^^  cos  (vj.  —  TSJ  —  2  np  * 
II  est  visible  que,  dans  les  fonctions  (N),  .P),  (NO,  (F)  i§.  177.178-), 
il  faut  faire  y\  —  i  (\jl  —  tsj)  si  1  —  5  ,  y\~i  Cm.  -^  ^)  -}"  (!*'  —  w')  si  /zz  4, 
>)  rz  (m.  —  ic)  +  2  ^|ui'  —  xs')  8\  i  ~  3,  y\  —  3  (m.'  —  xa^j  si  /  =  2 ,  et  que  d'autres 
valeurs  de  1  ne  peuvent  pas  produire  Tangle  >)/.  Si  Ton  fiait  donc,  pour 
abrc^ger  (§.  194.), 

—  4.^^       ^a  ^a     ^16  ^a»        "^iB     <;a^> 

8  ~i6  ^a»8  «^a»~i6^a^^ 

.p..  =  ^«A-4-«^  «'^4-^.3  f^^f^i^, 

«^.^=--(,.<.>  +  «L--),«V".  =  ^|!(.o.c3,  +  .^|^), 

^     ~"   a4  ia    ~    6  ^  a»    ~  i6  d  o'    ~  48     3  o*  * 

^4  da      f^    •  da»     ^4  do»    ^  i6     da*   > 

nti._*9*    a^A'"    ,    a45     ,  ddA">    ,    99     .d^K"»    ,    o'  d*A"" 
^  16  ^a    ~   16  du>     ~  16  da^       '    i6 


a 


i6     da*  ^ 


^  24.  <^a    ^  16  da»     ^8  da^      «^4.8     da*    ^ 

16    V'  ^^        da    ^         do»    /> 

flSl"'=:— -  {1051^3)4.  12  a-^ ha"— :i  ,-); 

16    \  •  do       '  do»    /> 

les  iquations  (A)  (§.   168.),  (N)  (NO  (§•  177O,  (P)  (H  ^S-  '78-),  doimeront 
(3)..,.  ^  =  — aP'73co«  (x|/-.3w)-j-aP»'7'Vcos  (x|/  — aw  — ©0 

—  aP'"  7y»  CO8  (^  —  w  —  2©')  4-  aP"  y3  cos  r>}/  —  3tij') 
-f  a  V -y  4«  cos  (>p  —  ta  —  2  n)  —  a  V'"  y  J*  cos  (vp  — ro' —  a  n), 

45 
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(4). . . .  £>  r  (l^)  =  —  a Q"y3  cos  (^P  —  3  k)  -}-  a  Q'^  T^y  C08  (xl^  —  a  «5  —  ta'.) 

__aQUty  ya  COS  (\|/  —  53  —  2  ts')  +  aQ^*  r3  C08  (x|/  —  3tB') 

-f  «ja"  'v*^  C08  (\|/  —  ro  —  a  n)  —  oa"'  r  *'  cos  (x|/  —  lo'  — » n)j 

Q^  ^tant  =  a  —-  >  et  ainsi  du  reste.    Faisons  encore,  pour  abr^ger, 

^^sin  3xs  =  f,  -y^r  sin  (2«iJ4-aj')=  fl.  'Wsin  (tiJ-j-asOzz^,  r3  8in3tiB'=:f, 
'y«»sin  rto  4- a  II)  =  t,  7'5' sin  (C5'4,  an  ^  =  m,  73  C08  3t5 = f ',  7*7' C08  (a  ©4- «5')  =ft', 
l^-y  »  cos  (t3  4-2«';  =  y,  r  3co83tij'=  f ',  -yi^cos  (0J4-2n) =1',  rs^cos  (tsj'^  an)  =m'; 

pv  f  ^  piv  g  _j_  piii  ^  _  pii  f  .^  iptv  (  4  yi"  m  =  K, 

,  pv  J  _  piv  g,  _|.  pii,  ^.  _  p.l  {  _  ytv  J  ^  ^.11  „,   _  K', 

(^vj_giVg_^Q,„^_Q,.  {  _  <a'M4  0'"m  =L, 
Qv  f'_  Qiv  g' _j_  Q..I  ^'_ Q..  ('_  a"  t  4  a"'  m'  =  L'. 
Cela  pos^  les  dquations  (J)  ())  clonneront 

(5)  . . . .  a  R  =  —  m'  o  K  sia  >)/  —  m'  aK'  cos  x|/ , 

(6)  ....  ar  (-^  j  =  —  I»  a  L  sin  \(/  —  m' a L'  coa >|/ , 

(7)  ....a(aR)  =  ain'iiaa/(Kcos>|/  — K'8in>)/); 


d'oii  Pon  tirera,  par  les  formules  (B)  (§.  191.),  en  obserrant  que  nd/  = 


(8)..../(aR)  = 


am 


«* 


(9)....ii/r^^)3<  =  ^ 


/,  1      dV  I       ddL\  , 

—  ( L'-4- 3^  •  -m^ )  «>n  ^' 


flm' 


(io)....n/d//(aR)=-^" 


/„,   ,    n      d  K  3      a  d  K'\     .      , 

/K-*.ilL'-|..i3^,)co.M.C 


Si    Ton  substitue    dans  T^quatioa   IV  les  quantit^s  (1)  (a)  (6)  (B),   et  qu^oB 
fiisse  pour  abr^ger, 
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355 


i"»  — lflP«"  — flO"«  — 


III 


aB"'  =  ^  aP«"  —  aO""  —  ^ ,   aB''  =  laP"  —  aO", 
q»^^=t«y^^— oa'^— ^,    a»"*=^^q)"'  — aa'"i 


r^quation  IV  deviendra 


IV.  0=-r-TTi+"    -^**^^' 


c 


+Baco8^, 


^'  V    pii  tl}  ^qj«v  ijit  .  mini:: " 

B  ^tant  ce  qne  devient  le  coefficient  de  a  sin  \(/ ,  ai  ron  met  f ,  g^,  etc. 
—  cf,  — dg,  etc.  et  ddf,  ddg'»  otc.  k  la  place  def,  etc.  df\  etc.  et  dd^, 
etc.    S.ubstiiuons  maintenant  ($.   iSa.  i83.  jqS.), 

6* 


*^^>  =  4  aA<^>+  ~  ^"^- ,  M^5)-  ff  «A<^>  +  "^  a 


^  aA^«>         a»  adA<«> 
T  « 


5  A^** 


N<5>  =  6aA<^>  +  ^a^^A.+ 


da 
a»  ^dA^^* 


dfl»  > 


da 


^a»    * 


I  =  74.^6347;  —  =  55 1 5,06;  —  =  4095683  ^  =  3o4i5900} 
et  les  valeurs  pr^c^dentes  de  I,  II|  III,  IV,  P^,  etc.  Q^,  etc.  Cela  pos^  on  trouvera 


a»A  *>      a*  3*A^«> 
^       48"7a^> 


aB^  =557,883.aA<^>+249,55i.a=^+32,ooi.a3f!|^— -+0,9846.«^  ~ 
«B*^:z:362o,46.aA<4>^.i656,82.a^^Va'6P72.«3^^^^  ''^  ^-, 


doA 


C3J 


3  A  f» 


d*A 


a*  d^A*«* 


aB'"z5572,47.aA<3>-t.2643,46  a^^ +346,. 35.a3  ^7-+i2,i  i^.a4 1-^3- -•*^ ^ 

c^a  ^  «^  a»  da*         16    <ya*  ' 

a  a  ^  a*        i 


aa 


4fi  da*  * 


a»-  =  96,  662  .  a^  a\5l<**>  +  13,  362  .  «3  a'  ^'  -  "^-^  ^^, 


d  a 
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«93^''  - 185, 0.^4 . u^d  st^^>-f  17, 816 .«3«'  ^j-"  _  ?-^*'  £|j;!r.   . 

§.  202»  Comme  IVquation  IV  est  symni^tiique  2i  IVgard  des  quanlit^ 
f,  g,  etc.  il  suflira  de  rinl^grer  par  rappoit  k  f ;  et  il  est  ais6  de  voir  que 
rintegrale  aura   la  formey  n 

En   didereatiant  cette  expression,  on   trouvera,  k  cause  de  d\|;  =  ^/id/, 

i^  =«.„  .|,(c-  r+.-  ^  -  V  ^tf.)  -  c  Jt +..  i-it^ 

_„co,.|<cM  -c-  i^t  -V  ^ti.) +c-  -»t +..  1;!.^ 


d^U 


n^c^f» 


Si  on  substitue  cette  valeur  dans  T^quation 

et  qu^on    ^gale   s^pardment    k  z^ro  les  coefficiens    de  f,  d\\  ddf,   on  aura, 
pour  les  d^terminer,  ces  trois  ^uationsi 

o=C^  i-rj-B\  o=c\i-?^i-2?C^-|^P^  ozr7^(i-f;-,-2?c^-C^— *  P% 
d^ou   Ton  conclura  ' 

C*  =  i, 00018. B^  ^^.ivtoQX, 24. P'— 0,0269.0%  7'=i6i7975.P'-t-i,ooii.B% 
et  aiusi  des  autres  coefEciens,  C*^,  c**,  7'*,  elc^    Si  Ton  iait 

XXVIII.    u'"—  —  <iXsin\{«  —  aX'cos>^,  on  aura 

X  —  C  f  —  C*  9  -t-  C"'  ^  —  C"  f  -  CM  f  C»  m 

_c-  ir    .   c-  -i«I  -c"'  i-«>'  -f  c"   ^»^  4-c'  i^'.  -c-  -^l 
nc/t    '  n^t  ndt    '  n^f  ndf  n<^t 

'    ii*^iH«  ~         n««^ta  n>«^t»~'     n^^t*~       n^i^t*        '    n^^t*> 


i '  i 
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X'  ^tant  ce  qiie  devient  X,  si  on  met  f.  g',  etc.  — 3f,  etr.  et  d^f ,  etc. 
a  la  place  de  f,  elc.  ^f ,  etc.  et  ddf,  etc.  En  subslituant  les  valeurs  pr<- 
cidentes  de  B%  B'^,  elc.  P^,  P*^  elc.  on  trouvera 

oC  =  557,  98.aA<^>  4-a49,6  .a»  V- 

aC''  =  36»i,  I  .  a  A^4)  _j_  ,607,  1  .  a»  i^- 

'  *  da. 

-t-a.6,a  ,«3  __  _!_,,  5J4.a4  — -  -  -  -—  , 

aC"  =  557.3,  5  ,a  Af35  ^  ^ejJ,  9 .  a»  ^^ 
-f-  346,  a  .  «3  _--  -I-  ,a,  1 .4  .  a^  -^-  -  ^g  -  ^-, 


aC"  =  a4o7,  8  .  fl  A^«> -f  i23i,  8  .a' ^ 


+  '6..8.a3-^^  +  5,5&,.a4__-____^ 
aC»=  i85,  i,a»a'tl<3)+  ,7,  82  .aU'  -^  -  -  -  — __; 


oc'  =  7466o.aA^S^ 4-79979  - «''  -7^  4  "o3i  . a^  —  —  +  4-9, 6 .  a*  -  ^,-,. 
«-=:i4  99^-«A4)i-2.3694.a'^^^|*  +34470, a3  £!>;!:  -|.  ,378,8.«+  ^^^7, 
ac"  '=5542 . 4.«A<3>+a66o79.a»  —^  -f-  35845  .  «3  l^  ^  _|_  ,  3^8,, . «4  !L^;!!^ 

oc"  =i78747.aA^">49'^ft"  -a'  —  +  '»407  • «'  -Ja»-  +  4'9.  5  -a*  — ^,  -^ 

ac*  =  9650,  5  .a»  a'  ft^*>  4-  1378,  6  .  a^  «'  ^  ; 
ac^zz  10785  .a^a'a^^^4-i378,5,ci3a'i?-!l'; 


A"> 


=  11068  .  aA^^^  -f-  5o38  .  a'  — ^  810  .  a^  —-^  ^  34  .  a*  — 

^'  =  40543  .  «A^>4-  »8838.««  ^-  +a56o.a3  t^  +  loa.a*  ^!^ 
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1000 

lUUO 


=  i3a67  .  aAS'^  +  6860  • «'  ^  +  9»i  -a^  ^J-  4-  34  .  a*  ~, 

=  717  ,aV«(4'-+-  loa  .aV  i^'     --  =  loa^ .aV«(3)j_  ,oa.a3d'  i-— . 
'    '  '  <?a  *    1000  '  '  d» 

§.  ao3.  Le  m^me  proc^d^  donnera  pour  r^quation  VI  ($.  aoi.), 
u»in3(fi— «)=B^5'«inCv|/— 3ro),   |^  co»3;n— w)=5(«— «0B^^>»in(>|/--3«), 

u'  sin  a  (|i  ^  w)  =  —  i  M<J>  7  sin  (^x|/  _  3  to)  -^- 1  N^^>  V  »in  (t);  —  a  w  —  W), 
^'  co»a(M.— ©)=—  iini'^  {M^5)7,in(4/  — 3c8)— N^^VsinC»!/— a«— tiOh 

„  .  1   <1.  7*»in  (4/  — 3w)— II.  'yy8in(\|/--aw  — wO> 

^   *     ^^        '  4t^-|-lII.r».in(x|/— w— aw')— lV.ff=^«in(^— w— an)S' 

^  ^  3n-Sn'Sl'  '>''«in(x|/~3«)— 11.  'Vr.in  (x|y  — a<g~  <;> 

—  co»(M.     w;—         ^^     ^-j_lll.7'«»in,+— «3— atn')— lV.*^8in(>I/--w— 2n)>» 
et  par  la  valeur  de  u"'  que  nous  venon»  de  trouver  ($.  aoa.), 

tl^  —     .^^(^"f— C''8+C'"^'— Cr-Ct-l-C-m')»!!!^!/) 

Si  Ton  »ubstitue  n'  —  %n,  on  aura 


9dtt 


1+  uf'  y  sin  (^  _  Wj  —  ^^  -  7  co«  (ft  —  tsj)  = 

rKs+>"'-l'''")'-(fl+r'"")«+"i»-S'H*- 

Les  iquations  (9)  (10)  ($.  qoi.)  donneront 

^^ ^T""'^h^^^  +  l^'.irf-?-;r7t-|»-i«7t»+^.-n.-*-5 

Si  on  ajoute  ensemble  les  quantit^  (0('^)  C^}>  r^quation  Vi  prendra  la  iorme, 


?' 


? 
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XXIX.    U"z=Y'a8in^  — Yoco»^^, 
et  Yon  Irouvera 

Y=(lp'-|Q-+i:+iM<.>_lB'5.+,5C)f 

-  (^.  P"  -  j  Q"  +  ifj  +  n  N<« -+ HC")  , 

+  (f.  P'"-  I  <?■"  4  f";  -V.fC"')  «  -  Q-.  P"  -|  Q"  +  .JC")  I 

-(j>"-|a"  +  ^  +  .{C')i+(|.r"-|a"-  +  »«c')m 

_ .  ^1--Q')i;r(^"-?")r/7*(^--'?'")^'r(^"-<?")^, 
-G*'-^-)lr'  +  (l»'"-^"")^ 

^Vr  "^M^t""V?      ^  A»dr»+U       ^     /«'«'*»  \H        ^  /nW^ 

Y   ^tant  ce  que  devient  Y,  si  ron  change  f,  i,  etc.  en  f,  g',  etc.  df,  etc* 
en  — ■  d  f,  etc.  et  d  d  f,  etc.  en  d  d  f ,  etc.    Snpposons  maintenant 

oY  =  D'f  — D»'9-^D"'^— D"f  — DM4-D«m 

ndt^         nit  ndt  n^t    '^        ndt  ndt 

et  substituon»  les  valeurs  pricidentes  de  P',  Q',  C,   etc.  B^^\  M'*',  N^^\ 

Cela   pos^   on  aura 

D'  =a6i«i74.A<^-t-i  i8653.o»-f-+i59i5.o3^1^'4.6o8.a4^^-3o^^^. 

D"  =8»0949.oA<4>H-376o6..o=^+49654.«3^^-?+i8i3.a4^^^  -9«*^-?, 

D"'=d»3a49..«A<3>4J94.5a.«»^4.5,567.a3?|^;:+,8oa.o4?l^-;V^, 
D"=.68.35.aA<»>-h.37774.o«^-£;:+.78a9.a3£i^;!4.597.«*^-3«5£^^^^^ 

D»  =  14546.0»  «' «<4)  ^  aoo3.o3ii' ^*  -  ga+d' t^. 


\ 
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D°  =  20594  ,p«  «'  St^^'  +  19.^7  .t;3  a'  ~-  —  9  a*  a'  ^^^^  ; 


4A  O 


d^   _,C„„..A(«^.-«fl.„9.A^'    L„>t„«„3^^^'"    .     .«.4^:!! 5^ 


lUUU 


=38909.^^^^^-4-1 7689.0^  -^  +24o6.a3  ^  96.a^  — o,2.fl^ -f-  , 


—-=:i2i64'2.^A^'*^+56520.a-^+75i8.a3      —4-288.«^  — -^ ^>7-«^-r.Vf 


luuu  da      '  '  da*     *  da^  *'*       da' 

IDUU 


II  /.  .3Af3>  *i/^A'3*  ^3Af3*  ^*A''> 

=3o83o.aA^*^4-^o445.o*  -T h^7o6.ci3  _  -- — U  96.«'^---- o,2.a> -^--, 

luuu        ^  *  da      *     '  <?a*     *     ^  ^a^  '  aa*  * 

^'  /K     a    'cif(4)    1    Q  3    /  ^^'*'  4^^^^''* 
=:  2145. a'a  ^^'  +  3oi  .c?  d  — —  —  0,7.«^^  —  -^  , 

louu  ^  *  d  a  '  ^  a^    ' 

=3o65.a^a'S(^3)-L  900. a^a'  — ^ 0,7. a*  a   — -r-l 

luuu  *♦         I      w  ^^  w  da^    ^ 

— =  ^^^^aA^^^^+io^o.a^-- (-270.0^-— ^-|-ii.a^ ------ o,02.i*>-    — , 

(^>v  ,  ^  '   ^A'^>  ^;)A<^'  ;)3A'4>  ;>4A'«* 

— ^ =i355o.aA^4)^6,67.a^^J: |.843.a3l|V+33.«4^     .o,o5.a5r^^ 

lououuo  '  '        da  ^  oa*      '  ^a*        '  da*' 

5'"  o   tz-     a(q)  .  /.r    /    -^dA  "      o         «ddA'"   ,  ,,    ^a^A  »*  ^    ^a*A 


loouuuo 


==.3756.«A(3)4^574.a'*-9;P+877.«3f^_+33.«*«L^_.o,o5u,J^_. 
-i^-r:  4437-A<»^+2.83.«^!^ +3o4.a3ii^-^+„^4£1^4: -o.oa.aJ^^-;, 

looouoo        ^^   /  da     '  da*      '  dtf*         '  ^  a* ' 

— —  =  a39 .  a« a'  «^*'  -j_  34 . «3  a'  ^  -  o,o5  .  a*  a'  iii^, 
loouuuo  ^  '      ^  d  a  '  ^a*     ^ 

.  — *!— =  342  .  a«  a'  fl<3)  J.  34 .  «3  a'  ^  —  o,o5  .  a*  a'  11*- -. 
loooouu  ■       ^  ^^  ^  a* 

Les  rapporta  difKrentiels,  — /-  -t?4,  elc.  seronl  dilerminis  par  la 
milhode,  developpie  ci-dessus  (§.  i^*.*.)-  On  calculera  les  valeurs  de  7,  V, 
xR,  to',  Jsinn  =  c,  5^cosII  =  e',  pour  les  ans  1800,  a3oo,  et  2800,  d'oi 
Ton  conclnra,  pour  les  m^mes  ^poques,  les  valeurs  de  f,  g,  ^,  (,  f ,  etc. 
(§.  202.),  que  nous  avons  d&ignies  par  f,  (f  ,  ffj,  etc.  ainsi  que 
l = 76^sin  (TSJ  -f  2  n)  =  (e^^— c')  7  sin  w  -f-  2  ee'7cos«a=7  (k'uxixa^kc,o%vif{%.  1 92.), 
I'  =  \^^  —  e^)  7  cos  UJ  —  2  ee'  7  sin  w  =  7  (A'  ccs  «J  —  *  sin  w) , 
m  =  r  (*'  sin  w'  4.  *  cos  tsj'),  m'  =  7'  (4'  cos  ^'  -^k  sin  w^j, 

ou  bien,  en  faisant  --.  —  tang  k, =  c. 
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f=7c8m(ii4-w),  r=7ccos(K4.©),  m=ycsm(H4.w'),  m'=yccos(ii4-TsO. 

CeU  po»4  OQ  aura  ($.  192.)  ^  —  lilllZlizJQ  ctc,  et  comme  I  ett  le 
nombre  d^aDn^s ,  il  faut  substituer  pour  n  le  moyen  mouvement  aniiuel  N 
(S-  i94-)t  9^'  ^^i^  ^^^^  exprimj  de  b  mftme  manikre  que  f»  §«  etc.  c^ett- 
}i*dire  en  parties  du  rayom    On  aura  donc  relalivement  k  Jupiteri 

N=:  109356^  4  =  o»529fi907>  N*  =  0,^805725  tfoA  il  viendra 
il  ^  4(0-M-in     41  f  ^  LMfl^iCf) ,  ,t  .  Ji  a«  reste. 

I^    coeffiriPQs    a  A^^^ »    a^  4/  X^'^ ,    et   leura    rapports    di£Srentie1e| 

a^  — — ,  a^         3  ■ ,    etc  seront   calcuMs  k  laide   des  formules  (4)  (5)  (6) 

($•  «7*0,  (a)  (3;  (0  (S  '7'-),  (8)— (12)  (S.  173.);  et  ron  trouvera  P^P'^ 
efc.  Q^,  elc.  C^,  etc.  par  les  formules  ($.  aoki.  ^o3.).  Apr^  avoir  calculj 
toutes  ces  quantit^s,  on  aura  rin^galit^  du  rayon  vecteur  par  T^quation  XXVIIIy 
et  celle  de  la  longitude  par  r^quation  XXIX,  u'^  et  U^'  devant  fttre  mul- 
tiplijs  par  la  masse  de  Saturne  m\  En  oulre  il  faut  multiplier  uf^'  par  a, 
et  U"  par -^ — 7^,  pour  exprimer  la  correction  du  rayon  vecteur  ffrrrai/^ 
en  parties  de  la  moyenne  distance  de  la  pUnbte  m  au  soleil,  et  rin^gatiti 
de  la  longitude  en  secondes  d'un  degri  [^.  i8a.)« 

$.  ao{.  Puisque  chaqpe  perturbation  dirange  le  motfvement  danl 
rellipse  primitive ,  il  est  visible  que  bi  grande  ^quation  de  Jupiter  et  de 
Satume  doil  altirer  l^  il^mens  de  ces  deux^pUin^tesi  A'ph^  il  naitra  une 
nouvelle  correciioB  de  la  longitude  et  du  i^yoti  vecteui^  En  effet^,  la  pre- 
mibre  et  ^  seconde.  iqu#tion  do^  s^ond^  ordre  (S^  193,  ig^.)  sont  le  r^sultat 
de  ralt^nrtion  des^^lim«M  elliptiqyes ,  produitf^  par  ^  grande  ^quatioai 
Pour  le  prouver,  nommons  (  7,  ^  cit,  les  changemeDs.  de  re^centriciti  et 
des  apsides  de  Jupitery  qu^  risultent  de  sa  grande  ^quation  M  que  nous 
venons  de  d^velopper.  Comme  ils  doivent  avoir  le  mfcme  argument  que 
r^quatfon  M  qui  les  prodMt/ savoir  5*^  —  2  Q:  =x|/',  suppdsons 

^  eot  f  ^  cot 

ion  •lliptiqne  ($.  i6g.  (e)) 

4< 


\ 
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A  V  =  2  7  «in  (|fc  —  w)  4-  T  'V*  «in  a  ^M  —  w)  4-  cetr 

itant  fonction  de  7  et  t0,  elle  sera  n^cesdairement  alt^r^e  par  Tes  variations 
4^9^  ivSj  ce  qni  se  nanifestera  principalement  dansle  premTer  terme  de 
Av.  En  diiBKrentiant  donc  Av  i=:  a7  sin  (jyi  —  xjs)  par  rapport  li  7  et  f^ 
•II  IrouTeni  la  correction  de  ia  longitude, 

f.  Av—2Sy  sindS^  —  ©)  —  iky  .SxacaB{%  —  »)=: 

aP  ***  4^.sin  fa  —  «)— aO^V  **"  ^f/.cosfa — «)• 
dro&  il  ritnlteni  nn  terme  de  la  forme 

Comme  cette  correction  a  le  m£me  argument  5  '^  —  3  S^  =  ^),  que  l¥quatiov 
XIX  ^$.  ig3.)  ou  iB,  il  est  visible  que  cr  est  due  k  rinflueace  de  T^quation 
JE  sur  les  ^l^mens  7»  «,  et  que,  par  cons^quent,  elle  peut  servir  k  d^ier- 
mine^  les  variations  Sy^  Sfttj  dont  elle  est  reflet.  Pour  cela  il  faut  supposer 
m  —  i*  A  v.  Or  on  a,  en  n^gligeant  les  termes  inconsid^rables  (XIX.  $.  igi.), 

ir=.^,   et^=-X  =  -.,,,  done 

^oil  Pon  tire,  ^  caose  de  ^  =  >k  —  9^  > 

_tiii!>   rI.7"cos(xfr  —  aw) —II. ^ycos  (+—«  —  «'>> 
^~~  J^m.7*coirt  — iiw')  — lV.»«cosr4^— an)> 
_eoiI>   #f.7*sin(4^— aw>— IL7ysin(*  — «  — «'i   ^ 
""Tr"  J-hlILy=sin(^  — ail')  — IV.«^sin(Hr—an;> 
Maintenant  il  faut  donner  k  f.  A  v  nne  fbrme  aifaTogue,  savoir 
9.Av  =  a(»7Gos«i  — 7.«*Wsin«  sin  2^  —  a («Ysin^-flr.tef  cos«)cos!)ii, 

En  ^galant  sApariment  les  coeflkiens  de  sin  9l  et  da  cos  ^  »  daas  m 
•t  {.  A  V,  on  aura 

^  ^   .        »  cLT^cosf^^— iTO)  — n.7rcosr^>— «  — «r* 

l7cos(3— 7.Jt0sinaf=  -^  1      ,„      *  .  f 

««  C-|-m.7^cos  (4»  —  a  iB^j  — lV,4«cos»0t — aJlp»' 
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47.in>|.+7.5«co»«=^  J  +  IILy*.in(^-.«)  -IV.  J  .in  (+- .nj' 

d^oil  il  est  facile  de  conclure, 

_   ,   rl.  7*  cof  (♦  —  3  w)  —  II.  7  y  coa  f%|/  —  a  t»  —  Tjc'^ 

**^"^^c+IIl.y*coi(+— t»— •w')jlv.«\o«c^— oj— aii.r 

_   ,    rT.^V^iin  (^— 3«)  — IL  7  7'«in(>J;  —  2W  — w')> 
''"  i?  C+IlLy»«in(>I/— «— 2«i';  — IV.8nin(>|/  — c:  — all.> 

Ueffel  de  T^quation  iE  snr  le  premier  terme  de  av  nous  a  servi  k  liiier* 
miner  Sy  et  SM.  CoiiBaissant  naintenant  ces  variations,  nous  allons  d^ler- 
miner  par  leor  mcyen,  Paction  de  iE  sur  le  second  (erme  de  ^  t^y  qui 
donnera  une  nou%'elle  in^litd  de  la  troisifcme  dimension  des  exccntricit^s. 
La  diffdrentialioa  du  second  terme  de  A  v  dooncra 

^ .  A  V  =  I  7  {^  7  sin  a  (a  —  w)  —  7  . 6  w  cos  a  (3:  —  «;}. 

En  y  substitoant  les  valeurs  pr^c^dentes  de  d  7  et  7 .  ^  o;,  on  aura 


sYti.-ywncia  -5^4-w^— ii.7/.iD(4«»— 5^,1-«:) 

^i  c^.IlLy».in  4a— 5^— «+»«';— lV.*'«iBC4a—5^-af+all) 

Le  tahuM  proc^dj  donnera  one  noovelle  ia^galite  de  S^turne.  L^ualion 
XXI.  ($.  195.),  dont  rargnment  e.1  <p  =4*^  —  »9:=^  —  '^,  deviendra 

^_  »  »u.O»-g)  .v.y^—  VL/4- VILA'—  WWk) 

—  ^'°' /7"-  Cy-^— VLg-f-VILA  — VIILi)  = 

_  a»i.^  (V.  >*  coi  (4/  —  2c)  —  VL  YVco.  Cy  —  w  — w')  » 
4  ^~  <-j-  V 1 1. r* co*  (+—»«';  —  V IIL  r  co«  (^  —  a Il)> 

aeoi^  cV.  V*.in  (4»  —  ac)  —  VL  W «n  (tl»  — W  —  W')    » 
"^     *^     <  .-VlLr'»itt({/— »«-)  — V11L«*«B(4'  — «dJ* 
Le  preouer  ter«ie  de  r^nation  eUtptiqne  de  Satume  donce,  eoinnie>ci'<le«MM^ 
*.Aw  =  a  .^Ycocte — Y.««Mne)uo^  —  * (iy tin m-\-y .im oo*9j cot^ 
^oh  Vou  tirera  de  b  miaie  nunieref 

t_  cV.'/»co«^i|»  — Ja)  — VL7yeo»<i^— .««  — fls')  ^ 
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^  rV.^^alnr^"— 3w)  — VI.77'sin(>|;  — aoJ  — «')  ^ 

'^    ^*—       6J  24.vn.y»«in(^-.i0  — aiD')  — VIILJ«ain(>|/  — «— an)V 

En  tubstituant  ces  valeurs  dans  lo  second  terme  de 

*.  Av  =  i7  {S^Vsinu^^  — cj;  —  7.^Wcosa  (^  —  a)i, 

on  trouvera,  k  cause  de  ^l/ziiS'^  —  2^, 

fV.^y^sin^aa—a-^^-ti:)— VLy/sin^aa— a-S+fs') 
XXXL^.AV=— ^  <-}-VILr^sin(al^  _  ^-^  _  w  ^.^aib') 

C  —  V 1 1 L  «^  .  s  i  n  ( 1  a  —  3  5  —  fB  +  a  II) 

les  lettres  sans  trail  se  rapportant  k  Satume,  e(  celles  marqu^es  d'un  trait  k  Jupiter. 

On  poui^rait  trouver  de  la  m£me  mani&re  une  in^galit^  analogue  du 
rayon  vecteur;  mais  elle  est  inconsiddrable.    Le  second  terme  de  r^quation 

elliptique   du    rayon    vecteur   de  Jupiter   est  Arrz T^cos  2(3^  —  «) 

($.169.(0));  «•  diflKrentielleest— a7{^7cosa(a  —  ts:) +  7.S«sina(a  — tt)}, 
01!^  il  8'agit  seulement   de  substituer  Ics  valeurs  pr^c^dentes  At9y  ety.S  w. 

$^  2o5»  La  s^rie  Av  qui  donne  T^quation  du  centre  ($.  169.  ('';)«  et 
qui  est  la  base  des  tables  astronomiques ,  a  pour  argument  I»  longitude 
Doyeune  jx»  eu  plut6t  la  longitnde  qui  nVst  paa  corrigfe  par  riquation  da 
centre»  ou  par  la  tIi6orie  elliptique;  ce  qui  suppose  que  la  planMe  nVst  pas 

■ 

assujetie  h  d^autrea  in^galit^s  qu^aux  lois  de  Kepier.  II  est  donc  visible  qu^ 
k  hgueur,  Targument  de  T^quation  du  centre  devrait  £tre  la  longitnde. 
moyenne»  corrig^  par  toutfs  les  perturbations.  Mais  il  est  ais6  de  voir 
que  cela  ne  se  rapporte  qu^aux  plus  grandes  perturbtrtions ,  qui  peuvent 
alt^rer  Targnment  de  T^quation  du  centre  ass^s,  pour  changjer  sensiblenrent 
Nquation  mtme  qui  d^pend  de  oet  argument.  On  voit  en  mCme  tems,  qne 
cette  correction  de  P^quation  elliptique  doit  llre  d*un  ordre  supfrieur  k 
celle  dont  elle  est  reffet»  parcequ^elle  se  rapporte  2i  celle-lii,  comme  T^ua- 
tion  du  centre,  qui  est  de  Tordre  de  rexcratriciti,  se  rapporte  k  son  argn» 
ment,  ou  &  la  longitude  moyenne  qui  est  ind^pendante  de  rezcentrieiti.  II 
aerait  donc  inutile  de  chercber  de  pareillea  in^alit^s  dans  un  prdre  plus  i\tvi 
que  le  premier;  et  Ton  confoit  quMI  est  plos  commode,  de  former  une  noo- 
velle  ^qualion,  que  de  corrig^  Targumeiit  de  riquation  eUiptique.    Ce  A^est 
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qa%  parmi  let  perturbations  de  Satttrne,  duet  i^  rMlion  de  Jupiter^  qa^Mi 
trouvera  une  in^alit^  ast^  grande,  pour  ayoir  oel  effet.    Eile  e«t,  aiaai  ii)u6^ 
nous  Tayona  supposd/  de  la  premifere  dimenaion  40  ercentricit^ ,  et  a  pour* 
argument   Tangle  i"^ — !^  =  3|ii— |x'.    Or   IVgument  g^n^ral  des   injgalit^a 
ilu  prcmier  ordre  6tanl  ijul'  —  (/ — i)  fji  (J,  i8J.  Xni.)yil  en  rtsulte  izz— i. 
Cetle  in^galitc  sera  donc 

m'V  =  -m  2M^-  '>  7  sin  (i"^  —  a  —  Tsi\ -^ m  Vi^r  ^^ 'Y %\ii  C*^  —  »  —^\ 
les  lettres  mai\|u^es  d'un  trait  se  rapportant  k  Jupiter.  D^aprfcs  ce  qui  pri- 
c^vle,  il  taut  euvisager  celte  in^alil^  comuj^e  ui^  .correctj^n  de  la  longitude 
ihoyennc/  ensorte  que  m'U'=  S^/xzizd"^.  En  faisant  dotic  varier  le  premier 
Cerme  de  F^quation  du  centre,  Au=r  a7sin  ('^~t0),  on  acrre 

_         ra»^— ^7  [sin  (3-^  _  !>  _  aw)  +  sin C^  -  pj  v 

"'^  d—  9l''>y  [sin  rj^  —  a.— w  —  uJ^^+sin  ^  —  %  +t»  — uj^^Ji* 

Le  premier  et  le  troisi^me  terme  sont  ^\k  renrerm^a  dans  la  quatri^me  ^qua- 
tion   ($    r97.*  qui  a  le  mdme  argument  3*^— -l)i  =r  m^    On  aura  dono  cetlr 
nouvellr  ^qualion  dusecond  ordre  dea  excenlricil&i 
XXXII.  U'  =  3X^^^>7*sin  (C^  —  "b  -^  W^""  '^  yrvin  ("^  —  a  ^- 1»  —  «7^^ 

qui  doit  Sfre  multiplife  par  la  masse  de  Japiter  et  pai  -: — 77«^ 

La  gvande  ^quation*  M  fournirait  une  temblable  ^qoation  da  quatrikma^ 
ordre,  parceque  JS^  e»i  du  trubitoe.c  Maia  on  n^a  pas  besoin  de  former  une 
nouvelle  ^qwation,  si  Tbn  corrige  d'abordi  les  iongitudes  moyennea  de  Jnpiter 
et  de  Saturne  par  T^quation  M^  et  q^*op  emploie  cette  longilude  corrigto 
comme  rargximent  de  T^c^ualioni  dv  centrey  ainsi  q^ue  cela  se  pratique  actuelle-^ 
ment  dana  tea  tables  astronomiqper..         ^       ^ 

$.  206.  On  trouvera  la  grande  in^gtlit  j^  de  Satumei  par  le  m6flse  proc^dS^ 
qui  a  servi  &  d^termuierrcene  de  Jupiter  {%.  aoi.  201.  ao3.;$  on  peut  mtme 
employer  une  partie  dea  valeura  num^fiquesi  calcnKes  prJcMemment.  Noua 
observerons  d'jpbordy  qtie  la  fenction  Q  (g.  168.)  n^iprouve  ancun  changemenf, 
si  on  met  r ,  t/,  \  la  place  de  r,  v,  et  riciproquement,  et  qne  par  consi* 
quent^  ki  foncHcai  S  (^,x08.  Cc;>a  li  mtoe  Taleaff,  soit  gu^on  conaidtee  lea» 
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peitciTbaKons  de  la  plankle  m  par  d/,  ou  de  nt!  par  m;  attendn  qtse  la  foncttoB 

P.  (J,  168.),  ou  lea  coeffictena  A^*\  ^^*\  etc.  n'entrent  paa  dans  iea  formules 

V  a  ^ 

dfi  ia  gra&de  in^galitd.  II  •lipt  encore  obaenrer  qne  {$.  168.  (A;,  $.  i^S.  (H)<I)) 


Eu  d^signant  donc  p«r  (yR)  b  diflBSrenlieUe  de  R,  reUtive  aux  ilimens  de 
Saturne,  et  faiMnt,  poor  abrjger  ($.  •oi.), 

K— a^-M  +  aV^W  +  I-^M,    K' —  a»'''f  +  »*"' «'-t-^'  =  M', 
on  aara  par  les  formulea  (5)  ^6)  (7)  ($.  aoi.), 

(1)  .. . .  ^,  /  /^)  = «/ M »in >|/  -I-  o'M'  coa  4», 
^  Cd'R)  =  $«'a/(K'«n>|;^Kco«x|/)  =  --*-^;  (aR). 

II  en  suit  /  (y  R)  =  -  i^'  /  (8  R),    /3//  (y  R)  i  -  ^^  /9 //  ^3 R), 
e(  k  cause  de  dx|/=i(5n'  —  an)d<  =  $nd/,  par  la  formule  (B)  ($.  tgi.) 

w...-./.(l?)„=i^.'.u.+jM'+i(HD-^.(t.'j^:)5 

X  ^tant  = --  =0,402693.  Lea  formules  (8)  (lo)  ($•  aoi.)  donneront 


n 

sin 


(») ^'/(yR)=-"^«' 


-f-co»>|/  jK'-)-^ 


cos^[K-i(^^;)-|.(±L^.)] 
— sin  Af  IK^-t- 


(4;.....-i,^/3//(a'R)=~a 

^  — sin  y 

Faisons  encore  pour  abr^er  ($.  aoi.)f 

^  «V'3co.3(p/-«';  +  i^^;-y3,i„3(H'-w')-i.  j^^yscosJrA'-«0=T, 
J  «'y'cos2(^'-.«')-f  ^,*ji'  7'»sinaOi'-w')-.  ^ij^  y«coe .  (/-oO ^T, 


L  I  V  R  E    V,    C  H  A  P.    VI.  W7 


«'^'"«iBa 


du' 


0«' -  «f)  -  —  y*  ce« »  (k' — w)  =  r, 

»"y  «m  (n'  —  oj<)  —  ii^'  y  CM  (n'  -  «j')  =  t"» 

n  0 1 

T+r-f  r'=(5),     1 4- $'-!-$"=(«). 

Ceb  posJ  fes  ^ualions  IV,  VI  ($.  301.}, .  prendront  la  fome, 

IV.  o^l^'^ +  «'"->-(.> +(3) +  (5),  VI.  U'"  =  ^;!' +  (»)  +  (i)  +  fC; 

ks  lettres  saM  trait  se  rapport^iit  li  Jupiter. 

Daos  la  farmatioa  de  la  grande  iii^galiti  il  me  {au4  employec  qttf 
lea  combinaisoDs  de  u  avec  3ii\  de  zi^  avec  aft%.  et  de  z/'  avee  p,\  qui  pro* 
duisent  Tangle  >)>  =  5'^  —  2^  —  5it'  —  ^jui.  Pour  cet  efiet  il  faut  iaire 
/— —  a  dans  les  (oDrtions  u  et  li',  parceque  rargumptit   de  la  premiire  est 

rV=r(a— "b)  (S^-  ^^  ^^9h  ^*  celui  de  la  secoRdc  /(0:  — "5)  +  "^  <"$•  ^83.>. 
La  valeur  de  u'  est^doon^e  par  r^quation  XX  ($.  igS.;»  On  aura  dotu^i^ 
en  substituaiit  /i  =  ^i/  ($.  182.   i83.  igfS*)» 

T=^  B^>r3cos(>|;-3fB'),  T'=-lM^-*V^cosr4;-JwO+iN^--^y>cos(4/-aiR'-fl^^^ 

V.  y^cosC^J;  — Sw^^  —  VI.  V>cos(+— awf  ^»)  5 

+  VII.  'V»co»(x|/  — «'  —  !!•)— VIII.  5* cos  (x|/ —  w' —  a n}) * 
t^-lB^^K^^ain^xp— 3w';,2'=jM*-»V3«iD(>J»— 3«')— *i\<-^>y*sin(t|>— aw^-ssO, 

lS  ^*  y*si«(x|/  — 3w')  — VL  y^-Vsin^^— atsj'  — «B)  j 

"^"^  "«c-t-VlI.yy«B(^— •'—»»)— VIII.  *'7'sin(x|/—«B'—anyy 
On  tconvera  ($.  iSa.  i83.) 

H  —5'^*  6*      da'    ^    •      .1«'»   > 

on  par  les  fomules  (H^  (^.  i^S.), 

B^>--: f  •«' A^*>- ^'^-^ ,    M<-^  =  ga^AC»'  +  g.^^^-t-^'^. 


^ 
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y=l8.A«-iIl^'J^+!^.Ji^-^.i^'.  «.p.r(H;(«(S.  .,5., 

v.=»-5?A<*'+.3..i|i"+^-*i:^-+i'.^*i;^^   ^ 

.     _  yn.=:f|,o,<..  +  .V*n. 

« 

£d  substituant  —  =  i4»  85^7  et  laiaant 

9  ^ 

(6J=<7'cosv^«P^»'f..y(3)^4^(4)g_qj(o>„^_y,in^,^("Y_y(3)^.^^t4>g-_y<o>B,';; 
on  frourera 

P^>  =  7.7..a.AC^>  +  37o,73.«i^+49,9».«'^-*-».86.a3il^, 
P<J>=,4^7,7.A«3)^.,,4,36.«!^-t-96.33.a'i|i^+3.7..a3?!^;r, 

P<4>=:,35,ai  .A<4)i-34.,6».a^'^  +464'  •''•^«i^  +  '.86. «3  £1^.-, 
P<«>  =  i8,57  .aa'!C3+ I,  86.a»«/ ^^-; 

D^»>  =  359.  ,.AC»>+,8^.6.a^^^'+  a5  .  a»  ^-|^.- +  o.  g?  .  «3  £lit, 
t»<3)  =  ,44, 35  .  A<3>  +  357.  4  . «  ^"  t  48,-«»  4^  +  I.  86  .  «3  ^^; 
y<4>  =  367.  6  .  A<*>  +  ,70.8  .a  ii^  4-  a3.a,.a'£^-ho,  »3  .^^, 
V<»>=9,a8.«a'«<3)^o.9.3.a«^l?I*.    ' 

Si  on  subatitue  maintenant  les  valeurs  de  K,  L  r$.  aoi-),  dUM  les  formules 
(0  (3)f  «t  qu'on  faase  pour  abr^ger, 

(~^-i)p'-Q'rp^  (^-^-,)p'--9«VP<4)r^«^  (!l?^.>,)p..._4j"»+p<3>::^«", 


—  fli'  sin  4/ 


—  /cos  %|/ 
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i^uation  IV.  deviendra 

^»  \     ndt  ndf  ndt  ndt    ^     nit'*'*^      ndtj. 

—fp^iAL  pivii.t .  piniil.  p««iii_«4"iiij.«it««ii£!V 

Vl^^i/^pvHmTi»   .p„,  II.  _p.i  ii_a.tTji  .«ii..l«  Y  . 
?»  V     ndt  ndt^         ndt  ndt    ^    ndt^      ndtj\. 

'ijoi/  ddj;      £djg;        dd|;       a^  «.viiil.  «...L*«' \ 

.      5»\.     n«.*t»  n»<#f»'^'^     n»^f»  n»d«»~^    n»<W»^^     n*dty) 

Int^gron.  cette  ^quation  par  rapport  It  f  et  f,  et  tupposon*  «on  int^grale 

9i  ron  diflSrentie  cette  valeur  de  u'^',  en  observant  que  d^|/  =  ^ndizz.  |  ndl,  on  aura 
i'dt       JxV  ««»  n^d/»/^**    n'd/^      nn'df»S 

i^fdT»-^""'''^'^ '    i^    i^^j^  X  r  iPa»"^  s?<ir»;~*^  ^.*t»s  *"*• 

Si  on  substitue  ces  valeurs  de  u"*  et  de    -^tts    dans  les  termes   de  r^qua- 
tion  IV9  qui  renferment  fetf,  on  trouvera,  en  mettant  X/id/  au  lieu  de/i'd/, 

<>  =  (S-)''-y''  +  ^'  +  ir^^-- 

Or  on  a  ^  =  0,01 3466,  X='o,  402693;  d'oik  il  viendra 

E'-i,ooiia.p%  e^zaaa33,6.P*-o,i663.E%  t'ri65i  147.^^6,174 E^-o,i66.e^ 

II  en  est  de  m£me  des  autres  coeflSciens  £'*,  e'%  c'',  etc.  Ainsi  on  trouvera 
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i*' 


3^        A  S  T  R  O  N  O  M  I  E  P  H.  Y  S  1  Q  U  E 

SK'*'  d   A'*'         d'A'*'        A^A.'** 

E"r8iaT,i.A^^'+37:{7,i.o— +49^,t>4-«*-3^+'8.756"3— -^ — 0,062.0*-^-^-, 
£'"=8986,  {.A"^+4 «77,i.o-j^^66,o3:o  -^+ao,56a.fl3-^  -  -o,c6a.a*-^  — 
E"  -3.36...A^»'+.SoH,4.«^;r^'».53.a«^+  7,44«.a3fJL-  «o.oaiui^Y— , 
£'  r  .3o,  i3  .  aa'  St^*)  +  18, 09  .«» ei'  -3 o,  o6a  .  o^  o'  ,  .  ., 

£•  r  ao4, 48.  oo^a^s)-^  19,  76.0*0'  -—.  —  o,  o6a  .  o3  o' — ^^; 

;jAf*>  3  5  A**>        -  ;}>  A**> 

e'  =i756a3.A^^>-t-  804.9.0^4-11093.0-^^+  46a.o3l^^— , 

^  A^^  d  ^  A^4^  /)3  A^^ 

•■^  =  54P931  .  A^4>+  a55c65 .o  —  -^-  34658  . 0«  ^^—  4.  i386.o3  ^^ , 
•"' =  557125  .  A*3)  _|.  a6748a .0  ^— 4- 36o36 . 0«  ^^^  4- i386.fl3  ^,-, 

e«'  =  .79663.  A<'> 4-  92836.0  ^^  +  12471  .«'  -•  ^  4-  46a.o3  ^, 

;>  if<4^  #  ^  ;)if'*' 

e»  =  9706.  oo'»^'»)  4-  i387  .oV  ^  ,  c*=  i386a.oa«^3)  J_  ,386.flV  ^  ; 

^^  =  .3057 .  A<5)  -^  5979  -  -^r  +  ^*5  •"'  -h-o^  +  ^4.4 . «'  ^V' 

Jil  =  4o8a5  .A^4) +.8969.0  i^;^  +  2577.o'  11*;^  +  ,o3.o3  fl^. 


J333  =4i448  .  A")+,9899.fl  ___ +  »681.0«  -  —  4-  io3.o3  -^, 

-^  =  13371  .  A<»>+  6909.0  i-f-  +   9a8.o«il^  +  34,4.o3  il^t, 

— -  =  ^aa.flfl^tC^^^+ioS.o^o'  --,  — -  =  io3i  .oo*«^34.,o3.a»fl'^-. 
1000        '  '  d  a  *  1«»«  d « 

Cela  pos^,  si  on  fait 

W  =  E'  f  — E'^8  +  E"'^  — E"f— E'l  +  E°m 

-e^iX  +e-i«:  _e"'  i-*'  +  e"  -'!  +  e'  -?!-  -  e^  i?^ 
ndt^        ndt  ndt~        ndt~      ndt  n  <>  t 

n'dt*^       n*dt»  n»**»»    •"       n^^f^      n'df  n»it'* 
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on  aura  XXXni.  i/"  =  Wfl'  sin  >|/  -h  W'a'  cos  >|/ , 

W[  ^tant  ce  que  devient  W,  $i  Ton  change  f,  i,  etc.  en  f,  etc.  9f,  en  —  df, 

et  ddf  en  ddf,  etc. 

$•  307.  La  valeur  pr^cidente  de  t/"  donne,   en  n^gligeant  les  termes 
inconsid^rables , 

?^y  =  ^  €/coaxI/(El-rE'^94.E' '  '^  -E»  'f -EH+EOm)-  ^  c/sin^KE^f  -E'^8'+cel.). 

En  ajoutant  cela  avec  (^)  +  (4)+C3)  (S-  ^06.),  et  faiaant 

Z=F^f-F*"fl4-F"'^-F"f-F'(+F^m--f  ^ +f '^^  -  f  ^ "  ^, +r 

•  °  ^  '   ndf  nof       •      naf    '     ndf    •  n^t 

-'    ndt     *  n«d*»~*     n»df«      *      n^df»^^     n»dM~^  n»dt«     *   n»rft«» 
on  aura  XXXIV.  U"'  =  Za'  cos  >|/  —  ZV  sin  >|/ , 

2t  jlant  ce  que  devient  Z  par  la  permutation  pr6c^dente.  Or  let  Talettrs.  de 
(3)  (4)  (6)  et  ^-  donnent 

F"  =  ~  P"  —  ^  (P'*  +  9")  4-  ^  E"  —  y^*\ 

/"='-|^P"-^(P"  +  9"),  4>"  =  ^*  P"  -  ^  (P"  +  9"% 

ct  ainsi  du  reste.    En  substituant  *donc  les  vkleurs  prjc^dentes  de  P",  9"* 
etc  ($  aoi.),  de  E",  9",  etc.  ($.  ao6.),  et  ^=o,oi3466,  X=o,4o2693;  on  trouTeni 

r  =io5887.A<^V  47794^  yr+  «4«i^'-y^4-45^'-j-i5 4"  T^« 

r'^=3307.8.A<4>+i5.497.a— +3000..«'-^— +73o.«3__ -^«4—., 

F'«  '=33541  aJ^<3>+i  588o3.a^  +ao785.a«i|>^  4-7*6^3  il^^  -_if  «4  £!5^ 
F"  =io8o82.A^*V  55ioaa— — +  7«83.a^—^-- 4-240.03      _^ ^^4 

F'   =5825*  aa'«^^^  4- Soa.o^a' -^ -r  «^«  -^a"-* 

I  da  4  oa*    ^ 

F®  =83j4.afl^2l^^'  +  790.a^a^ -r r«^ 


9a  4.  ^a*    > 

tooo 


=  15739. A^^^ 4-    7'55.a-^+973,5.a»  — T-  +  39.a5— -, 
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il-  =  49ao4  .  A^*'  +  aa^oi  .a  —  +  3o4«  •  a*  -j;^-  +  1 16,5  .  a^  — —  , 


lOOO 


i^=49949.A'^^  +  >38.5.aiil"+  3.6..a«i|^^'i-  m6.  a3£^. 


i_  =  i6iii  .A^'>+    8270.0 -r h    1095.0*—--+   38,6. a3——, 

1000  '  '  d  a  cf  a  #  • 

1-  =  868.«.'«^*'4-  .a».aV  ^,    £-  =  la^o.Wa^^^.,,,  .a»ar  ^»_; 


(OOOOOO 


^  =.754,5.AfJ>+  799,6.a-^  -fi09,3.a- -^-j- +  4,4.«5  __, 
-^  =5485,a.AW4-a536,7.a  ^  -|-34.,5.a»  ti-^  -|-'3,3.a3  ^^^, 
-^ =  5568,3. A^3)j_a66j,i.a  -3 |-355,i.o»  -r-j-  -f- 13,3 .a^  -^-7-, 

loooooo  '  a»  <f  fi  ou 

—5 — =i796,i.A^«>4-    94  •«-TT- +'"'9-«-a^ -'-*'* -""a^» 

lOOOOOO  #*»^    •  ^  ^  d  Cr»  O» 

_^'—  =96,8W«^4)+,3,7.oV  ~,  — ^  =.38,3.aa'««3)_|.,3,6W^p. 

1000000       ^'  '  0  a  '  loooooo  0« 

§.  2o8.  N0U8  avons  inainteiiaat  trouv6  les  grandes  in^galit&  do 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude  de  Jupiter  et  de  Saturne,  mfSrzzzm'ai^\ 
m^r  -zrmJ vl'\  en  parties  de  la  distance  moy enne  a ou a\  et  m^Svzz -. — ^ j 

mf  t/ =: -T--^,  en  secondea  d'un  degr6:  savoir 

XXVm  (S.  20^.) m'5r=— m' flMX«n(5 "5—^^)4- X' 00« (5-^  — 2»)}, 


m'a 


XXIX    (S.ao3.) m'5v=— ^^,{Ycos(5^  — 2C^)— rsin(5-^-.2a)}, 

XXXIII  (S.  206.) mJ/=  ma'*  {W5in(5^  — 2  l^+WcoaCS-^— 2S^y}, 

XXXIV (S.  207.) mSv'—  -^  {Z  co8(5-5-2C^)— Z'  sin  (5 "^  —  2 1»}; 

lea  lettres  sana  trait  se  rapportant  k  Jupiter,  et  celles  marqu6es  d^un  trait 
ii  Saturne.  Les  coefficiens  X,  Y,  etc.  sont  ronctions  des  616mens  qui  ddter- 
minent  les  plans  et  les  ellipses  des  deuz  orbites.  Or  ces  616mens  6tant 
variables ,  on  demandera ,  quelles  valeurs  il  faut  .  leur  attribuer ;  et  il  est 
visible  qu'il  faut  substituer  dans  les  coiefficiens  X,  etc.  ies  valeura  que  Its 
il^mens,  ou  plut6t  leurs  fonctions  f,  g,  etc.  auront  k  T^poque,  pour  laquelle 
cn  se  propose  de  calculer  la  grande  inigalit^:   cette  substitution  ayant  M 
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fkite,  les  iSquations  pr6o6den(es  n'auront  beaoin  d^aucune  eorrection.  MaAs  ia 
grande   in6gaiit6  ^tant  ordinairement  employ^e  comme  une  correction  de  la 

r 

longitude  moyenne,  on  fera  mieux  de  suivre  1'uaage  adopt^  dans  l^astrunomie, 
c^est-h-dire  de  partir  d'une  ^poque  fixe,  et  de  corriger  les  ,^i6mens  qui 
r^pondent-Ji  cette  ^poque,  par  la  variation  s^cuiaire.  Soient  donc  ^X»  X,  les 
valeurs  d^un  coeiiicient,  qui  T^pondent  k  l'6poque  d'oi!i  Ton  part,  par  ex. 
Fan  1800,  et  k  T^poque  potir  laquelle  on  cherche  ia  grande  tn^galit^,  et 
d^signons  par  /  ie  nombre  d^ann6es »  ^coul^es  depuis  la  premi^re  epoqM 
jusqu^ii  la  seconde.    Cela  pos^  on  aura 


^='^+-m+'im- 


Or  'X  <tont=:C'f--c'  ^/' _  7' 4-f4i  4- cet.  «.  «02.),  il  viendr» 

'  ndt  n*dt*  ^ 


df 


JJL 

n'af 


»'^,^9f 


+  'V^   --c  — j  +  -C  ^j^4-oet, 


le«  rapporl*  diflUrentieU  ^tant  donn^s  par  les  fonnules  ($.  .ao3.), 

f,\  ^f  _4(0-3f-cfl     ,.  aaf  _  f-f-m-r(f) 

^  ^ nSt^       639.691      '    ^  -' »»dt*""       70143     • 

U  en  est  de  m£me  des  autres  coefficiens  difiiSrentiels— -* ,  etc.  On  aura  donc 

ndt 

m 

(3; X=C^f-C'VC"'^-C"f-CM+C"m-<j^-J'+c"^^-^»'»~|l^ 


+c 


,dl' 


ndr 


n^t  n«df»  n»df*  n»«^l»'^'^     n*di»         ndt"  n«<^t» 


-f  »/ 


C^4^— C'^4t  +  C 

ndf  naf 


"«i>  _C"-i'--C"-^,  +  C»- 


ndt 


nit 


T  ^^f     ...T  ad^         .„  ddy 


ddf 


ddt' 


n»df»    '        n»dt*    •         n»d/»T^     n»d/»  "^      n»d»» 


n»dt» 


+  aM     ii^F»— ^    ?df»^^^     i?575— ^    ;i^75-^  J^^TS"^  i^r»S*' 
^*) Y=D^f-.D-e+cet.-<r  If^  +rf. V  i^  _^,.,.  ^411^  ^,.  ^aaL  ^, 


+  !^  <3  Sd^  ±^±  «D'^  -^  4.  cet  ^ 

^a       l       n*it'       "     n»dt»    rcet.?. 


37*  ASTRONOMIE    PHYSIQUE 

0) W=E'f-E«'8.^t.-e'  i^  H.-  ii;  -cet.-.^  i|-i  +.-  ji|±  -<:et 

+,.,$  E^iJ  _E-i-/-+cet._«^±.^,+cet.^4-^'/»  5 E^ 4^-i -cet.+E- i|5  J , 

'       C       n^f  n^r  n^dt^  >        a       i       n*«?f"  n'dt*>' 

(«) Z=Ff-F-8+cet.-r^4-f-^;-cet.-4)^iii+<t>-^.-cet. 

+  '"r  ^rr^  -'^«'-  -f  ^,F»  +''*S+  T  '  r  ;^Jf'  -«*'•  +F°  ;^.5- 

Ces  formules  donneront  en  mime  tems  les  coefGciens  X^  Y'|  W^  Z',  si 
Fon  met  f ,  g^  etc.  k  la  place  de  f,  g.  etc.  et  r^ciproquement,  en  changeant 
le  signe  des  difliirentielles  premiferes  —^ ,    etc    Les  in^galit^s   les  plus  con- 

fl  ot  ^ 

^id^rables  d^un  ordre  infi^rieur  auront  aussi  besoin  d^une  pareille  correction; 
nous  rindiquerons,  en  d^veloppant  le  calcul  num^rique. 

Les  equations  XXVIII,  etc.  pourront  £tre  mises  sous  la  forme  suivante, 

m'  ^r  —  —  nj'  cT  P  cos  (>|/  —  p),    mf^v  —  -. — ;;  Q  sin  (\|/  —  q),  etc. 

9a*i  & 

En  effel  il  en  suit  P«in/>=X,  Pco8/t>=X',  Qsiny^Y,  Qcos^Y',  pariant 

tangj,  =  |„    tang9  =  I,    P  =  y(X»  +  X'«J,    Q  =  V  (Y» -f.  Y'*)- 
On  aura  donc 

»»'  ff  r =  —  m'  o* .  y  (X»  4-  X'*)  cos  U  —  Arc  tang  ^V 

m'  Jv  =  ^ .  y  (Y«  +  Y")  sin  (^  -  Arc  tang  I), 


OT  yf  =  ma'* .  y  (W»  4.  W*;  cos  U  —  Arc  tang  — j  , 

"'^^' --  £^  •  ^  CZ'-I-  Z";  »in  (.1/  -  Arc  tang  ^,); 
les  coefficiens  X,  Y,  etc.  ^tant  donn^s  par  les  dquations  (3)  (4)  (5)  (6). 
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CHAPITRE      VII 


C  a  l  c  u  l     numerique. 

$•  aog.  ±^ou8  n^gligerons  dans  le  d^veloppement  des  in^galit^s  p^rio* 
diques,  celles  qui  sont  au*dessous  d^une  seconde;  mais  les  in^galit^s  s^culaireSi 
quand  mSme  elles  ne  monteraient  qu*k  la'  centieme  partie  d^une  seconde, 
ne  devront  pas  Stre  n^glig^es,  parcequ'au  bout  de  quelques  si^cles  elles  de- 
viendront  sensibles.  Les  masses  de  plusieurs  planetes  n^^tant  pas  bien  con- 
nues,  il  est  n^cessaire  dVxprimer  s^par^ment  les  perturbations  dues  k  Taction 
de  chaque  plan^le,  afin  qu^on  puisse  les'  corriger,  k  proportion  de  la  masse, 
quand  elle  sera  mieux  conuue.  Nous  avons  rdduit  en  tables  le  calcul  des 
perturbations  de  chaque  planete,  en  employant  les  mftmes  d^signations  que 
dans  les  Chapitres  pr^c6dens.  Les  quantites  qui  serviront  de  base  au  calcul 
des  perturbations,  et  qui  ont  ^t6  d^velopp^es  pr^c^demment,  sont  les  suivantes: 

a=  -.,     AH  b^'\  A<'>,  c">;  aA<'>.  a^  ««)  g,  ,^^ 

a  6(*)     5  c^i^     d  5  6(»)     a  d  c(^)        ^       a  ^  A('>         .  d  «(')       ,      ,^       , , 
-5 — «   ^^; — 9    — T— a-%    "^T^— 1     elc.  a ,     a^  — ^ — ,  etc.   (§.  173.). 

Toules  ces  quantit^s  soht  fonctions  des  ^l^mens  des  orbites,  que  la  Table  L 
pr^sente  pour  T^poque  du  commencement  du  siecle  pr^sent  ou  de  Tan  1801, 
tels  qu'on  les  a  trouv^s  dans  cet  ouvrage.  II  faut  cependant  en  excepter 
les  moyens  mouvemens  et  les  moyennes  distances^  pour  lesquels  on  trou- 
vera  dans  la  Table  I.  les  valeurs  employ^es  dans  la  Micanique  Cileste;  ce 
qui  donne  aussi  les  mSmes  valeurs  des  coefiBciens  ^C>>^  c^^^,  aA(^  ,  a^  $(^'\  et 
de  leurs  rapports  difI6rentiels.  Nous  avons  cru  devoir  adopter  les  mdmes 
valeurs,  pour  faciliter  la  cgmparaison  de  notre  calcul  avec  les  r^sultats  que 
donne  Touvrage  cit^. 
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T  A  B  L  E    I. 

EUmens    de   tovtes   les    Planktes. 


Massse 

par  rap' 

port  ati 

soleil 


Demi-grana 
tuce 


S 
^ 


i» 


19604 

I 
3534701 

I 
1067,09 

I 

£610000 
I 

35479<> 

I 
367440 

1 

3026810 


i9,i833o5 
9,53787 1 

5,1011664 
1,5^36935 


1 ,000000 


0,7^33323 
0,3870981 


iVIoy.  moui' 
siUir.danslt 
juart  d^un  Ui 

_  N 

~4 
3856'',2 


1 0999^.2 


27314",! 

)72262'',8 

323994'',3 
52666o'^4 
345254^,2 


Excen' 
triciti 


P6rili6Ue 


=  y 


0,0466703 
0,056161*^3 

0,0481784 


=  1» 


IncU" 
naison 


=  ^ 


0,0931 34 


c 


»,016779^ 

>,oc6853( 
S2o55i49 


5^17^2l'42". 

2,  29.   8. 59. 


>•  II.   8.  35. 


i  I.  2.24.24. 
^m  9«  3o.  5. 
4«    8.37.    1. 

%.  14. 31*  4?* 


o^46'.25'. 


2.  29«  38. 3.  21.  55.  4;< 


r.   18.  52. 


I.  5i.   'o. 


o.     o.     0« 


J.  23.  35. 


7.     o.    o. 


Noeud 
ascendant 


=rJ 


.«^I^'.^!'.!^''. 


3.    8«  sS.  34« 
r.i8.     1.28 


2. 14.  52.  4^ 

1. 15.  67.  3t 


§.  210.  Les  in^galiljs  s^cuiaires  sont  donn^es  par  les  r^quations 
XIV — XVII  ($.  i85.  187.),  dont  les  deux  derniferes  peuvent  £lre  miaessous 
une  fprme  plus  siinpie.     On  trouvera  par  ce  qui  pr^cede. 


2a 


3a 


d  w 


Ba 


Bol' 


(S^i  (!).§.  173  (ia.)= 


--^^ —(TJZ^^J —  (S-  »73.  (7  (8))r2a(i-Hi^)c^'^^aV*^(S.i72.(3,),  et 

^  ^a^  da  d  a»  (i  —  a*)^ 


^A^^'^ 


da 
On  aura  donc 

XIV.  oe=|a^c^">/ain(J-JO,       XV.  yj=  ^  a«c^">$  J-' cos(J  — J^  — 1  ?, 
XVI.  *  7  =  I  a  {2  (i  +  a-)  c^'>  —  3  ac^^^}  Y  sin  (tx/  —  isj)  , 


J 


LITKE   t,   GHAP. 

H 


tlt 


Lm  Yateon  nmiiJriqiiM  4m  qaantit^  jftMinim, 
mmi  nahmiM  duM  b  talil*  wivMiilk 

T  ABLI    II. 


% 
i^^^ 


vdBtiTWMBt   Ib  MlKCWl^ 


jHigqUiis  9icuUfe$  de  MEBCUREp  dues  A  PcnsiSm  de§  Ptmtlee 


FHnus 


J— J1 

a 
4C0) 

c«'> 
(a 
fj 
»7 
Sjb 
m  5  J 


'  -.♦ 


4-54.i5.i444-a5*.8'.i8' 


o,525ttfoH 
^,  1721751 
o,6o57o5a 
4,ai4i54 
i,o353*}6 
^  33529'^ 

—  e^si^j" 

f-4»79" 
-I-  rr548iK 

-o'%09ia; 

-i'%8375f 
4-  o",o  1 1 37 
-1-  y',i4a8« 


La  Terre 


-  »•.  3'.57^. 

- 101.57.93, 
0,3870981  o,  f54o53j 
4,081980  3, o335oo 
o^l^iwl^o  o,  260462 
2,871833  2,322536 
1,576062  0,863876 
o        U  87^^34 

—  317702"!- 55 

+  '074V 

4  3o6562" 

o 


Mwrs 


JupUer 


-^%\%\3f.i\ 


^63.i3.i  «.-f- 14*47*'^« -f- 9^ $9^^ 


0,0744^^5 
2,002778 

0,074581 

2, 025143 

0,12661 3 
-  3o'  ,59 

-i489'',77 


55288^,5 

af5a^6  1  —  6^,717 

+  77225",2  4-i664",e6 

—  o^oooc  3^^*867 
-o",8954«|— ^',021  «  -1^,396«  r 

4.0'^003ca—  O^OOO^l    --o'\OQ6ii, 

-h  o".«6i|ti7  4-  oV^g^j-h^^^oo 


Saiume 


-«••Sy.ie^,  -.26*.53'43 


o,o4^5855 

2,000823 

0,040610 

2,007430 

O, 122l33 

—  10^,766 
—231^54 

+  o^,  975 

+aW,99 

—  c/^^ooior^ 

h  0^0655!» 
0^^,00006 
-(-  0^,07555 


Viranus 


0,0201790 
2y  000182 

0,020l8d 

2,001811 
o,  060681 
— o^,2o3 

+o",o36  . 
+33'',i94 

^  Ol^^yOOOO  I 

—  0^^001 5  J 

^-O^^jOOOOO 
•f- 0^^,001 7C3 


»i  ron  ajoole  oiiteiid>le  les  Taieuri  de  m  (I,  elc  dues  aux  aclaons  des 
difiiSrenlef  pUmtlet,  on  IroH^era  ce  qui  suil: 
FanaiioH  annudle  de  Kndumsom  Se  Mercure,  in^fl  =r— 0^,12801 ; 
Moupemeni  mnud  des  noeuds^  pdaiii^emeni  aux  Moiles  Jixes,  nfiiz^--^l{\%\^if 
ronaiiOH  emnuette  de  fexoeniriciU,  w  t7  =  4-  o^'^ 00734  =S  -f-  o,ooooooo3558; 
Mouvemeni  annuel  des  apsides  rchiivemeni  aux  iioiks,  m^  Soiz^-^b^^GjS^jSm 

$.  211.  Les  ia^galildt  p^fiodiqiiei,  ind^aendanlfi  det  ezcentrici(&,  et 
cellea  qal  dipendeal  de  leur  premi^re  puitaance,  aonl  donnto  par  iea  fbr* 
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^  A  S.^  fl  0  N:P.ft^>I  H'  p-arY;S:I.^  U  E 

tiplie   les   in^galilea    du  rayon  vecteur   par  iooo'6oo  ,   celles^^de  la  longitude 


llpl__   __-   - -,,  ^         . 

]pr    ^-T^   (§.  io2r.)i  on  aura 


.^•/*?vi  ..    '.    '-.»    .] 


X.    »1  fllCZm'fl.  1 000000  ^  --  — y  -pr-prr ti^.t: ^^— tt  (  sXflA^^^-f  a^  — —  )^ 

m  * 


dA 


—  W.tf .  ioooooa 


Xtl.     /?i'au'r: 

?>  7  COS  (fJL  —  t») 


l 


s?         d  a    p  4      da^  J/ 


-) 


^a.ioob(ioo{M^'^7co«r/V— 0* — ^)]»-  —  ^)  —  ii^^Vcos^V — ^»  —  i  M»— ^'K 


M<?=:, 


(ai*  —  I  —  -A  »V-  4/(1  —  ») "» -f- « (a I — 3) 
{^«-hO»  — ' j  f '  —  0 > -^ 'Hv' —  a)  »  —  '> 

1 


X* » a  A^'> 


('•'  +  '-f)v'-'(^'+0>  +  ''' 

I 


Xva* 


dA«> 
da 


Xva 


»"ai{(i— c)v  — 2}    "ll 


d  JA'«' 


T"  ^. 


jq(0  _('~»)C»f-OXy»aA«-').  '•     (,-^~X-)v»a« 

»■{('— 0»-'}  K«—«)v—«}  "■    '  {(/— i)v-i}  {(i— a)»-J}  * 


d  A«-0 


d« 


Xva« 


3dA('— ») 


fl/f(i  — 2)»— .,}  dfti 


:A« 


V/— 0('"^— '■»+3/— 4+  *j  »*-(4i'*— 7«3+io»»^i8i+io)»3? 
gi>(,-)-?-h>(6''^-9'''  +  8«-'0'v''-'''(4'''-5'-+a)»-|-|-3(/-.)S 

K'  +  0v-/H('-0v-'rK'-»)'-"'^  ^ 

(,•-  0  (''-+-  4«+  7)  v'- (3,-3+6,'=- 1 0/+ 1  a)»'+3/(,+2X;-0»-i'3  3  ^(ft 

a  K'  +  ';  v  -  /}  {(,  - 1) » - ,}» {,1  -  2) » -  /}  ^'"^"dr 

j X  v'  a' aa  A(<) 

"^" /{(/  — 0  V  — i}ili  — 8)v~i}      d«»    * 


«<«=: 


i    /  Xa  VRE^  V;  \G.R<Ai?J  .VU.r-  .' 

_^  (.•—  i)  (ai  —  1)^(1  — a  i-|V*  —  a  (i'—  »)  v  +  '' 


^9 


-I- 


a  j(j  —  1 )  V  —  lY  .  {(/  —  a;  V  —  /} 

a {{}  —  1 )  V —  /p .  {' I —  a)  V — /} 

j Xv»a^ a  a  A<»-'> 

I    7T77"    TTT ^i     //•• «Vu 4t         Wa^ 


X  yflA"-'> 


.   Xva'  r 7 


,{(,_,)  v-/}.|(i-ay.v_i> 

» 

n  &ut  observer  que,  dans  les  formules  XH,  XIII,  /  s'^tend  k  loua  les  nomf 
bres  TOtiers,  soit  positi&i  soit  n^gatifs,   mais  dans  les  formules  X^   XI,  seil- 

i 

lement  aux  nombres  positifs,  parceque  nous  I.es  avons  multipli^es  par  a  (§.  i8a.l 
;  Les  seules   planbtes   qui  puissent   produire  des  d^rangemenr  a.enaible4 

du  mouvement  de  Mercurei  sont  V6nus  et  Jiipiterj  et  nous  nons  sommek 
assur^s  par  le  calcul,  que  raction  de  V^nus  n^est  sensible  que  dans  les  te^ 
mes  de  u  et  U,  qui  d^pendent  de  1  =  1  et  1  =  2,  et  dans  ceux  jde  u\  U^^ 
qui  d^pendent  de*  M^-^^X^  SW^-^»\  SW^-^3).  et  que  Taction  de  Jupiter  n'eai 
aensible  que  dahs  les  termes  M^"*"^\  8R^"+-^>,  1R<^'>.  Sl  ronlR.it  doni 
pour  abr^ger,  "  t         ^ 

faXaA^'>4-«*^-')  A  .•^-|.3X«)aAt'>  +  aVa=-^^J  ; 


ide  sorte  que 


I 


m' au  —  m'fl.  1 000000 <  —  -^ — ^-^B^^  'cos'/(|Jb'  —  jx)}j 


■* 


^L   i 


m'U  =  m'.2o6i6r,8cC^'>smrCfi'^fjL%-    *    •     : 
on  B'a  qu'a  chercher  les  coefficicnf  B^'\.  B<»>,  C^'\  C<=\  M<3^  9)t^«\  ^^S) 
relativement  k  Yaoiion  de  V«nus,  al.M<^^;  5W<*\  W^'^  riilativeihentUVacttb 
de  Jupiter.    Pour  cet   effet  nousrauronsi^besoin,    oulre^lei  quantiss  r^ftij 
in^s  dans  la  Table  H,  de  ^llea  qu'oii  <fw»ara  dan$  la  Tabta  IIL     ^ ! 
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I     .1 

■ .  • 


- 1« 


:  > 


,■4.    - 


lio 


ASTBONOMIE   PHTSIpUB 


T  A  B  L  E    III. 

InigaRiis  pinodiquea  de  Mercure,  dues  aux  aciions  de  Vinus  ei  de  JupUer. 


X 

da 

ia 

9b'^ 
da 

da 

da^ 
9^b^ 

^a* 

•A<*> 


Finus 


«,554^  II 

o,946588 
0,110766 

O1780M6 
1457891 
I  »07007 1 
0,691487 


•  •    • 


A^3)     _ 


J^SgSoaa 

3^81 07» 

•    •   •   • 
—  0^7753 
— iO»iiig6i 
0^599178 


Jupifer 


49,a5ia73 
I1O90795 
0,004 164 


•   •    • 


0,074891 


•    •    •    • 


o,iii38o 


•   •   •   • 


1,018876 

«f4997*« 


•      •      • 


,149057 


•      •      • 


,ooo3io 


•   •  •   • 


£A2> 
da 

■^a 


a» 

dA«», 

da 

o^ 

dA<» 

da 

a3 

aa« 

a^ 

ddA^ 
da» 

^3 

d  ^A^h 

9a* 
B(i) 

BC») 
CCi) 

CC«) 

gi<3) 
HC.) 


f^^lHlS 


—  0/aa3448 

—  0|i3ii38 

—  o,3o6464 
~  0,198039 


•    • 


— •  o,5ao346 

—  o^5i8ao8 

0,4^^^ 
— 1,5377 

1 ,2292 

—  M077 


«    • 


6,466s 
36,4o55 
i5,a550 

•        •        •        • 


Jupiier 


—  O,ooo4i5 


•     • 


—  0,000617 


•     • 


—  o,ooo4^ 
— ^  0,000618 


•         • 


•         • 


•        •        • 


0,39478 


•        • 


0,82064 


•        « 


— -0,o6t9I 


On  en  tirm,  ptr  les  fonnolcs  X  — XQI,  ce  qat  •oit: 

In^aKH  du  myon  t^edeur  de  Mereure  =:: 

.o,o4+o43.cw($  — 5)  — i,6a^ooaa($  — «)  — i4o-co8(3^— »5-w) 

—  3,9$ .  oos  (n  9c  -*  8  —  ^)t 


LIVRE    V,    GHAP.   TII. 

in^lJki  de  ta  bngiiude  de  Mercun  rr 

o%69.8iD($  -  5)  —  i",5a.»iii»($  — 5)  — 4'',ao.8iii(aS  —  5  — •) 
— 1-^,76 . sin  (3  ig  _  »  5  --. w)  —  3*\56.«iD  (i9:  —  5  —  w)  —  0^67  .«in(J>— ©')i 
$  9    $ ,   Q: ,  teot  let  moyennet  longitades  h^liocentriqiief  de  cet  trois  pU» 
nilffy  «fy  19^,  les  longitndes  des  p^rikdlief  de  Mercore  et  de  Jopiter. 
$.  aia.  Oa  Ifoovera  par  I0  miflM  procddd  ce  qui  soit: 


T  A  B  L  E    IV. 


Jnigaliies  sdculaires  de  VENIJS  duee^  aux  acdons  des  Planiies 


Alercure 


GB'— J— 54.1S.14. 
a     j    1.P68602 

4^«>      i.i6i46o 


La  l^erre 


c<»> 
c<'> 

tt 

ti 


460 

o,3a4i49 

♦•  50796^,5 
»7    -9i68>",i 


I 


'9i 
m'9y 
mam 


-8774061" 
mftt  'l-o'',os5o7' 
«-o*,343Mt 
-  fl^/145957 
-4",33i.37 


Satume 


Urmus 


'-»^7  "^  »7  * 
— »39.^8.9 

0^5838 

a,ooa8£6 

0,076002 

2,036116 

0,2^9988 

- 18^92819 

-a88Vi5 
-^,35594 

«79^,112 
-e^fOoSi^alf  o^, 
o^,o8j553-o^, 
o^,ooo«6;|i-o^, 


^F"«i 


4e  fexaaHruM  ^•— tr,t95jj  ^ 


=  — «*,J»37». 


dfe  A  S  T  R  a  N  0  M  I  E    P  H  T'  S  I  Q  U  E 

§.  21 3«  Les  injgalit^s  p^riodiques  de  V^nus  sont.dues  principfttement 
aiix  actions  de  la  Terre  et  de  Jupiter:  les  termes  les  plus  sensibles  dcs 
premiferes    sont    ceux    qui  d^pend^nt    de»   coefEciens   B^'^  B^*\  B^3\  'B^'*^ 

C^'?,  C^^\  C^^\  C^^>,  M^-^^\  N^-^3),  n^-^s^  gRC-i-i),  gic-H^)^  91^-^-4),  gic-hi). 

les   pertuvbations   les  plus  consid^rables  de  Jupiter  d^pendent  de  B^^>,  B^^^, 
C^'^  C^'\  51^"^  *\    On.trouvera  pour  Taction  de  la  Terre: 

V  —  i^   6255233   X  —  2,598662;  b^^^  —  0,527589;   4^3)  —0,323359; 
A^^^=o,2c68ii;6^^^zzo,i356j6;  —  zi,643709;— -=2,27244; -y^=^^ 
*7--^7^838i; —-„1,407491;— -ri,ii37o4;  y^=:8,558595;-^^ 

e 

i|^=:9,.074j^*^=8,634o3;B«'>=,,746ajB(»>=7,5i93iB(3>=-6,386a; 

B'*>=— ,,»o36j  C^«>=9,684j  C(»>=i8,»5oj  C^3>=— ^i.SgSj  C^*>=— 1 ,6857 j 
•      M«y>  =  75,i5a3;  N^)  —  44,^337;  ]N<J>  =  98,80,5 j  SW<^>  =  359,3o8,- 

Sll<3>  =  453^044 j  Sl^-^^  =  89,0, ,  i  31^5)  —  208,767  j 
et  pour  raclion  de  Jupiter, 

.v=  i9,28j63;   X=  i,o547j  *^    — 0|Oi46a3j  — —  =o,,4ai6j  — — =i;o3aao6j 

—  =  o,2,2o46j  — ?  =  ,,o6753aj    B<'>  =  0,0071,5^    B<=*>  =  —  o,oo3a3a} 

C^*?  =  o,o,5o6,j  C*»>  =  —  o,oo454i  W^"^ •>  =  — o,,6i8a9; 

d^oik .  Uon  a  conclu 

•     PMgaUii  ,  du  rayon  vectfur  de  Vinus  = 

—  o,6  +  3,56.co5/$  — $)+,5,33co8a(S  — $)— ,3,oa.cos3(  J  — $)• 
-.a,a5.cos4(  $  -^  )-f ,  ,53  .  cos  (3  $  —  a  $  —  ts')  —  ,  ,o5 .  co«  (5  $  —  4  $  —  o) 
-|-3,3.8.ccM(5$,-;-4S  —nf)-\-ii;fig.cot^%-^  $)  — a,i9.cosa(C}t  —  $), 
PinigaUli  ,d^  la  longUude  de  Vinus  = 
5",63jin(  $  —  $  )+,o",6,.sin7(  $  -  $  )— 6",74.$in3(  $  -  $  )W,98.«in4(  $  —  ?) 
—  ,",43  .sin  (3  $  —  a  $  — w)  -i-  4"4a  •  «n  (3  $  —  a  $  —  w') 
4-  o",87  .  sin  (4  $  —  3  $  —  w')  +  «",o4.sin  (5  $  —  4  ?  —  «O 
-f  a^.gi  .  sin  (I>  —  $  )  —  o",88  .  sin  a  (I^  —  $  )  —  i",5, .  sin  (3t  —  «'); 
tii  et  Ta'  6tant  les.  p^rih^lies  d«s  plan^tes  troubi^e  et  perttirbatrice. 


tlVRE    V,     CHAP.    VIL  383 

$.  11 4-  Le  plan  de  IVbit^ride  la  terre  est  d^plac^  par  raction  des 
plan^tea , .  auss^  bien  que.  les  aulres  cxrbites.  \  Mais  cQmme  les  aslronomes 
rapportent  k  ce  plan  tous  les  autres,  il  est  impossible  quHl  soit  en  mouve- 
lenty  sans  que  les  ooeuds  et  rinclinaison  de  chaque  autre  planbte  relbtive* 
lent  h  ce  plah  soient  chang^s:  d'oi^  il  naitra  un  mouvement  apparent  dei 
irbiles  pfanjtaires  et  des  ^toiles  meme,  dont  il  sera  parl6  dans  le  $.  suivantw 
.e  vrai  mouvement  de  Porbe  terrestre,  du  k  Taction  d^une  planbte  rr/'  con« 
fiste  dans  une  r^trogradation  de  la  commune  section  des  deux  plans,  tandis 
fiue  leur  incUnaison  muluelle  n^est  point  alt^r^e,  ainsi  qu^on  Ta  vu  (§.  :i85.): 
Vour  determiner  ce  mouvement,  on  peut  prendre  poor  base  le  plaf  qui 
loincidait  avec  Torbite  de  la  terre  k  une  certaine  ^poque,  eV  qu^on  appelle 
\cUptique  fixe;  PicUptique  ifmie  ^tant  le  plan  que  l'orbe  terrestre,  d^plaai  pa» 
taction  des  planfetes,-  occupe  dans  chaque  instant.  La  variation  de3  nbeuda 
6t  de  rinclinaison  de  T^cliptique  vraie  relativement  h.  r^cliptique  fixe  est  le 
yrai  mouvement  de  Torbite  de  la  terre,  qu^on  trouvera  facilement  par  Taction. 
de  chaque  planfete  sur  la  terrcj  et  il  est  ais^  de  voir,  que  le  mouvemenH 
apparent  des  plan^tes  relativement  k  r^cliptique  fixe  est  nul.  On  peut^ 
aussi  prendre  pour  base  r^cliptique  vraie;  et  c'est  ce  que  nous  ferons,  en 
regardant  le  mouvement  des  noeuds  de  Torbe  terrestre  sur  Torbite  de  la 
planfete  m^  ^  comme  un  mouvement  des  noeuds  de  cette  plan&te  sur  r^cli- 
ptique;  de  sorte  que  le  vrai  mouvement  de  Torbe  terrestre  consi^tera  -  dana 
iine  rdtrogradation  des  noeuds  de  chaque  planfete^  due  k  raction  de  cette  pla* 
nfete  mftiae  sur.  la  terre.  On  a  vu  ($.  i85.)  que  cette  rdtrogradaiiop  est  de 
m^m^a^a'  9(^'^  par  an;  et  noua  allons  la  calculer.  La  v^riation  de;  Texcen* 
tricit^  et  des  apsides  de  la  terre  est  donn^  par  les  jndmea  formuleSi  quo 
celle  des  autres  planktes. 
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AS^fftOKOMIE    PHT8IQUK 

T  A  B  L  B    ▼. 

tnigaStiM  atmOittn»  de  la  TBRME,  due$  i  f ootfM  At  Mmktt 
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o,o5mi99 

^(»> 

0,8059)1 

1,736119 

3,39113» 

2,oi8885 

a,oo5535 

»,001 355 

*<•' 

o,i59i5» 

0,681678 

o,8o4563 

o,T95oo3 

o,ic$a83 

o,o5»i8a 

c<»> 

o,i6658o 

3,781711 

6.856336 

9,1764^.0 

)yo5o39i 

s,oisi75 

ct'> 

o,o9i4'9 

3,357607 

5,717893 

o,6r9  6i 

o,3aii44 

0,157185 

ffj' 

-•97«»' 

-»079177" 

-799350" 

-7409^68 

-ii4r,76 

-138V89 

«'V 

-8i8e",aa 

4.5773 ',io 

-45663',! 

-^.6'',6J77 

-.",53549 

-hor',3892179 

(o. 

-^4*99«' 

4-1461434" 

•^•3857036'' 

+726i'',7o 

+64e",o5 1 

4-ia8^,95o3 

«'W 

-o",097574 

-5',65854g 

-  0*^,306364 

-6",9438.9 

-o",33.<637 

«  0^,00709) 

ni'«'y 

-o',oo4o4> 

>M»'',oi57ia 

-o".o  17495 

-0' ,081 19 

-0'',0«04>''9|  +0",O0OO3a 

m'ffV 

-0^41 56  <4 

••-^'t977H' 

+i'',094646 

+6",8o5i43 

fo",i838c6|-»-o'',Oo66ii 

f^anadon  annuelle  de  Pexcentridtt  de  la  7V/7v  r=— 0^,087430:== — O,oooooo4v9o3| 
Moupemeni  des  apsidee  rdatipement  aux  Hoihe  Jixes  =+  1 1^,6^09 13, 

$•  ai5.  La  nftrogrmdation  det  noeodi,  mfli'  (7*a&.  iFI),  d'une  ptanMe 
mf^  dne  k  wk  propre  tction  rar  le  terre,  n*est  qu*un  moovemeat  apparent  de 
Torbite  de  cette  planMe;  frt  il  r^Ite  de  le  m6me  tction  un  moovement 
epperent  de  Forbite  de  dmqoe  totre  pltnkte  m,  qoe  noot  ddsigneront  par 
e/At|etfl/AJ.  On  oto  qne  Ptetion  de  ni  n*tlt^re  point  rinclintiton  Y 
io  pkm  de.Forbtte  db  nt  rektiTement  k  r^liptique  et  tuK  pltni  det  tutrei 
orbitef.  En  nommtnt  donc  t  rtngle  formi  ptr  les  j>ltOs  des  orbites  nf  at 
m,  on  t  ii/{i|'rro,  et  le  probikme  est  de  d^duire  de  m'ty  {Tab.  K)  le§ 
Ttrittions  m' Ay^  et  iis^AJ,  en  regtrdtnt  V  et  a  comme  consttns. 

Soit  (/i^.  4a.)  VNC  rdcliptique,  /N'J  rorbite  de  U  pleokte 
portnrbttrice  m\  vNJ  celle  d*une  tutre  pltnkte  m.  Supposons  quVn  Fertn 
de  Ftction  de  m' ,  l*6cliptique  ait  pris  It  position  VvG,  et  tppelons  It 
longitode    des   noeuds  tscendtns  des   pltnfetes  m  et  m%  J  et  J\  leurs  ia« 
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clinaisons  snr  r^cliptique,  i|,  y\\  \es  tangentes  de  ces  inclinaisons,  &,  ff^  Tangle 
^ue  font  entre  eux  les  deuz  plans,  a,  la  distance  de  leur  commune  section 
«u  noeud  de  m^,  (^ :  cela  pos^  on  aura 

INC  =  7,,  IN'C  =  V,N'N=J  — J'i:ii,NIN'  =  a,NI  =  a>. 
Le  noeud  de  m'  a  r^lrograd6  sur  son  orbite*  du  pettt  arc  N'/  =  d$,  et  sur 
IMcIiptique   de    Tarc   N'/i' =  /72'6^J',   //i'  itant  perpendiculaire  k  r^eliptique. 
Or  on  a  dans  ie  pelit  triangle  N'/iV,    fang  NS'= — ^-^i    ^'o^    To*^   *ir© 

w'^J' 

a(j)= ,-. 

cos  r, 

Le  triangle  NIN^  fburnit  les  ^quations^ 
(U sinaiz:  — -    ■    ,  fa) cos  7,  =  cos  a  cos  >|  — sm  a  sm  y)'^  cos  $  • 

,.>v  -  ^ tf  sin  I 

La  dififSrenliation  des  deux  premiferes  donnera 

//x  :v. tg/C^>lt^t>  — ^-^^)        ,-x  :n^ -9  0»hia»iTi$siq>j' 

Si  run  substitue  (3)  dans  (4),  et  (i)  dans  (5),  il  viendra 

{6),....ai  =  — -*-  ^a>) — ^ii — Li— ic    (.^) atj=— a$sinV«ni, 

ct  la  substitution  de  (7)  en  (6)  donnera 

.0.  ^.  d(|)  (sinVcos  j  —  tfcos>)'^ 

(8)  .....3/= -^ ^ 

m'  r  J' 

£n  mettant >-   it  la  place  de  d(p  dans  ks  ^quations  (7)  (8),    on  aurt 

3tj  = /n'd*J'.d'sini^  3i=/n'6^J'f-  cosi  —  iL 
Mais  i=J  —  J',  9i  =  /n'Aj  —  m:'6i\  dTi=/n'Atj,   partant 

^  d'cos  fJ— JO 

(9) /7/AYj  =  /72'^J'./sin(J— JO,    (10) m'^3  =  m'S3' ^^ ^. 

Oi\   multipliera  donc   lcs  valeurs  de  m'S3'  {Tab^  F.)    par  &'  et  ensuile  par 

^in  (J — J')  el  par  ^^^^^-^^ -:  le  premier  produit  donnera  la  variation  de  rmcli- 

i\aison,  le  second  donnera  celle  du  noeud  de  chaque  planbte  m,  qui  r^sultent 
de  raction  de  la  planfete  ///  sur  la  terre. 

Outre  ce  mouvement  apparent,  chaque  orbite  m  a  un  mouvement  r6el, 
Jtu  ii  racliou  de  toutes  les  autres  planetes  ml  «ur  la  plan^te  m,   qu^il  &ut 

49 
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«jouter  avec  le  mouvement  apparent,  pour  avoir  la  posiiion  de  chaque  orbile 
relativement  k  r^cliptique  vraie:  nous  avons  dunn^  ce  mouvement  r^el  de 
Mercure  et  de  Venus  (^Tab^.  11.  IV.)-  Les  correclions,  dues  au  mouvement 
T6e\f  donnent  ce  que  Lagrange  a  appel^  noeud  moyen  et  inclinaison  moyenne: 
la  combinaison  dei  mouvemens  r^el  et  apparent  donne  le  noeud  vrai  et 
rinclinaison  rm/e. 

Les   valeurs   de  m^^V   {Tab.  V.),    et   les  ^limens  J,  -n,   (Tab.  I.)  ont 
donn^  par  les  formules  (9;  (10)  les  r^sultats  suivans. 

T  A  B  L  E     VL 

InigalUes  apparcntes  de  cliaque  planeic,  dues  a  Pactlon  dcs 

autres    plandtrs    sur  la    Tetrc» 


MERCUUE    par  1'aclion    de 


aJ 

/n'  At} 
/n'A  J 


'-''enus 


4-5961 1'',75 
-878784-6 
4-0^162235 
— 2^,391642 


Mars 


49 Jo  ,7126 

—  aioi4>'' 
4-o'',ooo357 
— o",o8o5i4 


Jwvter 


4-134.91 

-84r/94 

-|-o',iv64'^ 
— o',79io-4 


Salume 


+4:.",49S3 

—  i6j'',2o54 
4o'',o  12874 

—  o",r4C746 


Uranus 


-Ho'',^453i 

—  13^5728 
-4-  o'',oooo43 

—  o",ooc696 


VENUS  par   taction    de 


Mercure 

At) 

aJ 

/71'  A>) 
///  A  J 

—11736^8 
3583^9' 
— o'',oo5794 
— 0  ,176'  7'i 

Mars 


-1166-^   ,6 

•3885 13^6 

-0  ,00443^ 
V,i4S856 


Jupiter 


4^7''9^^53 

— 263o'',44 
4^0  ,063695 

— 2  ,465 r  60 


Satume 


-|-3o'',oi57 

—  670^,561 
-|-o  ,008493 

—  c»''.  189741 


Uranus 


'o",o6:>994 

'^'''4979 
-o  ,oooou3 

•O    ,001015 


MAKS   par    Caction    de 


At) 
aJ 

/7l'  AY) 
/w'  A  J 


Mercure 


.^•74^891 
750919'' 
•o  ,0004^2 
-o  ,'^70676 


V^nus 


-f5568y',4 
— 34c497 1  '^ 

4o^ir^i544 
— g^-^^p^^o 


Jupiter 


-|-i3i'',o862 
— 3357^^,22 
-|-o  ,122845 
-3".  146.45 


Satume 


+  44^7^76 
—  678^3816 

-l-o   ,012609 


Uranus 


—  c.    loip 


■^42^ 


4"  o  ,7^460 

—  52  ,5o552 
4  o  ,0000^  u 

//  r. 

—  o  ,00209^ 
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3^7 


• 

jLriiJLA 

.   par  raciion 

ae 

Mercure 

^7/11/5 

Mars 

Satume 

?r[im« 

A1> 

— 19^46^.6 

— ^^^oo'',^ 

—  ^&894'',2 

+  ll",6J22 

—  o^soee 

AJ 

-6443  9^' 

-  49^5047" 

—717223^5 

—  2111^^,02 

-  7  ''461 

m  Ai) 

— o  .oi^Soi 

— o'^i34oJ6 

— 0  ,007622 

-j-o  ,003291 

0  ,oooc4i 

m  aJ 

— o^Jibo^g 

- 1  i"4o36Sc. 

-o^.Q^^TgB 

—  0  ,397333 

—  0^,003766 

SATURNE  por  foc/ib/i   <& 

Mercure 

Vinus 

Alars 

Juplier 

Uranus 

AH 

2>107   .1 

—74^76  ,7 

— aJi^^'^,^ 

—  39*^.7452 

—  i ',17790 

aJ 

— 2269«  9^^ 

—2258867" 

—260747'' 

—  ^?^'^''/? 

—  33  ,3^71 

///  A  n 

—0^01094» 

— o'',  «02 1^7 

-0^008884 

—  0^,0^7  22  S 

—  0  ,00006 

/n  aJ 

— o',ll20C9 

— 6",i475bi 

—0  ',1 99903 

—6  ,339277 

—  0  ^001701 

URANUS    par   Fadion    de 


ATJ 

aJ 

m    A  J 


Mercure 


— »  979 
—  i6i3o«.»o 

— o\oo54^  • 


•y 


i  11 


yenus 

Mors 

Jupiter 

Satume 

+4353  ,53 

—10^41", 8 

-t-7^"45-i9 

+  ^i'4oi 

—  912 .6>b'' 

-  1735.49' 

-ii.64',9 

—  2^  64'  ,0 

+oVii-<4« 

— 0  ,oi4i '4 

-|-o'',o68hi7 

4-  o",oo888. 

-24 ',«3.  417 

— o",664  8j 

—  lo",^^©.'^ 

—  o",8io:?95 

Si  ion  ii)oute  le*  \aitui»  |/ieceueiiie8  ile  m  aJ  avec  ie  iuoif|emeQt 
des  noeudi  de  cbaque  plauete,  qui  rdsulte  de  sa  propre  action  aur  la  terre^- 
mli  {Tab.  f\^,  on  aura  ce  qui  suil: 

Varialion   apparenie  de  PincGnaison ,  pour  une   annie: 

de   5  =-hoV<^i  3:j   $=  +  o",o6ua3;   <J  =H-o^2?>t65«; 

9t  =  —  o'',i479'  95  ^  =  —  ^A  92^'»i    S  =  +  o'V  79976; 
Mourement  appareni  des  noeuds  rdaiiveinetd  aus  iioilts  Jixess 

de  §  =  — a^^.^ige;   $  =~8",64o693;   «f  =— 1 J  ,«.'447tj 

9:  =—  21  ',:4Je26}  ^  =—  lo",»44i  l5;    $  =  — ^^".^J^^^y. 
S    216.  En   vertu  de  raction   de  chaque  planfete  m  sur  U  teire ,    qne 
noot  •von*  <l^velopp^  v$.  2i4'>f  ie  pole  de  r^liptique  d^crit  on  arc  de  ceT" 
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cle  mSJ  autour  du  pole  de  roibite  m,  d^ou  ii  r^sultera  n^cessairement  une 
alt^ration  de  la  position  du  pole  de  rdcliptique  relativement  k  celui  de  T^ 
quatear,  ainsi  que  de  la  distance  entre  ces  deux  poles:  la  premifere  produira 
un  mouvement  des  points  ^quinoxiaux,  la  seconde  un  chaogement  de  robli- 
quit^  de  recliptique. 

Soient  {Fig.  4^.)  E,  P,  L,  les  poles  de  reeliptiquei   de  r^quateur,  et 

de  Torbite  de  la  planfete  m,  dont  IMncHnaison  est  ELmnf  et  la  longitude  d» 

son  noeud  ascendant   YNi=:J.    Si    Ton  nomme  Tobliquit^  PE  =  c,    Tangle 

•  ELP=(p,  l'arc  PL  =  a,  on  aura  LENzrgo^  YEP  =  9o%  LEP=i8o^— J^ 

et  le  triangle  ELP  fournira  ies  ^quationSi 

/    ^  .  sin  f  sin  J  .  .  . 

(i J sm  a  =  — : — X  - ,         (2)  .... .  cos  u  =  cos  e  cos  yf  —  sin  £ sinii  cos J. 

(3) sin  J  rot  (p  —  cot  e  sin  n  -t-  cos  tj  cos  J. 

Comme  le  pole  L  est  suppos^  immobile^  tandis  que  le  po!e  E  tourne  autour 
de  lur,  sans  changer  sa  distance  EL,  les  arcs  a  et  n  sont  constans:  ainsi  la 
^iflifrentiation  de  (i)  et  (a;  donnera^ 

(4) 0'=  B  g  cos  £  sin  J  -f-  d  J  sin  €  cos  J  —  9(p  sin  s  sin  J  cot  (p, 

(5) o  zz  d  £  (sin  £  cos  >i  -^-  cos  £  sm  tj  cos  J)  —  dJ  sin  £  sin  y\  sin  J. 

Or  l'accroissement  de  ia  longitude  du  noeud  J  relatrvement  aux  ^toiies  fixes 
est  B^p^zz  mSJ  j  et  si  Ton  nomme  aT  la  prdcession  des  points  ^quinoxiaux 
qui  en  r6sulte,  la  longitude  du  noeud  J  par  rapport  k  ces  points  croitra  d» 
Tare  mJJ  — aT:  d'ou  l'on  tire 

•  (6; dJ  zzmSJ—  aXj    et    d(p=:m6J. 

Si  Ton  substitue  les  valeurs  (d)  et  (6)  dans  les  dquations  (4)  et  (5)  ,  elief 
prendroi^t  la  forme 

(4) o=:8£G04£5in  J-f-/w6J^sin£COsJ(i-^cos'n) — cosssinii}  —  AVsinecosJ, 

(5) .... ,0  =3  e  (sin  £  cosn-j- cos  £ sin >) cos J) -f- (a  Y  —  m  6^ J)sin  £ sin TjsinJ. 
En  ajoutant   ensenible  ces  deux  ^quations  j   aprfes  avoir  multipli^  la  premiert 
par  sin  ?)  sin  J,  la  secpnde  par  cos  J,  on  aura 
o  =  o£  («os  £  sin  n4"  *'^  ^  cos  ri  cos  J)  —  /n  d*  J  sin  nsin  J(cos  £  sin  t)  -{-sin  £  cos  >^cosJl 

d'oii  lon  tirera  d£  ou 

(7) A  f  =  /72  6^  J  sin  11  sin  J. 

SI  ron  met  cela  k  la  place  de  Bb^  Tdquation  C^)  deviendca. 
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0  ~mSJ  \:o$  £  sin  y\  cos  J  —  (1  —  cos  fi)  sin  e}  -4-  A  V  sin  f, 
d^oii  Ton  conclura»  k  cause  ile  cos  t)  =  1  &  fort  peu  pr^s, 

(8"^ .... .  A  V  zz  —  /71 5^  J  col  6  sin  7)  cos  J. 
Si  Ton  d^signe  les  masses  par  les  signes  des  planfetes,  les  valeurs  pr^c^dentef 
de  >»,  J,  SJ  (Tab.  I.  V.)  donneronl 

Paccroissemeni  annttel  de  PobHquiU  de  P^cliptiifue,  A  g  — 

—  5  .i^^e'  —  $  .118796''—  (?  .19184"— a.i68V4J5 
^  -^  .  ^&^iG-j  —  $  .  i'',7b54  =  —  o'',5 10025; 
la  pricession  annueUe  des  points  iquinoxiaux,  A  V  zr 
g.38576'4.?. 73949 +J. 39756^-1:^.57', 4o89--^42^8i5+^.i';.6^9r:W^i69^ 

La  pr^cession  des  ^quinoAes,  connue  par  les  observations ,  est  reSet 
compos6  de  rattraclioQ  d\i  soleil  et  de  ia  lune  sur  te  sph^roide  du  globe 
lerrestre  (§.  118.),  et  de  Taction  des  planetes  sur  Torbite  d6  la  terre.  L^efiet 
lotal  qui  r^sulte  de  cea  deux  actions,  est  d'apreis  les  observatlons ,  une  r6tro« 
gradation  des  points  ^quinoxiaux  de  5o'',i  par  an  (f.  §.  90),  et  Taction  des 
planeles  produif,  comme  nous  venons  de  le  voir,  un  mouvement  direct  de 
0^^,17:  d\)u  il  suit  que  la  pr^cession  luno-solaire  cst  de  50^^27  par  an. 

La  diminution  s^culaire  de  robliquii^  de  5i'\  que  nous  venons  de 
Irouver,  est  parfaitement  d^accord"  avec  lea  observations  (I.  §.  85.)  5  mais  cette 
quantit^  n'est  exacte  que  dans  Tetaf  actuet  du  syst&me  aolaire,  et  elle  doit 
£tre  corrrg^e  par  les  difTerentielles  secondes,  lorsqu^il  s'agit  d^un  fems  fort 
iWxgni.  Quand  nous  aurons  d^termin^  le  vrai  mouvemenf  des  noeuds  de 
foutes  les  planetes,  on  pourra  calculer  les  valeurs  (J)  et  (^J),  que  J  et  dJ 
auront  au  bout  de  5oo  ans;  cela  pos^  on  aura,  en  n^gligeant  la  variation 
de  rinciiaaisony 

1-1  =  /71  J  J  .  sin  rj  sin  J,    -/J  =  ^2!  i(T  J)  sin  (J)  -  ff  J  sin  3\  ; 
d'oi!i  Ton  conelura  la  variation  de  Tobliquit^  pour  t  ans» 

Aerz/Tj/sin-n  \[  i J  5*  J  sin  J  -I (iJ)  »in  (J)  >  . 

i  \  lOOo/  *       IJOO  > 

%.  217.  II  est  visible  que  le  mouvement  de  rdcliptique  doit  alt^rer  Ta 
longitude  et  la  latitude  des  ^toiles,  ainsi  que  les  observations  Tont  indiqu^ 
(I.  §.  8a.>    Soient   i^Fig.  4^0  E>  L>   les  poles  dc  recliplrijue    et  de  Torbite 
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MG  de  la  planfete  perturbatrice  m,  P  le  lieu  d'une  ^toiie,  dont  la  latitude 
est  (3,  la  longitude  X:  cela  pos^  on  aura 

EL  =  >),EP  =  9o^— P,  LEN^go^PENzzX— J,  doncLEPzrgo^+^^X— J). 
Si  on  tait  PL=:a,  X — Ji=:v|^,  il  faut  mettre  dans  les  formules  pr^c^dentes  {$.  «16.), 
90*  —  (3  au  lieu  de  e,  g^^-J-vp  ou  lieu  de  180®  —  J,  ou  9)®  — \(y  au  lieu  de  J, 
—  dp  au  lieu  de  de,  —  d\|/  ou  3J  —  d\  au  lieu  de  dJ=/n6J  —  aY.  Celt 
pos^,  ies  ^quations  (7)  (8)  prendront  la  forme 

d^  —  —  m  d^J  sin  Y)  cos\|/,  dJ  —  d\~  m  5J  (i  -|-sin  y\  tgpsin  >!/). 
Or  dX  est  l^accroissement  de  ia  longitude  relativement  aux  pointf  ^quinoziaiix, 
y  compris  la  partie  — aV,  commune  \k  toutes  les  ^toiles,  qui  est  donnde  par 
la  pr^cession.  En  nommant  donc  aX,  A|B,  les  ac.:roissemens  de  la  longitude 
et  de  la  latitude ,  qui  d^pendent  de  la  position  particuli^re  de  chaqut 
^toile,  on  aura 

dXzzAX  — aY,  dJ  =  m5^J  — aY  ($.  ai6.),  dJ  —  ax  =:i?i  dJ  —  AX, 
d'ou  l'on  conclura 

Puccroissement  de  la  latltude,  A  p  rz  —  m  3' J  sin  tj  cos  (X  —  J)^ 
et  celui  de  la  longitude,  A\  —  — /n  5  J  sin  >]  tang  p sin  (X  —  J), 

Mais  m^J  sinyi~ — -    §.  216  {'])),  partant 

Apiz: — A  6  cot  J  cos  X —  AEsin  X,  aXzz —  A£  tgpcot  Jsin  X-|-  Ae  tgpcosX. 
Si  on  fait  dans  les  derniers  tefmes^  qui  sont  ind^pendans  de  J,  At  —  —  o",3i 
et  qu'on  substitue  dans  les  premiers  ternies  la  parlie  de  At,  qui  d6pend  de 
Taction  de  chaque  plan&te,  apr^s  Tavoir  mullipliee  par  la  cotangeute  de  la 
longitude  du  noeud  de  cette  plan^te^  on  aura 
Taccroissement  annuei  de  la  latitude  =  o',5i  «sin  X 

C^  .  i73i6'\cotQ  5  4-  $  .ii87g6^cotQ$  -f  (?  .  igiS^^.cot  Q  c?> 
"^Jfa.ifi^V^a.cotJSI^-f^.^^^iey.cotQ;^-^  ^.i",785.colQe>^^*^' 
et  celui  de  la  longitude  :=:  — •  o^'5i  .  tang  p  cos  X 

+  {  5J  .  17316'' .  cot  Q  5  +  $  .  1 18796"  .  cot  Q  $  +  cet.}  tang  p  sin  X. 
Si   Ton  substitue   les   valeurs  pr^ciSdentes  des  masses  et  des  noeuds,    on  aurs 
raccroissement  sicuLtre 

4e  la  kuUude  des  ^/o/Vc5z::5i'^8inX-|-7'',37.cosXii:5i'',53.sin (X-f-S^iS^i^")» 
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et  de  la  /o/?g/Vwfife=--^(5i'^cosX— y^S^.sinX^tgprz— Si^SJ.tgp.cos^X-frS^^iS^i^''), 

Ce3  rormules  nous  font  connaitre,    que  la  varialion  de  la  latitude  est  un  ma- 

5x 
ximum,  lorsque  la  longilude  est  donnie  par  T^quation  tang  X  zz ,  c^cst-k- 

dire  si  la  longitude  est  82^  ou  9.61^,  et  que  les  premieres  ^toiles  approchent 

du  pole  bor^al,  tandis  que  les  derniferes  s^en  ^loignent.    Tout  cela  cst  parfai- 

tement    d^accord    avec    les    observations    de    Tycho    et   des   astronomes   mo» 

dernes  (I.  §.  82.). 

§.  2j8.  Nous  d^velopperons  dans  ce  $.  les  in^galit^s  pjriodiques  de  U 

terre,  dues  a  Taction  de  V^nus,  de  Mars^  de  Jupiter,  et  de  la  Lune,  celle  des 

autres  plan^tes  ^tant  inconsid^rable.    Pour  cet  e0et  nous  aurons  besoin  dea 

quantit^s  suivanles. 

Perturbations  de  la  TERRE  par  Paciton  de  VENUS. 
«  =  1,38249^  vz=  0,61 5 it64;  X=  — 1,598661;  ^^'^=0,6816778; 

i^^^  =  0,3816225  A^^>  =  0,233896;  A<4>  =  0,149^:93;  i^-  =  —  1 ,8706285 

aflt 

=— i,353o86j  -5—  =— i.oSgnj  3—  =—0,827^193  — -  =—0,640877/ 


-j^  =4,36o449,  — —  —3,g'i9QQ'],  —  _  =3,496?4aj 

B<'>  =  —  a,999a9;  B<*>  =  6,567o3;  B^3)_  ,^o3^o4j  B<^>  =  0,35855  j 
C*'>  =  9,82773;  C<»>  =  —  11,17263  j  C^3)  —  _  ,,38o72j  C<-»>  =—  0,41874; 

I^(-2)  _  69,35075;  M'-3>  =  1 14  9663j  N<-3>  =  88,45964  j 
!»<-*>  =  4o5,o54;  aR^-3>  —  a5i,7fi7;  9l^-*>  =  320,096;  *R^-3>=  194,875. 

Perlurhations  de  la  TERRE  par  Pactlon  de  MJRS. 
a  =  o,656Joo3; » =  i,88o8i43;  A^'>  =  o,8o456J;  b^^''  =  o,4o5584; 

-3  6*'  36"*  db"* 

Hi)  —  0,22459*^;  -T —  =  1,228078;  -— —  =  1,871211;  -r —  =  i,6oia36; 

—  =  1,540995  -^—  =4,74407'»  -yii-  =  5,731111;  -^^=6,05786} 

B<'>=  1,012974:  B^">=  »4.88994;  B<3)  __  ,,,95263^  C^'>  =  31,1729; 

»*-*>  =  35 ,62545j  3R<«>  =  583,i6Jj  31^«=  2o5,52j  !R^3>=63,5o3j  ^S^^zzii^yV^- 

Perturiotions  de  la  TERRE  par  Paction  de  JUPITER. 
a  =  o,  1 92264^;  V  =  1 1 ,86 1 8;  6^'  >  =  o,  1 95oo3j  i^>  =  0,028 1  ^5; 
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36"'  db"'  Bb'"  ddb*" 

-f-  =o,aoo586^  —  —  i.o^lao^;  — —  =0,297995;  — —  r=  i,i32355; 

-3-^—  =  0,46 ji65;  — ^—  =  1,625667;  B^'^  =  0,017009;  B^«>=:—  0,009709; 

C<'>=:o,o365a3;  C^">  =  —  o,oi38:;6;  M^'^  =  0,199.988;  N^»'  =  0,028082} 
N^-»^  =  —  o,o4o.85;  £01^'^  =  —  0,09274«;  SDi^"'  =  0,4191; 
91'^'^  =  — o,!i733i5  5Jl^'^zro,c65257;5R^^)r=— o,o5849i. 

Lbs  formules  pr^cddente^  (§.  211.)  ne  sont  pas  applicables  aux  perfurbations 
que  la  terre  dprouve  par  raclion  de  la  Lune,  parceque  ces  dcux  planfetes  ne 
circuient  pas  autour  du  m^me  corps  cenlral,  ainsi  que  les  formules  pr^ci- 
denles  le  supposent.  Mais  Faction  de  la  iune  sur  Torbite  de  la  terre  est 
beaucoup  moins  considdrable  que  celle  que  ce  satellite  exerce  sur  le  spii^ 
roide  de  notre  globe,  et  les  in^galit^s  de  la  terre,  dues  k  i^attraction  de  la 
lune,  qui  d^pendent  de  rexcentricil^  et  de  rinclinaison,  sont  insensibles.  On 
pourra  donc  d^terminer  ces  perturbalions  d'une  maniere  fort  simple. 

Soit  (rfg.  39.)  les  soleil  en  S,  la  terre  en  Y,  le  lieu  de  la  lune,  r^duit 
i  Wcliptique,  en  Y^^  supposons  que  les  droites  SA  el  Yy  soient  dirigees 
vers  le  point  vernal,  et  nommons  0»C>  lcs  moyennes  longitudes  g^ocentriques 
du  soleil  el  de  la  lune,  J  n:  180°  -|"  O  l^  longitude  h^liocentrique  de  b 
terre,  r,e,  les  distances  du  soleil  et  de  la  lune  k  la  terre,  le  demi-grand 
axe  de  l'oibi(e  terrestrc  ^tant  i^unit^,  n/  ia  masse  de  la  lune,  celle  du  soleil 
^tant  l'unil^,     Ccla  posi  on  aura 

SY  =  r,  Yr  =  e,SYY'=C— 0=w/,ASY=  $,Y'Yjr  =  C. 
Comme  Taction  de  ia  lune  sur  le  soleii  est  insensible,  les  forces  acc^I^ratricei 
qui  soUicitent  la  lerre,  seront  (§.   i58.) 

:?  suivant  YS,  el  ~  suivanl  Y  Y', 

qul  se  d^composeront  en  les  forces 

-a  sin  5  et -  sin  Csuivant  YX,  --  cos  $  et  —  -—  cos  C«uivant  XS 

Si  on  subslitue    J  ~  180'' -[-O»  etC  =  ^*'-i-  0>  on  aura  les  accil^ralions 

fn'  R  II 

suivant  XS,  ^gV  zz p-  cos  (iv  +  O) 5  c^s  O» 
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•oivant  YX,  ^gQ  =  —  ^I^  rim  fv  +  O)  -^  "i  •"^  O/ 
cl'oJli  Ton  cMduira  let  iquatioiii  ($•  17,  n.  4)i 

et  en  substitoant  B  =  n^a^=:ii*  ($.  i83.)i  fi  ^tant  le  moyen  mouTement  d« 
•oleil  pour  une  seconde, 

-^,  =  7«  co<tvH-0)+  -^,  jii^^  =  ji"n(«4-0)+-;rl  tfoi  il  viendra 

ddxsino — dd^cofO    ,    m^finw     „  ^dxcosO-f-dd^siaO       *f      m^coitl> 

Mais  jc  — SXzzrcoi  J  =  —  rcos  Oi  y  =  XY:::— r«in  Ot  ^o^^c 
JrfxiinO—  rfflfjrco80=^3304*a^dOi^coi04-*[y«m05SrdO*— ^^> 
d^oii  il  viendra 
-  rd30  +  3^rdo    I    m'sinw       ••  r9©*— d^r         i         m'coiw 

Supposona  r=  i  +p,  -j^  =r  i  4-9^  JQ  et  nrfi  {tiant  lea  mouvemeM  vrai  et 
moyen  do  •oleil  pMr  te  lemf  i/^#  et  p,  q,  efl(pruMOt  1m  peiturlHitipm  da 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  que  noM  cherchona  ici.  Cela  posi»  lee 
iquationa  pr^cidentee  deviendront 

d^oii  Ton  tirera,  en  n^ligeant  le  carri  de  }>,<!,  et  eobititiiant  i^rdC-^Oll^'^^'^^ 
-     ,      1        ,  m'daosin«w  ..   X*d9^        ^  mfco«w 

L  dq^^dp^ Ti^r^»      "•-ir^  =  ^''  +  ^^"""^^* 

L^int^gration  de  I.  donne 

ce  qui  dtaal  aohatitoi  fm  11»  donpera 

<$qyatioo  dont  rint^grale  doit  avoir  la  fonne 

|i-:7A-i|r.fiqoifi'5  d^cA  il  vimit  t^  Si^fic^ui»  ^IM 

II.  o  =z  A  —  aC •+•  B  (i  —  X**)  co«  IV  -j-  ^  j^  "7     00«  w^  partai^t 
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Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  r^quation  III,  il  viendra 

^°"  rd"7  ~  »  =-3C  +  ^^^  \  .  -  -fcrj^J  coiiv,  doite 

dQzl  {i  '-'SOndl^ -jj^ ,—^  COS  w. 

Le  premier  terme  du  second  membre,  qui  exprime  le  moyen  mou-vement  du 
soleil,  doit   £tre  ^gal  kndt,  d'ou  Ton  conclura  C  =  oetA  =  o.     On  aura 

donc  les  in^galit^s 

j  ^  /       XI  m'(X— a) 

du  rayon  i^ecteur,  m  au  znp  —  B  cos  iv  zz  - >-, r~  cos  w, 

X  (\'  —  i)  e^ 

et  de  la  longiiude,  m'\i  —fdQ  —  ^\f~^   <— a     •*■*  ^*^* 

Si  Ton  suppose  les  moyens  mouvemens  diurnes ,   du  soleil  =  5^'  8'^,  3 ,  de  tt 
lune-i3^jo'35'',  lemouvement  synodique  sera  iS^io^^S^^-Sg^S^^jS^iJSSe^',^;  donc 

^  -  ndi  -  3648:r  -  '2,368373. 
Les  valeors  des  parallazes  moyennes  de  la  lune  et  dn  soleil,  5^'  i^^  et  B^^jGdonneiil 

e  =  77  -  ZZ  0^0025 14* 
34-21  ^ 

Ainsi  en  supposant  (J,  65.)  m'  zr  -g ,  on  aura 

m'au  —  3i,54 .  cos  (C  —  0)f  m'Xi  zz  6'',66  sin  (C  —  O)* 
Si  Von  ajoute  ces   in^galit^s  avec  celles  qui  r^sultent  des  perturbations  des 
planfctes,  k  Taide   des  fbrmules  X  —  XIII  ($.  3ii.)   et  de%  quantit^s   precd- 
dentes,  B^*\  C^*>,  M^"'^^,  etc  on  aura 

rinij^liti  du  rujon  vecieur  de  la  Terre  zz 
043+3 1 ,54.cos(C—0)—6,a6.cosf  $  —  $  )f  1 7,87.cosa(  $  -  J  >+a,8t.cos3(  ?  -  J) 

4-  0,98  .  co«  4 ( $  —  J)  —  3,17  .  cos  (3  S  —  2  $  —  ©) 

—  5,a5.cos(4  S  — 3  $  —  ro) -f- i,65  .cos  (4  §  —  3  $  -- aj^ 

^,39.cos(cJ—  $  )-^5,70.cosa(cJ-  $  )-o,46.cos3(c?-  $  )4-i,a7.cos(4(J-3  J  -«0 

«^i5,94.cos(!;)c  —  *$)  — 9,io.cosa(J>—  J>  — 3,o4.  cos  (aljt  —  J  —  w) 

4- 1,^7  .  cos  (a  £)!  —  S  —  xa^)  —  i»8i .  cos  (3  Sj^  — •  a  §  —  «'>; 

ct  do  la  longiiude  de  la  T^rre  =: 
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►6v,«6.8in<C— OH-y.Sa  .»in(  $  —  $  )— «",«7  .«na(  $  —  J  )-.o",78;«in3(  ?  —  $  ) 

—  o",a4.5in4(  $  —  5  )—3",8a.»in(3S  —  a  $—w;4.iV3.«in(3  $-»?—«') 

—  a",37.8in(4$— 3$  — w)4.o",75.«in(4$— 3$— w')-t-«",46»'n(<?  — $) 
— o",77 . sin(2  J  —  $  — ib) -|-i ",5 1 . sin  (iS—t  — wO  +©",47 , sin (3 <J  — a  J  —  «') 

-f  o",57  .  «in  (i  (f  —  3  $  —  «»')  +  7",o6.8in.r;»  —  $  )  —  »"/67  .«n  a  (^  —  $  ) 
-f  0^,30 .  sin  (I^  —  t»)  _  a"45  .  sin  (^  —  w')  —  i",^^ .  sin  (a  C^  —  $  —  w) 

+  o",6i .  «in  (2  a  —  S  —  »0  —  <^\^i .  sih  (3  !^  —  a  $  —  »'). 


S  »»9' 
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InigtStis  sieulaires  it  Mj4RS,  dues  i.Pacticn  des  PUmhles 


y_n 


3/ercure 


I-j'j4-a».3'.57". 
(-10 1.57.33 

<,936.94 
o,5i66i6 

0,066171 

o,o38o83 

OyOi4t63 


<  4  H>'',oooo83  — 


y^nus 


6^5i'.i/^ 
-|-  1 56.1 3.37. 
3,106490 

IfOllOOS 

0,347^^7 

0,346544 
-  5o4/>(t 


-io58i7^,^  +-  isoie^^^i 


^  66fi4".79^^ 

,3>H-  195754 ',«|4-  ^oidS^^V 


o'*/>i.?7:« 


W,o53335J-|-  0^,337041 


«^4-; 


/^  Terre 


4.i37^5'4i^ 
1,533693 


i,5o3670       3,045113 


o,538o35 
1,938303 

1,619304 
o 


—  1 


Jupiier 


-   50^34'^'. 

4-    38.44->s« 


0,303933 

3444763' 

i,o4o3o6 

4-  167^895. 


6aiume     |      Lranus 


1 


-63^.54'.i9''.-34*49'46^'. 


-1-  it  6.44*^5  • 
0,159753 

3,013945 

o,i6i3o5 

3,119585 

o,5o3o7 1 


—   165.342« 

0,0794^8 

3,oo3i67 

0,079617 

3^)38674 
0,341109 


.  fcd^^^c^o^l—  i',4«587 

-  899(",«7«Y"    ***''^ 
4-  3^',o8o36Lcr',3i^ 

i3i3o^9t|^  333i''W-H  «^^''A^S 
-  0^^^54794  -  o^^^^Ji^j^r^^^^oci»]^ 

f^^iHi:.  -  </%354^39Uflr,oo«33^. 
|W,ooii83|_  o-^^ooo^id^  iT^iS^n^  o;i5733(|^  o^^^ocftr^fll— o^^yooooitf 
l-</,o3i35cff-  0^,5337-3+  ^''•Vmi^^^''^^Qifi'  ^jSSffioJ^i/^^t^f^t 


apiiiiic&  <2r  fineCnaison  dt  Mart 
dc  ttjLcmiwidU  =  -4^  oT  ,i84l54 


-(-  O^OOMOoC^i^7  J; 
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S*  MO.  Poor  let  in^galit^  p^iodiqoei  de  M^arip   iuhm  aiiroiu  iMoia 
des  quantit^  •uivantef. 

Periurbaiions  de  MABS  par  Padion   de   FEIWS. 

¥  =  0,327085 15    4^*^  =  0,247627;     ——=  — 0,209927;     -— ,--  r=o,42574ii 

M<— >  =  - 11,9340;  aR^-'> = — »1,3375. 

Periurbalions  de  MARS  par  Paction   de  la  TERRE. 
v  =  o,53i6846;    A^'>  =  o,528o35i    A<»>  =  o,at6i85j    A^^^^^o.i^^^o^; 

i«4'=o,o853oi;  fil' =_  ,,334oa;  ?|^  =-0,875518;  ^^  =-0,627 ?47; 
?i^  =-0,447554;   ^=-o.3i6a56;  ^*^=a,4».a4ii  ^=».1.5448; 

^^1^=1,78557;  ^*ri,46oo97;  B<'>=-4,o5753;  Bt«>=i.i303,  B^^^^^.tSgg; 

C«'*=ti,i686;  C*»'^-!,^^^^;  Mt'>r5»3i36;  M«-*>=-ao,o64i;  M^-*>=46465ij 

M^*i>=— 7,i,a7;  N^'-'^^— 4o,hJi5;  N*-'>=3s,75oi ;  N^-3):=_5,,,,3. 

fl)l^'>  =  — 11,9989;    SR^-'>=  173,6895;    a)l^-*>=«  11,65 1; 

9l<-'>  =  486,9«i;    9l^-«>  =  80^095. 

Ptrturbaii^hs  de  M^JtS  par  Pdction  de  JUPITEB. 
»  =  6,3067343;  *«»>  =  o,3oa9a«;  A<»>  =  0,006^1»;  A<3>  =  o,c  16357 ;      • 

-j^  =  o,3b4oo4;   "--.  =  1,105998}    —  =  0,473717;     -j^  =  0,171096; 

—-=,338359;    -—=0,794557;    -g-^,- =1,871538,    — ,- =l,«38858; 

B<'>  =<,o5493«;  B^>  =  — o,o47584;  B<3>  =  ^  0,004869;  C*'>  =  o,«a644ij 
C'^>3-o,o7o37i;  C^3)-^,oo5666;  M''>ro,o8i3;  M^-'>=:-o,o6568;  M^»>ro45o96; 
M^-'>=o,o4^i4;  M<3^-o,o86t;  N^'>ro,o4579;  N^*>ro,ici  ii;  N^3)::^,a4&,6j 
■»^'^'>z-o,o^i  SDl^'>r-o,3o4t:a;  SW^-^^rc.iSg^i;  W^>ri,3o8H;  SR^^t-o.ioJ; 

■l^>  =  — 0,14788}    »^'>=-.  0,57753;    SR'«>  =  o,579o3;    »^^>  =  —  o,384ci. 

Perturbalions  de  MARS  par  Padion  de  SJTURNE. 
V  =  i5,66i394;  *(«>  =  0,16«  {o5;  *^->  =  0,0*9347;    ^*  =  o,«64463; 

-^  —  1,029493;   —  =o,a44«43}  -^-=1,090095;   -^  =i,596!48i 
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B^'>  =  0,010376;    B**>  =  — o,oo5ii9}    C^'>=o,o«iH85|    C^**  =  — 0,007 «43; 

M<f>  =  0, 138565 j    a^>  =:  o,3i467j    »^'>=— o,»oi»95. 
n  en  rfoulte 
finigfJSU  du  nrfon  vtcteur  d€  Mfan  = 

—  44-^4.6«.  «»•(«<?—  S  —  ») 
—  i743.co»($  —  <f)  +  4,85.co»2($  —  S)-\-  «»i«  .coi3  (J  —  <J) 

—  a,i3 .  co*  f  S  —  «) 

-|-  8,0»  .  co<  (»  (f  —  J  —  w)  —  «,9 .  co»  (»  <J  —  $  —  «b') 

— 1«,58 .  co»  (3<r  —  a  5  —  tB)  -j-  a,36 .  co»  (3  <?  —  •  $  — «') 

4- «,87  .  co»  (4  <J^  —  3  J  _«D)  — o^7.co»(4<J  — 3$— W) 

;-1-7844.co«  (.!>  —  ^)  — 67,94. «>•  a(l>  —  <J;  — 6^ .co«3  (»  —  ^) 

-{-3,58.cof((^  —  «0 — io,8t.cof(9:  —  «) 

—  59,97.00«  (»9:  ~  ^}" —»)  +  i  i46.cot  (3 1)(—><^ —«0 

-(- 3,i5  .  CM  (!)(  —  «bO  +  7>o  '  CM  C>  9^  —  ^  —  «O 

—  i64p.co«'39:— s^  — •O-— »,o4.co#(49i  — 3<J  — «0 

4- 8,73 .  co«  (»cf  —  !>— a^  — 64.c8«(3<f  —»«):.«) 

4-  447.«<>*(S'-'^>>  — *'*<'<^*(S  — ^) 
—  5,56 .  co»  (»  ^  —  <J — fOj 
ftHfgallte  Jk  Zb  lomgiluiie  A  lf<ir»  = 

■".is.cwC*  (7  —  ?  --«0 
+  flT'^. «.  (  $  -  4? J — oT',© .«»»  (i  -  ^) 

-t-o',65.n»($  — ») 

-sr4.«(»(f  -  $  -•)+ 4^.75. •!•(»<?-  i  — «O 

—  e',»^  .sia  3<J  —  «$—  •)-!-  o*,j9.um  (3  ^  —  »  $  — «^ 
-^*4-44.««(!>- <J>— i3-,tf.«««(a  -  ,J)— i"..  .««SCl»  —  ^) 

-|-5"49.««(a-«)-5*^.«Ui(!J:-fO 

—  «3^,56.  «•(*!»  — ^—e)-f.s^^.aa(*l^  —  ^  — «^ 

-j->V'«>>f3<^  — «^  — •)— 3*^.«i*(ja— »<J  —«0 

—  «r,«7 .  «• '»  <J  —  1>  —  «)  +  f',»5 .  «•  (i  ^  — ,1^— ») 


M 


AfrTRONOMIEPHYSI^  UE 


$.  2S1.  ,T  A  B  L  E    Vlil. 

InigaUtes  sicukuns  tk  JtfPlTER,  dues  d  Paction  des  Planites 


J-J 
tsf-xi: 

a 

c^'> 

60 

6J 

sy 

Svi 

m'Si 

\m'S3 


«'ffic 


Merc 


■ure 


finus 


+5a».a8'.3"J+a3^3a'.54" 


+  6J.  i3.i2. 
1 3,4363    ' 
o,i49o5;; 
o,oo555i 
o,ooo835 
o,oooc9i{ 
^-44',6573 
+io36'',5a 
+7 ',8 1756 
+376",746 
Wjooooaa 
W,ooo5 1 1 

mhy  W,ooooo4 
W,oooi8fi 


La  Terre 


-f-i  17.28.  a6. 

7, 19056  J 

0,279502 

0,019483 

of4o562i 

0,001164 
^-38",943 

+a25o",!28 

-hi662'',8a 
4-o'',oooio6 

H)'^oo6i24 
+K)'',ooooo5 


+.5o^q4'.6^ 
+88^2i'.3o".-38.  44.11. 


5,201 1664 
o,3d8i6o 
0,037492 
0,01 5468 
o, 004400 

o 

— 3a5i'',o3 
-h'3V7 
-|-3243'',26 

o 

— o",oo9i63 
-|-o'',oooo37 


Mars 


H)'',oo4525  -f"0'^oo9i4i 


3,4i3526 
0,599120 

0,088742 
0,061 465 

0,026l52 

4-207",!  5 

.855^16 

-i75'^67 

+3778",  1 3 

Wjoooo^g 

-o'',ooo328 

-o'',oooo67 


Salume 


-i3^3o'.i3^ 

4-7  8.   o.  24. 

0,545317 

2,180235 

0,620641 
4,358387 
3,185493 
-263'^  14 
+■2188/^24 

-h9^9^»78 

4-21776-, 
-  6^,074458 

-f-6'ii9'497 
-|-o'',2629i9 


fo",ooi448  4.o",i6i95^ 


Uranus 

4-25^34'.20^ 

4-1 56.1 3.  7. 
0,27x1298 
s,o38359 
0,278966 
2»>372983 

0,938794 

-h  10^987 
— 884"^82 

2445^,98 
4"  o'',ooo563 
—  o",o4534l 
-f- 0^,00061 1 
■f-o%i254og| 


85 -f. 


yanatiott  annuelie  de  VlncUnmson  de  Jupiter  ^ — o'',073688) 
Mouvement.des  noeuds  par  rapport  aux  iioilesjixes  ^ -|~  ^\^^^^S^} 
yariaiion  de  Pexcentridtd  zz:  -^  o^^^tiSoQZZ^-^-ofiOooom^j^jBS', 
Jdouvement  d^s  apsidcs  par  rappori  aux  itoiles  :^4-.6",3oa66j7. 


L  I  y  R  E    V,    G  H  A  P.    VIL 


h9 


$.    »22. 


T  A  B  L  E    iX. 


InigaKtis  seculaires   de  SATURNE,   dues  d  Paction  des  Plankies 


—J' +65^58^1 6". 


a 

ffj 

o7 

mfSe 
^S3 
nf/Sy 


Mcrcure 


aZ-cj-i^.  47-  '^* 
a4,6i94i 

o,o8iao4 
0,001648 

0,0001 34 
0,000008 

-f-  8'',o66 
—  o",i46 
+44",673 
+ o'',ooooo3 
-|-o",ooooo4 


Vtnus 


'+•39.28,  2. 

13,16601 

0,151895 

0,005764 
0,000884 
0,000100 
+^',8535 
4-i6'',58o 
W,079 
4.190",!  34- 
+-o",ooooig 
+o'',oooo45 


La   Terr 


c 


-f-  0^^,000022 


+^10^21 '.6". 
9,53787 
0,210271 

0,01 io38 
0,002363 
0,000^70 

o 
-37o",348 
W^i476 
+.355%965 
o 

-</',ooio44 


Mars 


—  0,0000000  +0   ,000000  +0  ,000000 


+0^,0005 1 7 


Jf 


+K)",ooioo3 


f63^54'.i9^. 

- 11 644*^^' • 
6,25970 
0,32:1572 
0,025769 
0,008641 

'    0,00205l 

4-2V',64 

-595",62 
-i4^63 
f  101 5^25 
-f^",ooooio 

i'',00022f 
•'',000006 


JupUer 

+i3o.3o'.i3". 

-78.    o.  24: 

1,833795 

1,188920 


Vranus 


+39^4.33'': 
+-7?.  12.43. 

0,497 '  9® 

2,i4444o 


0,338446^  f  0,552007 


0,706763 

o,5i6j64 
-f-io2",37X 


3,750905 

2.547992 

4-58'',9688 


■V 


-93i9",o8g-526o",68 
-588"  55a  "Mgo^ViS 
f  i688o",.7g+6aai'',75 
-I-  ©"^ogSgJe  W',oo3o43 
•-8",733i8a-o",a697a3 
— o",55 1 549  +0^009747 


Variatian  anaudle  de  PinciinaUon  de  Satume  = -^  e^jOgSogi ; 
Mouvement  des  noeuds  rdativement  aux  itoQes  fixes  :=:  —  9",oo4i28;. 
Variation  de  Pexcentriati  =:  —  o'',54i8o8:=— 0,00000262676; 
Mowtment  des  apsides  relatitvmmt  aus  SioUes  =:  -f-  i6'',i4o3y5» 


4oo 


ASTRONOMIE    PHTSIQUE 

T  A  B  L  E    X. 

JnigaJiUs  aieuIaSres  fUKdHUS,  Juas  i  Paction  des  P^Umhtes 


1 


J— J' 

a 

c<'> 

f  J 

sy 


Mercure 


-93.  59.  55. 
49,55669 

o,o4o36i 

0,000407 

0,000016 

0^000001 
-|-o",a6i8 
-H3',5i5 

— o*,o*a4 
4-4".3397 
4-o'',ooooocj*o 
-H/',ooooi 


,000000 


^0%000002 


V6nus 


-38. 44*  4'  • 

a6,5ao73 

0,075440 
0,0014^2 
0,000108 
0,000006 
-o'',o345 
1^55^877 

/,oo34 
f*i6^4<>a 


7+0 


,000000 

//  m 

>  ^ooiSa 


// 


-o  ,oooooq 


// 


La  Terre 


-67^51 '.37'. 

19,1833 

o,to43a8 

0,002730 

o,oooa85 

o,oqooaa 

o 
-3 1^597 
— o^,o3a 
-^-3i'',3i9 
o 


Mars 


+«4''4946^ 

4-i65.a.4^* 
12,5900 
0,159108 

o,oo63a4 
0,001017 
0,0001 ai 

+     n 
I  ,ooa 

+86f',4Bi 

+0^176 

+«7^977 
+0^,000000 


Jupiter 


— 0^^,000089  +o'',oooo33  +  0^,4901  *  ^ 
—o'',oooooo  4-0'^, 000000  — o^,oo5 
-fo^^^oooo^iH-o^oooo^SW-o^^^oODO^^j  -j-  i",ai  i54 


a5^-34'.ao^ 
-1 56.13.7. 
3,68827 
o,55a66a 
0,075636 
0,0^7^96 

0,018711 

/f       t 
—9  ,7ai5 

4-5a3'' 

— ^''^^ao 

+  iV.83 

—  0^,009111 


Satume 


-78.  ia43. 
a,o«ia77 
X  ,o66ao8 

o,a744S& 
o,4^ioao 
o,3i3i7i 
-  i34^,ia 

-fr- 7347^534 
- 161^337 

^-4163^79 
-0^037951 

^a^o79o4j 

o  '904S653 


Fiariation  annuelle  de  Pinclinaison  (PUranus  zz  —  o  ,0470615 
Moui^ement  des  noeuds  pelativemefd  aux  Sioiks  Jixte  rz  -4-  a^,54gra6a^ 
Fiariation  de  Pexoentricild  rr -«-o^^^oSiSSi  r:r~  O,ooooooa5o4i5 
Mout^ement  des  opsides  relatii^emeni  <mx  dtoiles  zz.  4-  2^,389898. 

§.  224.  O^veloppooa  aaaiiittiiaiil ,  tuivvot  tes  fonoulet  X  —  XHI 
(§•  211.),  les  in^galit^s  p^riodiques  de  Jupiter,  qui  sont  ind^pendantes  dei 
excentricit^s ,  et  celles  qui  d^pendent  de  leur  premiere  puiMance.  Noos  ne 
consid^rerons  que  celles  qui  sont  dues  k  Taction  de  Saturne,  toutes  lea  aotres 
^tant  au  dessous  d'une  seconde:  pour  cela  nous  auroos  besoin  des  quan* 
titis  suivantes. 
v=a,483a8o6;  A^">=o,6ao64o63  A^^^zizo.aS^eSngj  A^3>=:o,  1 1 797^^  i^^^so^oSaSSaaj 


I*  I  V  R  E    V,   C  H  A  P.   VIL  ^  401 

*<*>=o,oi7836}»««>=»,©  1 39345}*<7>ro»oo7o48 1 }  ^^  +0,808789}  ^  r  i  ,483i  54, 

db***  _  ^  36"»  ^--   dh'*'        -_>  X^  9b'**  .         9h*** 

■j^=i,io5i6}  -5^:0,711655}  —ro453a85}——  ro,»^^^!^}  —■  ro,t635o6| 
-^  =0,096019}  -^  =«,875aa9}  -^  =  9,55^788}  -—  =3,5sio4; 

-7^  =  3,5336a9}  -j^  =  3,995647;  -^^  =  «.Soa^ai; 
«A*«>3,-o,o4io75}  aA<'>=— o,i4o494;  aA<3>=:— o,o64W4;  aA**>=— o,o3o839; 
cA^^>=— o,oi5i8}  aA*6)=— 0,007 599;  aA<'>=-o,oo3843}  0»^^=— o,a4o5i; 


0,143676;  o*-^ — = ->— 0|3a8643;  <»* -j — =  — o,ai6o55; 
a^  -T—  =  —  0,i34794;  a*  ——=  —  0,081693;  o»  -r-r  =  —  0,048622; 
I*  — — '.  =  —  o,oa8553;    o'  -yjy-  =  —  o466a5a;    o^  -^,-  =  —  o4>  ^g^^; 
.3  1__-  =  —  0,570977;  o3  — -  =  —  0,573018}  fl?  -—  =—0485779; 


Fin^aSU  At  rayon  recteur  de  Jupiler  = 
— 58,99+644,9. co«(^— i»— »753,45. cosa(^— *»—»87,a.co«3<^  —  JW 
— 744»x©«4' V-^^)— »4,«3-coe5.^— !»— 9,a.eo86C5—  *»— S.^.co».^  C^— J» 

51 


I 


\ 


4t,t  AS9RONOIIIEPHTSI0UE 

4-i9,63.cos(5t^«j)— 75,35.co»C^--o:)-f-46»73.co«(^-w') — a78,36.cc8(a"^-5Jt-«) 
-f-i6q,3.co»(2'^-.a— w')  —  438,68.co»  (i^—'tC^—vs)-\-85Q,i.cos(3^—i^—9'.) 
■f  i«o,09.co?(4^— 3  9i— w)  — a3o,ai.cos(4^ — 3  *>  — TO')^a5,4a.co«(5^— 42^ — *) 

et  Pindgalife  de  la  longitude   de  Japiier  ZIZ 
78'.9.»in(;b— i»-'94'.3^in>(i— a  )-i  6V«.»in.lCb-0) -a^.^S.wn^  (^ -a  ) 

—  i",i5.«in5(^-»-a)-|-8",a.»in(^— w)— g",a^m(^-«B')— i3i',8».»iD(2V9t-») 
'4-53'',78.»in(a-^-;>— oj';— ^^''.a^.^inCJ-^— 2l>— «)4.8o",66.»in(3^— al»— o') 

H-7',55.«in(4-^— 3a-t5)>-j4".84  -«in  (^"^— 3^— tb';  +i";33.»in  (5"^-  4a— w) 

—  a',64.»in  (S^b— 4*— w') — o^8a  .^in  (6^—S  »— «')  — 4''.96^»n  (a  3:— "b— w) 

—  ia",26 .  »in  (3 ;»  _  2  ^  _  ©)  ^-  i^.aa  .  «in  (4  *>  —  3  ^  —  w). 

L^i^galH^  U ,  qui  a  rargament  "^  —  ^  ou  iw,  ne  d^pend  que  de» 
voyennes  distance*  et  des  moyen»  mouvemeo»,  lc»queU  »001  inyaiiablet:  elle 
a^adoBc  besoin  d^aucune  correetion.  MaU  les  termei  Ie«  pluy  consid^rables 
de  Vmigfiliii  ly  qui  eat  muUipli^e  par  7  ou  V,  peuTent  a^oir  besoin  d*une  / 
correction,  k  cause  des  varialions  des  excentricii^.  On  trouvera  celte  oor- 
rection.  jen  mettant  7-f-/^  ou  Y-i-i^Y  k  ta  place  de  Y  ou  ir,  on  ce  qui 
revient  au  mAme,  en  multipliant  par  i-f^  -^  /  ou  par  i^  -7^;  ^  les:  termei  pr^ 
eddena ,    qui    sont    d6)k   multipties    par    7  ou  y\    Or   nous   «vona   troovi 


($•  22 K  222.)  {7=0,00000127753^  et  <y=— o^ooooo262676>  d'oii  Ton  tirera 


-^  zr  a,oooo265i7;       -—-  zr  —  0,000046766. 

Les  argumens    n'^ —  C^ — xa^  3*5  —  2^  —  ^    ont  le  coeScient  7,  et  lei 

argumens  2"^  —  l)i  — v/,  3*^ — 2S^ — tb'  ontlefacteur  Y.  En  multipliant  donc 

i3/JB»  et42'';i5par  ^,  53^,78  et8o'',66  par  ^,  cei  quatre  in^galit^  de- 

viendront 

— ( i3.i",82-fo'',oo3495^)sin(2"^  -  •»— w)— (^^''.aS-l-o^.ooi  i  fi3jyio(3%-ii  a-w) 

-^(^a'',^^— o',oo25i5./)$in(2"*|— a— ro')-f(8o",66— o'',oo3772./)«iD(3"$-i2a-«i'j. 

$.  225.  Le»  deux  grandea  plan^tea  qui  environnent  Torbite  de  Satnme, 
sont  le»  aeule»  qui  puiscent  produire  des  inigatil^  sensibles  daas  son  mou- 
Tcment  p^riodiquej  et  ces  in^galit^  seroat  calcul^es  avec  le«  quanthte  sutvaDta. 


^ 


LIVRB    y,    CHkP.    VIL  <oi 

InigaEtia  pirtodiques  de  SATUBNE,   dues  &  Paetion  de  JUPITER, 
v  =  o4o2693a;  oA^'^  =  a,74a»62;  aiSS*^z=.  —  o,a57638j  ahS^^  —  — 0,1179751 

«A^*>=-o,o5655aj  oA<5>=— 0,027836;  aA^6*=—o,oi3934j  o»  ^=2,621282; 
«» ^  =4,79»«34j  fl»^  =o,8«o3oij  0«  ^*  =o,5i4i76j  «"^  =0,303737; 

^  tt  a  O  9  i»  </4l 

o»  -j^  =  0,177644;    o»  —  =  o,io3o97;  a^  -j-^  =—  6^0667; 
«3  __  =  —  5,«3556j    a3  -^-_  =  —  3,979983;   a^-j^  =  —  a.S? »54»» 

«3  -jj,-  =—  i<992662j  o3  -^,—  =—  1,339579; 

B^''ro,9i2246j  B<»'ro,i54822;  B<3)-o^o358o9j  B^*>r 0,01 111;  B^^b 0,003984; 
B«>  =  o,ooi55s;  C<''  =  o,oi633i;  C<«>  =  — 0,167929;  C^3):=_  0,033968; 
C^*>=  — 0,010171;  CW  =  _.o^o36o5;  M*-*>=4,i34j;  M^-«>=  — 2,3o723| 
M*-35  =  — o4o238;  N^— ^=  12,53283;  N^-*=  —  i,44658;  9»<'>  =  1,05902; 
!R^*>=  0,18995;  SDl^-'>=  i6,75a57j  tW^-»>= -r- 3,  ^SgP^j  JK<-32=  ^  o^^i^gj. 
»<-♦>  =  —  o,i28265j  »<'^  =  0.13547J  «<'>  =  o.Soj^Sj  »<-«>  =  44,87295; 
»^-*>  =  —  1,89945;  '»<-S>  =  —  o,262i5;  Jl<-*>  =  ^ 0,07551 ; 

«I  o.  loooooo  =  8938^21;    -t—^  =  1^3,2965;   y=oyo56i68;   yc: 0,048179. 


JnigaSlis  ae  SJITUBNE,  dues  i  Taelton  ^URJNUS. 
,85234i3;  0=04971964;  A*'>=o,552007;  A<->=o,2o83i3;  i<3^=o,o86834; 


i^*'=o,o37909;  ~  ro,683o55;  ~ri,3738o6;  ^^=0,949128;  —=0,572896; 
—  =  0,3^7198;  -j^  =  3,377102 ;  -^  =  a.017767;  -^—  =  »,992245, 

i|^  =  »,88«ai8;  Bt'>  =  o,3o4936;  B<'>  =  —  0,805899;  B<3>  =  —  0,0982«; 

B<*>  =—  0,0241714  C<*>  =  0,8745;  C<»^  =  —  1,36376;  C^3)  =—0,13495; 

M<3>  =  13,63777;  N<3>  =  24,5393;  9»<'>  =  —  i,9ai3ij  9»<*>  =  16,79187, 

SDl<3)  —  «8,4771;  «<-«>  =  i,i3o6j  SK<-»^  =  _  1,8329;  «^'^  =  —  a,448i; 

il<*>  =  5,57764;  «<3)  =  5 1 ,021 1  j  «<4>  =  __  ,  ,53a44j 

«'«.lOooooo^^^^^oaiS;  j7j^  =  10,5755,  ^  =  o,o56i68;  y=o,o4667. 


4f4  ASTHONOIflE    PHTSIQUE 

InigaSU  du  rmyon  veeteur  ip  Saturrw  zr: 
3891,17  4-8i53,84.cos(l>—^)4-«38J,84.coM(J>—^-|-340^7.coi3(a—^) 
•t  99,  i.cos4  (Sfc  — 1)  W35,6 1  xos  5(a  :---5)4.i  3.93xo«6(S^— :5)— 34s^^^^^ 
— 2075,5. 005(2"^ —^—w)4-5397.cos(2'^->  SJ—tB')+»i  58,33.  cos  (3"^— aQc — ta) 

—  622,94 . co«  (3 "5  —  2  a  —  w')  4-  ao«,oi .  co«  C4^  ~ 3^  ~  tt) 

+i49,i 2.co*( §  — 'b)— 394, 1.CO81: ( $  — ^)— 48,o3.cos3  g-^^)-! i,82.(Coa4( g-^) 

—  374,6.00«  f3^  —  2"^  —  w) -f- 56o,o5  .  co«  (3 §  —2^  —  ^)$ 

JnigalUe  de  la  longitude  de  Saturne~ 

3^i6.«in(!^--^}-3i'^49.«in2(a--^)--6^57.»in3(a-V-i^97-»>n4(a~'b) 
— 0^7  .«inS  (  a—-^)— 1 1  ^5.«in(  a—tD/i.i^a^.«in(  a —«') —2^06.«»^ 

+2^88.«m(ia—"^—tB0— 181^89. 8iD(-^-a—t0 +417' ,89.«inr2'S— 1^—0') 

434 ^3i  .«iD(3^-2^-tB)-i7^69.«in(35— 2»— tB')-^"^?»-»»»^^^— 3I>— ^^ 
— 2^44.«in(4^— 3a-^0  +  i^39.«in(r^--41>— tsj  — o',7.«in  5^^4l^— 1»0 

+9",25jin($-'^)  -i4"42.»inr(S-'^)-i  ',433in3-  $-'b)+^^4.««(&-w) 

—  1^21  .«in  ( $  —vf) -^  9 '97 . «in  (2 1  _ ^  -.  ©) 4. 2^7.'! . «in  (2 §  —  "^  —  «0 

^i«^,92.«in(3S -2^— t3)+o.5^i83ir(^$— ^^-t»')— o',76.«in  4S— ^•^-«'j 

—  o'  ,67  .  «in  (2*^  —  §  —  to)  4-  1  ',09 .  «in  (3*5  —  2  ^  —  ta). 

Le«  grandes  in^g»litd«,  —  i^/^H^.^in^a"^— 1>— t)ff)-j-4"7'»89.«in(^"b — ^ — 'Oi 
qai  d^pendent  des  ejccentricit&  de  Satome  et  de  Jupiier,  ont  besotn  de  la 
correction  y  due  k  la  variation  de  cea  excentricit^a ,  dont  il  a  6t^  parli 
($*  2240*  Ce«  deux  termes  deviendrbnt,  par  ce  qui  pr^c^de, 
-.(i8i'',89-o",oo85o6./)«iD  (^■^— !>— to>(4i7'  ,^9+o",oi  io8/>iD(2^— a— tiO. 
-$.  sc^  Lea  iii^lil6«  p^riodiques  qu'Uranu«  iprouve  par  Taction  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  les  «eule«  qui  «oient  «en«ible«,  seront  calculies  aree 
lea  quantit^  ««ivantes. 

JnigalU4s  d^URJNUS,  dues  i  l^action  de  JUPJTEJL 

»=0,i4ii8;a=3^8a7{aA^'>;=i3,32437}aA^>=— o,o569ija*^5-jj-=:»,i»845; 


da 


B^»^=o,ooi3i;C^'>=o,«7c6i;aX<'>=o,i36665jj»^-'>=o.4oa«9}«^='=o,i356i; 
«i.'a,  1000000  =  179771»»  ^^f  =  >9?,^97»  >  =  0,04667;  Y  =  0,048178. 
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ImtgtJSU»  iTUAdNUS,  dmi  A  f«etfMi  «fc  SATUBNE. 

*  =  o,35o589i;  «  =r  «,oi is774i  a A^'^=  3,493a3;  aA^^  =  —  o,soS3f; 
•A^3)  — _  o,o8683j  oA^-^'  =—  0,03791;  a»  ^  z=.  «,484o5j  o»  ^  =  5,i8o3j 

«   — —  =:o,o»oaaja  -r —  =o,37i68ja'*— — czo.aooSoja-»  — .   z- :=: — ^«^''aoaj 
#<i  «s  00  o  n' 

» 

„3  il^*  =^3.04393, a3  i|^  =— a,oa5a8j  B<'>=  o,6*o5 . 8;  B<«>=o,07i i3aj 

B<3>  =  o,oi5576j  B^*>  =  o,oo448i  j  C<«>  =  o,348o94j  C^»  =  —  0,068767; 

C<3)  =_  o,oi4o4aj  M<-'>  =  6.o33i9j  N^— >  =  i9.»4837j  SR<'>  =0,48909; 

ail^-'>  =  i5,3643j  »'-'>  =  —  o,86o4;  «<'>  =  o,a5457j 

«<-«>  =  43,^1;  «^-'^  =  —  0,47551; 

m'a .  1000000  zr  54281O9;  -: — j^  =  58,364^;  Y  =  O1O4667;  y  =:  o,o5tf  i68« 

InigalUe  du  rayon  vadeur  JPUranus  zn 

8594,64-4891,«!  .co»  (9t  —  $)  -f  a3,63i .  cot  1  r9c  —  $) 
+3368,a8.co»Cb-  S)+386, 1 1  xosat^-  $  )-|-84,55.cof  3(1^-  §  >»-5i4,32.coi4( ^  $  ) 

Inigalki  de  la  longfiude  d^Uranuszz^ 

5y',3 1  .•in(a—  S  )«i'',»3.»in(!>-«)-^',63.fiii(a  §  -a-w)4-i^a6  jin(a  !>-  $  -«0 

+  «o^,3a.iin(^  — S)— 4>»*"MCb-S)  — o^^j.iinSC^— J) 

—  i",33.»in  ^  — 10) 4.o',83.»in  (a^  —  §  — t»)  — 4i^,8a.»in (9  $  —-^  —«) 

+ 1 4 «",  1 7.»in  (a  $  — -5— iB0+a",34.»in  (3  $  — 2^- w;~i'',56.»in  (3  $  —a^- «0- 

En  ajoutant  au  terme  i4^'^i7  ••in  (a  §  —  "^  —  xa^)  la  eorrection,    due  li  la 
variation  de  rexcentridti  de  Satume,  il  deviendFa 

+  (14O7— o>o6649.08in  (a^  —  "^  —  wO. 
§•  aa^.  Pour  oalculer  ie»  in^galil&  de»  troi»  grandet  planktef ,  qna 
djpendent  de  la  »econde  et  de  la  troi^iene  pui»»ance  de»  excentricitte  et  dee 
inclinai»ona,  il  faut  connattre  let  variation»  des  fonctions  de  leur»  ^limeni^ 
que  nou»  avon»  d^ignte»  par  f,g,  etc.  f,  8,'etc.  Ce»  variations  aeront  calcu^ 
Ue»  par  lai  m^thode  ezpo»Je  dans:  le  $.  192.  Si  Ton  multiplie  par  Mo  lei 
mnufillfi»»  donn^e»  plua  h«ut  ($•  aio.  aia.  ai^*  3i9-  ^ai.  aaa.  aaS.)^ 


) 


4c6  A  S  T  R  O  V  0  M  I  E  /P  fi  T  8  I  Q  U  E 

et  qu'oB  les  «101110  avec  Im  iiiSmOnt,  senfeon^  duM  Ui  TaUe  f,  A>n  troovera, 
pojur  Tan  aooo,  lea  ^l^mena  suivana. 


( 


T  A  B  L  E    XI. 


Eldmens  des  Planiles  i  Pdpogue  de  Pan  1000. 


Jnclinaison 

J\oeud 

Excentridti  . 

PiriHiUe 

• 

9 

=  ^ 

=  J 

=  7 

=  10 

6*.59'J5",4 

i^.i5M3'.27^5 

0,205S2202 

2*.l4^40'.44',8 

? 

J.  23.3i,  7 

2.  14.  21.29,7 

0,00673105 

4«    8.  29. 18,  3 

$ 

o 



0,01669600 

3.  10.    8.56,  4 

S 

1.  5o.   I,  4 

I.  17.  29.  29. 

0,09331275 

1 1.    3.  i6.  6,  a 

a 

I.  i8.3j,  3 

3.  8.  j^e.  2^ 

0,04843391 

0.  11.  2^.  35,  5 

^ 

a.  29.57,  8 

3.  21.  25.46,2 

0,055^4295 

3.    0.  2. 47*  I 

0.  4^«  ^^9  ^ 

2.  12.  5947,9 

0|r>4662022 

5.  i7.29;4o« 

Si  ron  substitue  les  valeurs  pric^dentei  pour  tf,  /,  J,J^,  %y,  v,  tit',  dant 
"les  fermules  XIV  — XVII  ($.  2H).\  on  trouvera  les  variationt  aanueUes  det 
jl^ment  de  Jupiter,  de  Satume,  et  d^Uranui,  ^ ui  auzont  ileu  .ran  2000»  ainii 
^u'on  le  verra  dani  iea  Tables  •utvantea. 


T  A  B  L  E    XIL 


InegaGtes  siculaiires  de  JUPITER,  dues  d  Paction  des  Planiles 


20oc^i     Mercure 


-f-o  ,000022 

-f-o",ooo5o4 

*. 

4-o", 000004 
-|-o",oooi8fi 


Venus 


4-o",oooiio 
-l-o^^oo^oSii 
-|-o^,ooooc5 
4-o'',oo452 


La  Terre 


Mars 


— o",oo9i65l  — o'',ooo397 
-l-o^^iOoooS^I— 0^,000067 

-f-o'',oo9 '  i^^l+o''»^^  *  44  * 


ikUumei 


oooo8ol-o'',o7oo5 » 
^^^j^  1002^1 
-M)",26o976 

+6^,2302 1 


Vrunus 


•H>",ooo565 
--0^045443 
-H)'',ooo6i 
^-o^^i^Si^g 
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T  A  B  L  E    XirL 


TnfgaRtis  secuTfJres   de  Sj4TURNE,   dues  a  Paction  des  Pianefes 


.)Oi 


n'6^ 


JMercure 


Vinus 


La  Terre 


-|-o'  ,ooooo3^o'',ooooi 
|-o'',ooooo4l+o'',oooo45 


Jt 


—o  ,00000 

-|-0'',0000M 


OH-o'',OOOOO0 

2|4-o'',ooo5 1 7 


^,001044 
d-|V,oooooo 


-|-o'',ooioo3 


Mars 


jt 


•K>  ,00001 c 

-o^^ioooaaS 

-o'',ooooo 

+o'\ooo38 


Jupiier 


-H>'',o89778 
— 8\75o664 
^555573 
,88375 


Uranus 


W,002g7  j 
-o'^a6943t 

« 

+0^,009709 
",3i6366 


O-K) 


T  A  B  LE    XIV. 

Indgalifes  sieulaires  d^URANUSr  du!S  A  Faciicn  des  Planites 


1000 


Mercure 


,000000  — o 


fnSJ  +0^^,000017 


000000  — o'' 


Vinus 


,oooooc 
-(-0^,0001 5? 


/OOOOOC 

'-j-oi^^oooooiiM-o^^oooo^B 


La  Terre 


// 


// 


,000000 
-(-o",oooo88 


Mairs 


-|-o",oooooo  - 


0^,009148 
I 
-{-o'',oooooo|— o'^oo6o83 


4-o'',oooo 


344. 


Jupiter 


o'',o375o6 
,oooo89f-|-o^,oooo33|+o^4^8 1 4^^'^  1 2199^^^ 

o'\o45o95 
i'',  166960 


l'',2I^9li 


Saiurne 


5  + 


Si  on  a)oute  ensemble  les  quantit^  pr6c<deate8^  on  aora  pouc  Ti^  sboo,  ies 

yariations  anaueUea  des  ^l^mena  de  JupiUr 

(«)=—  0^0692745  CW)=4-  §r',26i668j  («7)  =4^o^a6i  570;  («tij)=4- «"^70684; 

de  Saifime 
(W)=+o",09a78i;  (W)=— 9V»»3i7^  (J7)=— a",545869;  (ffw^^+i^^^aoab^^; 

A^Umnus 
(»0=— oV^d^S^jCfJ^^+a^ei^ig^jCffn^^-o^oSii^^fCJroJ^^-a^^jSSoo^^. 
En    6tant  cei    valeurt   de   celles   qu'on    a  trouv6ei  pour  Tito   1800 
($•  2av.  %%%.  aa30,  et  divisant  ie  r^idu  par  aoo  ($•  188.)  on  trouvera 


Jupaer, 


dd# 


ddJ 


937 


»000009695 


d^tff 


4o»  ASTRONOllIEPHTSIpUE 

pour  Satumt,  •— —  =  —  o^^|OOoo3io5;  —  rj-  zr  —  o^^ooooSS^S; 

---—  =1  —  o^»oooo2o3  z=  —  O9O000000000984;  —  —  =  -4-  o'^,ooo3o826j 
pour  Uranus,  3-5  =  -}-  o^^iOOOooftoSS;  — —  =:  -f  o'^ooo^44585; 

Cr  I  Cr  f 

— -j-  =r  -|-  o'',ooooo2365  'zi'\'  €f\ooti6woooo\\fyj\  -^-^  =: — 0^',oooo4g*7. 
llamtenaiit  on  calculera,   k  Taide  des  formules  {a)   {%.  188.),  [I]=:l4*l  — 
4— •  j-i-  etc.  letvaleura  dee^Umena  qui  r6ponde&t  auxipoques  deu3oo  et  demSoo, 
«voir  (0=*  +  5oo.W-j-ia5ooo.  — -,  M  =  ^  -l-^^^**^*^^^^®^*  JJit  «*«• 

(l,ffj,  etc.  itant  les  valeurs  trouv^es  pr^c^demment  ($.29i.a!22.d23.).  Onauradonc 
pour  JupUer,  (0)  ou  (n)  =  i^iS^^'*,^;  [>j]  =  i^i7'5o''4; 
(J)  =  3Vi7'5^'A  [J]  =  3Mo«i2'53'^v; 
(V)  =o,o48Si«9;  [rrfco,o4g43a43j  («f>=o*ia*^i'48",8;  £«]  =  i^ »^56^.71 
pour  S^ume 
{ydzs:^^3</^3'\S'f  [t|]  =  *•  3iS'';  (J)  =  3*ao*4o'34'^a;  [J]  =  3»i9*a5V; 
ifV)  =  o,o54ft4a6a;  [^}=  o,o5349a34;  («)  =  3*i*24'3^7i  t«]  =  3*3V33' ^- 
pow  Umnus 
(il)  =  o*46^i%7;  [il]=o«45'3y  ,9j,(J)=ah3^i3V'.a;  [ J]  =  a*  1 3*36  5' ,6; 
(V)  =  o,o4654653;  [7]  =  o,o464aS6J;  (ig>=:5>i7"4i^^^87  [tr>=-S^^r^^3; 
$.  228.  Les  valeurs  de  y)  (7a3.  !•),  (ii|\  [^],  etc.  donneront  let  cfiian» 
titjs  f,g,h,k,  f,9,  etc.  ($.  191.  aoi.  ao3.)   pour  les  mteies  ipoquea  de  1800, 
23oo,  et  aSoo.    On  trouvem 

pour  les  perturbations  de  Jupiier  par  raclion  de  Sahtme, 
f  —  0,000880257  a;  (/)  =  0,00097 1 364t);  [/*]  =  0,001 06677 1 7; 

y^=  0,0021477718;  fy^)= 0,0021755360;  [/'^^  0,0021984111; 

g  =  0,00266255 1 5;  (g)  =  0,0026037 1 14;  [jr]  =  o,ooa5338367^ 
g^ 2£—  o,ooo483S2io;  (gO  =  —  0,0006218457;  [gf]  =  —  0,0007569840; 
h  =  o,oooo936'>.4o;  fA)  =  —  0,000 1 47 1 5o4;  [A]  =-«—  e,ooo366i  568; 
h'  -zz-^  o,oo3i 534891 ;  ih') = — o>oo3oo4i  1 1 1 ;  [h'']  =  ->-  o\oo28379o65; 
A:  = — 0,0004569216;  ri)  =  — 0,0004350892;  [A]  = —  0,0004^^64599^ 
*'  =  —  0,0001469547;  (Jf)  =  —  0,0002026^  19;  [X'].  =  —  0^000^55391 1; 
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f  zz  0,000(6  6  jfyi-y        (f)  =i:o,oooo685o59.55         ff]  m  0,000075706^6; 

f  —  OjOoof  9:iJ'>94''.;       (f)  — 0,00009 '976^0;        [f  J  n:  0,000094  06835 

g  n:  0,0001 21 357 n<);         q   :ii  0,0001 17970:6;         fc^]  ~  0,0001 1^70073; 

fl'  nz  —  0,0000^764690;  (g')  — — o,oooo56  ']->6\;  [gj  ~ —  o,oooo644^o83; 

f)    —  —  o,oooo>4ii'6«8;    l^)  zz — 0,000037^)8754;   f^]  = — 0,00004905677; 

i)  — — 0,0001499 '759;  (y)  =  —  o,oooi4'9'7o6;  [I)'J  n:— >•  o,oooi3?-668io; 

(  zn  —  0,0001 7702854^  (t)  ~ — 0,000164 '< 652;   lf]=z: — 0,0001 5o238i 7; 

(  -nz  —  0,0000(7^8660;  (f)  —  0,00001 206658;       [f'J  zr  0,00009.9  7909; 

I  ~  —  0,00002^96703;  (I)  — —  o,oooo^c>83*^76;   [1]  —  — •  0,00002  4*  9 '^5 

t  — —  0,000009.69090;  vT)  = —  o,ooooo5i>4<^9^;  ft']  :r:  — 0,00000780432; 

m  m-»—  o,oooooiS634'45  (>")  —  —  0,0000 ioSi^^Sd;  [m]—  —  0,00001 2^39 ^7^ 
m  rz  0,00002553911;      (m  )  iz:  0,000024  «26:" 7;     [m']rr  0,00002257^64. 
On  en  conclura,  au  moven  des  formules  (D)  ("§.   i9>..), 

d/_  1779163  df 604175  dg I066356  ag' a8on358  ^h 5o33o68 

dh'  _  2819294    afe 568679    ^k' 11443 £4    df  _  154719    af  _  18101 

Tf         10"  ^  Jt         10"  >  TT —         10"  ^  dt  ~    10"'^^""   10»** 


dg  68914     ^g' i7?.8i6    5f) 264845     B\)' 148126    dt  252977 

57          'To"  ^  ^  To^^*^  Jt            lo^a  ^  77        10»^  *  Ji  "^  "To*^  ^ 

aC 426470    ai 407    di[ 5ii5(i    am 59696   ^m' 26862 

dt           10*^    '  5>  10»^^  Jt               lo^^  ^  Jt                 io>"3"*   d  r                10^^ 

ddf  12936      adf  _         20654     d^g  355oo     adg' 8942     Bd\)  47^8" 

57»      Ti'»^^  Tt^  To^^  di^            Tt^^  at»"  —  u7»«'  d7*  —  lo"^* 

d^y l£?lZ   ^^^ 69853   9^v 109627   aat 11570 

Tt^        10»^^  dt\       10"  >  "5 1»             10"  ~*  "dT*  —  "To"^^ 


aar 58     3^m 7^88    ddm' 


5588 


^t^         10"^    dt^  10"  >    d/«    —         10"  • 

II  est  ais^  de  voir,  que  les  nombres  prec6dens  donnent  en  mftme  tems  les 
quantit^s,  relatives  aux  perturbalions  de  Saturne  par  l'action  de  Jupiter,  si 
Ton  change  f  en  h,  f  en  f,  9  en  l^,  l  en  m,  et  r^ciproquement.  Les  difK- 
rentielles  premiferes  --,  etc.  doivcnl  ^tre  divisees  par  le  moyen  mouvement 
annuel  de  la  planfete  troublie,  n,  et  les  diflKrentielles  secondes  par  n^  (§.  *94.)i 
et  ron  a  (§.  2o3.  et  Tab.  I.), 

52 
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pour  Jujnler,  «  "O^lagfiijo^;  ii' ~  o.iiSoSy?} 
pour  Saiurne,  n~  4^996'',8  cz:  o,ai3Jo25j  /j"  rr  0,045498; 
pour   Uranus^  n—   1 54 24'',B  zz:  0,074781 5;  n^  zr  o,oo5597.3. 
On  trouvera  par  le  meme  proc^d^»  pour  les  perturbsitions  de5a/£/r/2e  jp^x  Uranus, 
f  ~ 0,00009^^6240;         {O  —  —  0,0001 47 i5o4j    [f]  —  *^  o,ooo366 5 568; 
f  ~  —  o,oo3 1534^91;  (J^)  ~  —  o,oo3oo4iiii;    [f']  —  —  0,0028379065; 
g  ~  —  o,ooti549o836;    (^)  ~  *— 0,0025066293;    [g]  —  —  0,0024^73701; 
g'  —  —  0,00061 144  1?  (8)  —  —  0,0004^29717;    [^'j  —  —  0,0003587263; 
h  zi  —  0,0009^00334;    {h)  n:  —  o,ooo9c  246 J4;    ['0  — — 0,0008753702; 
hf  zz  0,0019695768;         (A  .  ~  0,601969^769;         [A'j  —  0,00196957 18; 
i  zz  —  0,0011135728;     (t)  —  —  0,0010872020;     [k]   —  —  0,0010547^90; 

^  Zi: -^ o,ooo3463o63;  (A^^  =  — o,ooo4i8336i;     [A'j  —  —  0,0004875972; 

d/__        6o,33a      df^ 28195,    9g  7810      9g'  26117 

d7                 u>"~^    d7         "^»i  *    fl  ~  7o"'     Jt  "nT"'' 

£jb  _  556fl      dJ/  _    4^      d_k  4664      ^y  _^  i4883 

a  t       i^»« ^   77  —  10"^    d  t       10"  *    dt  10"  • 

On  aura   les  quantit^s   relatives   aux  perturbations  d^Uranus  par  Salurne,  ii 
Von  change  f  en  h,  ei  h  en  /. 

$.   229.  Relativement   k  la  premiere  ^quatidn    de  Jupiter  du  second 
degr^  (XVIII.  XIX.  §.  193.),  on  a 

c<4)  =0,784084;  ^^  =  7,802047;  ^  =  15,45485;  ^  =  i7,o58i55; 


3^6"* 


=  16,655445;  aV  51^^^  =  o,233i64;  a^a'  -^—  =  i,265224; 


^^3 i—T-r-/  -    - » 1?-    ^       3^ 


1.*^^-=-  .,366665j  a4i^^-_  ,,5o8444j  a^  i^  =  _  ,.47»S3a. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  et  de  celles  de  aA^^\  aA^^\  aA^^\  a^-^, 
etc.  qui  ont  6\6  donn^es  dans  le  §•  2s4»  on  trouvera  ($.  ig^.), 

E  =  —  i42»072  .y+ 47^1770^  -S  — 392,364  .  h  —  13,5324.  A 

4^  a78.ca6.  ^^  -  9^6,864.  ^,  +  ^lM^.  -^f^  +  .6,5.8  .  ^\; 

F  =  —  987,439  ./-f  957,6  .  g  —  792,2 .  h  —  27,353  .  i 

+ =^0635.  i^:  _  68795.6.  i-1'  -^  56959,..  ij^; + ,968,8.  i^;. 


>^ 
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Si    Ton  «ubsfitue   les   valeurs  pric^denles  de  f,  g,  h,  k^  — - ,   etc.   (%.  228.), 

wf 
et  qu'on  multiplie  E  par  m'<i.  1000000 rz  i47'»7'74>  et  F  par -^ — ^  11: 58,3645 

(§.   224)»   on  trouvera 

Ezr  i628,8Jj  E'=  10  :8,35jF=  133^6-1;  F  =  84" ,454.    On  a  donc  (%.  193.) 

/7iW=—  i6;i8,83  .sincp—  io38,35  .co&(f ,  m'U''=  j3J",62  .cos(p—  84",454.sin(p, 

(p  elant  5"^^— 3Q:   i%.  igS.;. 

La  correction  de  ces  ^quations,  due  aux  variaUons  des  ^l^mens  (§.  ao8.),  se 

trouvera,  en  raettant  y-|"  ^  5"  ^  '*  place  dey,   etc.    Les  Valeurs  pr^c^dentes 

de  --,  etc.  (§.  228.)  donneront 

E  =  1628,83 -4- /.0,1783;  E'=io38,35— /.0,3688; 
d*ou   il  viendra 

n/au''z=z—  ri6!A8,83  +  / .  0,1783)  sin  (p—  (io38,35  —  / .  o,3638)  cos  (p. 
En  faisant  donc,  suivanl  la  mdthode  du  §.  208. 

mW  =  —  (P4-^/;  cos  {p  — ,(p-(-^/j  =  —  (P  -f^O  cos  {p  — (p)  4-  ^it  sin  (>— Cp), 
on  aura,  en  comparant  ces  deux  valeurs   de  m'auf , 

Psinp  =  i6'8,83;    P  cos  p  =  io38,35; 
•  P  g  sin  p  —  ^  cos  p  =  o,i688;  P  g  cos  p  -(-  ^  sin  p  =  0,1 783. 
Les  deux  dernieres  donnent 

^  =  0,1 783  .  sm  p  —  0,3688  .  cos  p,  ^  —  -^ ^ -^ 

«t  Ton  conclura  des  deiTx  premi^res, 

i6q8,83       -.         1628,85       ,  r   «      /   «  -i     z?/ 

^^"«'^  =  ,"U3M5'    ^  =  TuTr'  ''''''^  P  =  ^'^9 '  ^  =  '9^''^** 
£n  substituant  ces  valeurs  de  p  et  P,  on  aura 

^  =  — 0,0479;  ?  =  0,0002 ic6  =  43^^,44;  d'oil  il  vient 
XVin.  mW  =  —  (1 93 1 ,64  —  / .  0,0479)  cos  (3  C^  —  5  ;^  +  57^29'  4-  / .  43'',44). 

Par  le  m£me  proc6d^  on  trouvera 

F  =  i33",62  4.  o",oi4268  .t,  r  =  84 ',454  —  o'',02955 1 .  /, 
donc  en  &isant 

m'U''  =  (P  -f  ^/)  sin  (p  —  (p  +  ?/),  on  aura 

p  =  57'42'i9",  P  =  i58",072;  ^  =—  o'>o37274;  g  =  0,00020625  =  4A54i 


« 
.  ■  *  * 


•^ 
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XIX.  /n'U '  =  ( 1 58",07  -^  t .  o^.ooS^a^)  sin  ( '. I^  —  5"^  +  S^»^/ 19"  +  /.  4»",n4). 
1'our  la  seconde  in^galite  de  Jupiter,   qui  a  rargument  10  =  3"^  —  i^ 

(S*    ^9^)'   ^^  ^  besoin^   outre   les  qua^tit^s  donn^es  pr6ci£demment  ($.  a24.}f 
des  suivantes: 

^  =  ia,8788o4i  ^^  =  .a,83ao5;  ^  =  .5,45485, 
pCa)  _  a  o8ai3i:  -- —  zz  i3,4 16026: 

5*A^**  <i3A«»  ^^A'" 

«^  VV  =~  i,i38866;  a4  ^^^  —  _  ,,134732:  a^  tJ^—  —  —  i,366665; 


da 


d  a* 


d«l 


G*n'  St^^^  —0,619165;  ci^  a!  -— —  2,175563. 

Au  moyen  de  ces  vateurs  on  a  conclu 

IX  n: —  3,5o4i2;  X  —  —  1,30071;  XI  zz:  —  i,938o4;  XII  n  0,42462; 
F  =  — ao,i4585../4-84  14689  .§_  11,02-27  .h  —  2,48819.*; 
d'ou  ii   vient,  si  Ton  substitue  les  valeurs  pr6c6dentes  de  tn^a^ffg,  e(c» 

XXII.  m  au'  nr  1 0,0^7 ti  .  sin  co  -|-  20,o385  .  cos  w, 
XX[IL  ///U"  —  2'',6'29»5  .  sin  w  -f-  i2",o4o86 .  cos  w, 
ou  suivant  la  methoile   du  §.  208, 

XXII.  m'au"  —  22,42  .  cos  ^3"^  -^  a  —  26^39'6'0 , 
XXllI-  m\}"  —  i2",325  .  sin  (i^b  —  ^  -I-  77°4o'57")- 
§.  23o.    La   premiere    in^galit6  de  Saturne,    du  second  ordre,   depend 
de  raclion  de  Jupiter  et  de  rargument  ^znt^'^^  '^Q^   (§.   19'»).    l^our  rela, 


^A 


on  a  d^jk  trouve  (§.  225.)  les  quantlt^s  aA^*^  tf  A^^^  aA^'^^  a  , 

batioas  de  Jupiier  par  Saturne, 

V:-  =  ^^.83205;  tJ      -  ,545485;  Vh-  =  i7>o58.555 


dA 


d 


d  a  ' 

3—--—;  et  Fon  a«   relativement  aux  pertur- 


<^a' 


c^a- 


<?a' 


c^^'  —  1, '/95672;  -^ —  —  10,59861 1; 


da 


d»A 


ca^ 


»4  —'^-  =—  1,134732;  a4  IJ^  =—1,366665;  a^  :i/}y-  =  —  i,5o8444| 


d-^A^*» 
~7a 


a  a'  Sl^^^  =  o,38j2953;  a3a'  ^^  =  1,3186675; 


.  ^ 


L  I  V  R  E    V,    C  H  A  P.    VIL  4'3 

d'ou  ron  conclura  poiir  les  perlurbalions  de  Saturne  par  Jupiler, 

a+  ^-  =  33,8q8i3j  a*  V"—  =  «9.80282;  a*  =  iS.S^aia 

a'a'  ?t^^^  =  0,7  655a55  a3a'  ^—  =  —  5,2;  1377. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouvera  (§.  igS.) 

£=-4,770.3. (A  +  /i^j+5ioi8.i  (^+/i£j  - 154.849 (r+/ §7) 

- 169551  (*+/ 1^)  +  56970*730.  ^  -  701077580.  I^ 

-|-  2io4^7o5o.  -^  +  aSi^aSgo.  — , 
F  =-  .90u6t",7  (a  +  /  i*^)  +  a3a888".  {g  f  / 1?) 

-  7o5i5".8.  (^4-  /  |{j-  7758",6  (*  +  '  It) 

4-  45420266".  ^-~  —  3io56i38".  i^'  +  93957»'"-  I7  +  10337C9".  ^^i'; 

d'oii  Ton  lircra  (XX.  XXI.  %.  195.). 

wW:rrip..'8o.44-|-/.»,'777)sii,(45-a2)4-(7592,38—f. 2,683 1)  os(4'^— 2Q), 
»j't  'ri^J44",*(65-/ o'',i  't")«3i)..n(4^-2a)-;^56o',o67+/.o',o58c974).o»(45-25^;, 
et  suiv(>nt  la  m^thode  du  §.  208,- 

XX.  «a'«u"  =  (144  {8  —  /  .  o,324a")  cos  (al^  —  4"^  +  58».6'25"  +  / .  4a",2027), 

XXI.  m'i;'=— ((i/7'  7}—/  o",oi4i8))iin(z3t— 4^  -|-5b»2a'J7  '-|-/. 4 /',0202;. 

La  seconde  in^gali!^  de  Salurne  a  rargnment  w'  =  J'^  —  %  (^.  197). 
On  a,  outre  les  quaulii^s  pr^c^deutes  (§.  2^5.),  par  rap[)ort  aux  perluiba- 
tions  de  Jupiter, 

5-  =  1 1,878804;  c^^^  zz  *>,oF2i3i5  -- —  =  i3,4'6o26;  donc 

«-^  -,     -  =  —  i,i38h:66j  a~u'  «^^  =  o,6ick6  3;  a^a'  —  -  —  2,175563: 
d^ou  Ton  a  conclu  pour  les  perturbations  de  Saturne, 

o*  -^^-  =  27,202ff{;  «V?t^=>=  i,t  554-23  aV  —  -  =—  7,'<958ts.. 
Ccs  valeurs  donaeront  (XXI  V>  XX V.^  §.  197.) 
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XIII  =—  9,858i73j  XIV  =—  39/10P47J  XV  =— 6,874,188^  XVI  =  o.9<>o586} 

F  zi: —  '24  0034*^4  •  /^  +  ^' 7^767  66  ,g  —  25,4*79^4  •/ — 3,rjo6657  .k. 
Si  Ton  substitue  les  valeurs  cle /^  g,  h,  k^  etc.  (§.  aa8.),   et  qu^on  multiplia 
les  premibres  quanlil^s  par  171'a .  loooooo,  et  les  dernieres  par -: — ^  (§.  29tj.), 
il   viendra 

m'«w''=-n75,6264.8inw'-(-.?i,5339.''osw',/7i'U'zr — 56^^,i326.cosa)' — 6''y84o9.8in(i)'i 
et  d'apr^s  la  m^thode  pr^c^dente  {%,  208.), 

XXIV.  m^czi/''^  1  76,05  .  cos  (^^  —  S^  +  88«27'49''), 
XXV.   m\3"  —  ^  56",55  .  sin  (3"^  —  3i  +  83*  ^'e'^* 
§.  23 1.  Pour   calculer  Tin^galit^  dUranus,    qui  ddpend  de  Faction  de 
Saturne  et   do  Targument  tu'  rz  3  ^  —  "^   fS    *9^)»  ©n   a  besoin  des  quantif^ 

A(i)        a(2)        a(^)       2^^'"       adA«>       .^A^^^       «aaA*"       ^a^A*»'       «d<^A'» 

'  '  '  da'  d«'         da'  da^'  d  a?    ^  da** 

33  A"^  'd^A''*  ^'A  "* 

qui  ont  6li  donn^es  plus  haul  (§.  26.),  et  de  a"^-——.  a^ —  — ,  ^^  -^t-b 

^  .  ^  \.J-  ''  ^^3  ^^3  ^^3 

a^a'2t^^\   ^^^  "^  ""•    ^*"  ^*^    *  relativement   aux  perturbations   de  Saturna 
par  Uranus, 

-5-^  =  9.578-^67;    -^  =  94^545;    __:^  11,904.45 

c^^^  =  1, 530432;    ----  =  9,75656: 
Sq^  Ton  a  ronclu 

«♦  —  ^—  =  21,27343;  a*  -^^—  =17,559^7;  a'^  -^—  —  i3,5si53; 
a^a'  St^->  =  0,7609355  a^d  ^—  =  —  4.694669. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouvera  (§.  198.), 

E=r —  24,19^48  -A-j-  105,61872  .g  —  24,31914./ — 3,37307  .k 

+  '5o,3a5.  -~  -63i,o.,4.  -^-  4-  178,0347.  -3^  4  aS.i^S.  --; 

F  =  —  150.4187.^-1-906,6995.^—  244,8854  ./— 33,7436 .  A 

+  >5i3,26.  i|;  _  ,2449.83.  ^  +  34.^0,57.  if-  -^  478,98.  i^. 

Gn  substituant  lea  valeurs  ^e  f,  g,  etc.  -^,  etc.  (§.  228.),  et  mtiltipliant  £,£^ 
par  m'a.  1000000  =  54^8,09,  et  F,  F',  par  - — ;^  — 58'',3645  (§.226.),  on  aura 


LIVRE    V,     CHAP.    VIL  4,5 

E  =—  1345,0585  E'  =  —  175,015;  F  =  —  ia7^7i23;^F'  =  —  1^91473 
d'ou   il  viendra  (§.  198.) 

m'au' z:  i  '4^,058 . sinw'4-i 7^,0 1 5 . cosu^, m  V^zni  17  ',7 » aS . coscu^ —  i^^j^' 4?  •  sinw', 
et  suivant  la  m^thode  expos^e  dans  le  $.  208, 

XX  VL    m'aii''=i356,4.co8(3^  —  "^  —  8a*35'ii'0, 
XXVIL    m'V"  =  —  ii7'',73  .  sin  f3  ^  —  t)  —  89*8'27'';. 
On  a  vu  (§.  206.),  que  la  partie  principale  de  U"  est  /wU' iz:3/io/3//(3  R). 
II  en  risulle,    par  la  r^action  d^Uranus,   une  in^galili  de  Saturne,  w(U'';  rr 
3/iV /d// (y  R).    Or  rargumenl  de  cetle  inigalili  dlant  ^)  — 3  $  =  fit.'— 3fi,  on 
aura   (dRj  =  —  —  (3R),  d'ou  il  viendra  une  inegalil^  analogue  de  Saturne, 


mn^a' 


i»(U")=—  ^^-Vf  mT"=-o,2443a.//i'U''=+3iV5.8in(3$— -^— 89*8'27'). 

*M  Tfl»     fl    0 

§.  232.  Les  formules  du  §.  2C2  et  2o3 ,  qui  donnent  la  grande  inega- 
lit6  de  Jupiter,  due  h  Taction  de  Saturne,  et  d^pendante  des  troisiemes  puis* 
sances  dea  ezcontricit^s  et  inclinaisons ,  renferment,  outre  les  quantit&i  don* 
nies  pr^c^demment  (§.  a-^^*  229.  23o.),  encore  les  suivantes: 

T^  =87>3o27i  -y^—— «9.86155  — —  =  ioi,3c?o9;  -j^  =  ii3,5a38; 
-^—  =86,00215;  --.— =  75,081155  d'oa  il  vient 

«5  i^-  =  -  4.^099235  «5  1^^-  =  -  4,333:145  aS  Y^^.  -  _  4,8888035 

«5  £1^^'  =-5,4743615  a^a'  ^^'  =  7,6^47i^i  aV  ^^^^  =  6,6^9389. 

Ainsi  les  formules  (§.  202.  2  3.)  donneront 

«C^=— 41,147695 «C''^^— 451, ii27«5aC"=~i '44  4^  a^«C"=—e4i,7i5c65 
aC'r39,o35795aC^- 101 464' 75«c^=—  »^'9^^,65 V^^^—e^SS^V''^—! i5:66  65 
jic"=— 63o7:>,25ac'=.^9944l«<^^=768o,55«7^= —  10.^78(9307'^= — 51870115 

aV"  =—«5822265/27'"  =  —  4687 17*507"  =2961315  «7'' =  5705365 

W  =—  20304,755  D'^  =—  102819  75  D'"  =—  170688,525  D"  =—93308,645 

D^  =  5866,c95  0^=11209,085  J^  =  — 30743195  </"''  =  — 154529705 

if "  =—2906^6115  flT'  =—  139681395  ^'  =  8763225^^=  16894385 

=  —  3440345 = —  17216695 = —  28527455 
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~ —  i55Q6.iQ:  rrqSlia: —  igq-^^a; 

looo  ^      ^    lOOO  ^    '      '  looo  ^         ' 


cl  ron  aura  les  dijuations  XXVIII,  XXIX, 

na  t  n  o  t 


SV 


"9«'     „,  ^l' 


dm' 


,  ddf 


^\~  ndt  ndt  ndt~      ndt~       n^dt^       ^ 


n^dt' 


df 


\'^  na/  ncy^  nc^f   '         ndt  n^t^^      n^ 


.IV    ^^d'        I         .TIT^«^t>'  .11^^^  .l^^n       I 


ddm' 


n^d  t 


n^dt^ 


n^dt^ 


n^dt^ 


n^  3  t\ 


-o"('«57-rr,'.')-'"('-?;-';-:>t"--^^'-';4;i' 

n   V«^r     '   ^'  ^fV  '^   U^  '    «^^"^/         n»    «Jf»    "^    n»   "dP 

rF  'dt''    "^  H^  Jt^    '    n^    <>/^  n»    d  t* 

r-'''('-?-;+'f."')*»"(»«4;+ri^)-°"'(«--:;+':-a^)i 
-»■  ■('«  ^; +r?^i)^'"('+'- ." + j"-r,.'K»-" + ^"■?^) 

+-*<;^  ?  (^ +'•  T^)  -  ^'  (i^  +'■  "^) + ~  (^'  +'•  ^;:]. 


-  V  (77  ■+■'•  -aT^)  -  nU7  +'•  af»-}  +  ^  Ur  +'•  TTt. 

V     n'''^/'^  n^"df»   "•"    na*a/a         n^  '  ^ /»        n»*o>  f«    '    na*7fV 

Faisons  pour  abr^ger, 
z/'=Esinv}/4-Fcos>^,    U'''  =  (G  +  G'/4-GV)cosxf/— CH4-H7-f  H'V=)sin^!/. 


LIVRE    V,    CHAP.    VII.  4^7 

Si   Ton  subslilue   lcs   valeura   de   f,  9,   etc.  ^^^  --\   etc.  et  n  =  0,5«^ 96907 
(§.  22^.)»  ^^  trouvera 

E  =  o,c  6196^6;  F  =  —  o,i5o3894;  G  =  0,^6-74;  G'  =  —  0.006  Jos»^ 
G''=  0,000000 2699;  Hrr — 20,26078;  H  zi:o,ooo5!>7i;  H'  =  o,oooooo869.'i6. 
Si  Tcn  mnlliplie  E,  F,  par  ma  .  1000000  =  1471^7' ^4;  et  G,G',G",  H,H,ir^ 
par  - — 7j  =  58'^o645  (§.  229  ),  on  cura 

niav!"  =  97^0857  .sin  ^(^  —  22i,3]o8  .  cos  v!/,- 
m'U'"  =  r  118 1^9269  — /.o^o3  48o5i  — /^.  o' ,00006075 14)  sin  >J; 
^    4-  (5oV^84  —  /  .  0^,36781  J17  -^  C" .  o\ooooi57525h)  cos  >{;. 
Supposons,  Buivant  la  m^thode  du  §.  208. 

w'U'"  =  (K  —  A/  4-  x/^^  sin  ^>l/  +  L  —  //  +  \i% 
et  faisons  pour  abr^ger, 
^     1  iSi^^jga^i-DjJo  ,J58i:E50  ,o3i48z</jo  ^S^^Siirc^o^^oocoSo^SzS^jO^jOOOOiS^Szf, 
de  sortc  que  WU'"  =  (D  —  (/./ —  ^./^,  sin  \t -|-(h;  —  e./-f  e./^)cos  >J/. 
La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  m  V^  donnera 

tang  L=  -,  K=^^,  X  =  csinL4-c/cosL,  /= , 

.  T     I     '^   -a      %  JcosL4-^«in  L  —  kl  .      ^ 

H  =  £  sm  L  —  o  cos  L  -j —  ^^,    A  = '  partant 

L  =  2«26'22^    K=ii83',    X  =  o",o47io76;    /  =  63",8392i 
K  =  o",ooooc66254;     X  =  o",ooo57b.625;    d'ou  il  vient 

AAiA.  —i ^ i* .  o'\oooooCi6i       S     <  — /.6J",839-f /«.o",ooo579: 

On  troovera  par  le  m#me  proc^d^, 

XXVIII.  m'  au'"  =  —  »41,69 .  cos  (5"^  —  a  (^  +  aS»  4/4"). 
§.  233.  Les  formules  du  §.  206.   (XXXm.  XXXIV.)  donnent ,   pour 
la  grande  in^galit^  de  Saturne,  en  faisant  —  =  1,833796  =a, 

ii'''=aa(^Wsin^|/4-W'cos%p),  U"  =  aa  (Z  cos  ^  — Z' sin  x|/). 

On  trouvera,  au  moyen  des  quantit^s  pr^c^dentes  (§.  232«), 
aE^=— 38i,6i655  aE'^=— 1878,0109;  aE'"=— 34oo,4832;  afc;"= -2015,^90 5- 
aE^  =  96,^^672;     aE**  =  206,8801;     ae'^  =  — 26779,15      ac"^  =  —  i^^^^Qyl; 
ac"'  =  —  iii3o43,e;     ae"  =  —  116266;      ao"  =  7368,1;     «e*»  =  14162,65 
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a«"n:  —  8651919;  a«*  =  6476865  a6^=  io53oh3j 
«F^zz— i5i46,i2;  aF^^=  — 7".9f;4  46;  aF'"=  —  1V6H9.7;  aF''=:— 6906^.9? 
aF'  =4<o5,7{|  aFV=83ii.99,-   a/^  =  -  2281869;  a/'^  =  —  i  i^i^i^Hii 
«/'"=— 1894.606;  0/**=— 10J616685  a/'=6  4«95;  a/«=  12^7483; 

——  zzz — 25534^; = — lanSa^o:  —2- — = — 2117722; 

1000  looo  '  ^       1000  '  ' 

5LiL*  =-,.57443;  ^  =  73.76;  ^*  =  ,4o58o. 

1000  /  ■  ■    '     1000  '       '         'pua 

Si  ron  substitue  mainlenant  les  valeurs  de  f,  f'    etc.    ^- •  etc.    ^,  ,  elc.  et 
?i  =  o,5f»96907   (§.  228.),  et  qu^on  fasse  pour  abr^ger, 

U'"  =  (Gi-G'/+G''/";sin>j/— (a-+-H'/+H"Ocos^|/,  on  aura 

u"  = —  o.o66o38o .  sin  \|/  -f-  o,38853i2    cos  \|/, 

G  =  — i4»84i7;  G' =  0,000^76667;  G''=  o,oooooo64'i82; 

H  =  0,67067;  H  =—0,0039017;  H'' =  o,oooooo2oou38j 

et  en  multipliant  u''^  par  1110.1000000  =  8938,21;  et  G»  H,  etc  par  -: — ;>  = 
igy^aySi  (5«  225.),  on  trouvera 

iiia'^'''^  3472,773  .cos  >I/  —  690,^^61  .sinx)/, 

m  U'"  =  —  C^^^eS^^Mg  —  '  •  o",o7 280^4  —  '^  •  o''»oo^' »  »39383)  sin  + 
—  (129'  ,638  —  / .  0^,754185  -|-  i^  .  o^^^ooooSS^oS^;  cos  \|/, 
0t  en  r^duisant  les  deux  termes  en  un  seul,  par  la  m^thode  du  $•  ao8^ 
XXXin.   m  J u'"  =  35a2,58  .  cos  (5  "^  —  2  Ifc  -f-  9'  38  47"), 

<— /».  o",oooo!^i)       >      c -/.53'V779-|./^o  ,0011 .5;).S 
$•  a34«  II  nous  reste  ii  d^veiopper  les  petites  in^galitiis  de  Jupiier  et 
de  Saturne,  du  troisifeme  et  du  second  degr^  (^.  204  ao5.), 

XXX.  «Av  = 
4,472378 .tincp {T.VVosxiJ—  n.rycosou'-hili- V-cos (aa/— np)— IV.rcos {^kW—^  \ 
•f  4,4;aJ78.cos^f.>*sinQ— lI.^VY^sinTO  -Jrlli.Y'  sin(2»'— 19>— IV.  «^sin(ill— a  }, 

XXXI.    «AV'  = 
— a^oB.^ie  ^.sincp'!^'.?*  osu>'-VI.7ycu6W+Vil7^cos(^w-r50-VIIL«'co*(  H-f^ 
— :ityfei.6:i6.co*4.'  {k./**ui»'-VJL7r»iiH(UTirV11.7  sii (^w-^w )— V  1U.4  *u.^adi-<it  ;J, 
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XXXII.    U''  = 

\es  lettres  sans  trait  se  rapportant  k  Jupiter,  celles  marqu^es  d'un  trait  k  Sa* 
tuine,  et  $  ^lant  =4^ — S^^^^^zzaQc  — 3*^.  Maintenant  il  faut  obser* 
Ter  qu'en  vertu   des  formules  (C)  (§.   ig*^.)»  ©n  a 

tf*  cos  (  » II  —  xs^-zz  ksin  xa-^-  i^  cos  xb^    6^  sih  (a  It  —  xx5)  —  k  cos  n  —  il^ sin  tsJ^    • 
«""  cos  .  2 n  —  ©  )  =  * sin  tsj'-}-  *'  costs5',     J^  sin  (^>  U  — trs')  —  k cos  «'—  i' $\n  ts/, 
Les    valeurs   nricidentes    de  aA^\   aA^^\  aA^^\  flA^^\  «^a  «^3\  fl«c;'«C^^>, 
et  de  leurs  diflfiSrentielles  (<^.   S''^*  ^'"9*  ^3<^)*  donnent  (§.    iqI.   ip^.) 
1  =  — 3,8a6i88;  n=— i^.7"9Jo4;  III  =  — 10,5668595  IV  =  o,364ioo; 

V  =  —  -  .  17,15764;  VI  =  —  —  .  2o,956jo4y 

VII  =  —   -  .  6,3334075     VIII  =  -  .  0,69645 ^  j 
v      .  a 

!»«-»>=  i6,75a57j    91^— >  =  44,87295    §.  aaS.). 
CeU  poU,  OB  aura,  en  substituant  les  valeun  de  7,  Y',  vi,ta  ,k,  k',  ($.  209.  918.) 

XXX  =  0,1090651 .  sin  $  -{-  **•'  14*^707  .  cos  $, 

XXXI  =—  0,1888648  .  sin  $'  -|-  0,1 137578 .  cos  $', 

XXXII  =  0,0276193  .  sin  (S^  —  -^)  -f-  o>ii878  .  cos  (i^  —  -^X 

Si  on  multiplie  XXX  par  -^,  =58'',3645}  et  XXXI,  XXXIf,  par  --™^  = 
>9J'',3965j  il  Tiendra 

XXX  =  6",  ;6553  .  sln  0  -1-  €'<&6g^^  .  cos  <^, 
XXXI  =  —  36",5o69  .  sin  ^'  -}-  2i".9*<9 .  cos  (p', 
XXXII  =  5'  ,3J«7  .  sin  (•»  —  "^)  ^  aa^.g^yS  .  cos  (l^  —  ^\ 
«t  en  r^duisant  ies  deux  teimes  de  chaque  in^galitd  en  un  spul, 

XXX.    mSvz:  g",%i .  sin  ( i  i>  —  5 ^^  -f  46»  20'  7''), 

XXXI.    OT*u'  =  — 4>",6i.sin(«a— 3-^— 3i»3  4./'), 

XXXII.    wJv'  =  a3',57.8in(9£— -^+^fi^S^  36'). 

$.  235.  Rassemblons  maintenant  les  diverses  in^galii^  p^riodiqnps  d0 

toutes  les  planfetes,    d^veloppies  ci'deasus    i^.  iit.  2i3.  218.  220.  aa4«  ^sS* 
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326.  229.  23o.  281.  232.  2J3.  s34),    r6dutsoD8  les  terirea,  dont  les  argumcDft 
ont  la,  ineme  partie  periodique,  en  uu  seul  par  la  nielLode  du  §,  1108,  et  sul> 
slituous  pour  les  peiiheiies  vs  leurs  valeurs  donn^rs  dans  la  Tad,  1  (§.  209.}. 
On  aura^  en  faisaUi  la  dislance  xnoyenne  de  la  ierie  au  soleil  —  ioooooO| 
rin^galit^  du  rajon  ^ecfcur  de  Mcrcurc  ~ 

—  o,c)4  +  0,43  .  cos  (55  —  $  )  —  1 ,62  .  cos  2  (5?  —  $  ) 

—  i,4*cost74«ii'43''+2$  — Jg;— 2,95.cos(74°2i'47"+  5  —  all)? 
Tin^galit^  de  la  longitudc  de  Mtrcurc  =r 

-I- .'  ,76sin  74»..»'+  a  ?  -3  $  )-f-3  ",»6.sin(74*aa'-»-  5  -a':^)-o',57.ain(^C^-i  i^S^Si"); 

rin^alil6  du  ray»n  vecleur  de  Vinus  zz. 
— o,6-|-3,56.cos(  $-§)+!  5,334:o8a(  $  -  $  )_  1 3,oa.co«3(  $  -  J^V a,25xos4(  $  -  $) 

-+- 4,?9 .  cos  (  $  —  3:) —  2,19.008  2($  —  Sr) 

-t-i,53.co8(99»3o'-|-2$  —  3  $ ) -I- 2,5a  .  cos  (87"»  46"  34'' -f- 4  S  — 5$); 

rin^galiti  de  la  longitiide  de  Vinus  = 
— 5",63.siii(  ?  —  S  )— io'',6i.8in2(  ?  -  5  ;-t-6",74.sin3.'  $  -  $  )-f  o",y8,sir4(  $  -  J) 

—  2",9i.sin($  — J^^-j-o",88.aia2($  — ^)— ^"^a^.sin^b^o^^a^^-t-aS— 3$) 
*-o",87.sinf99<'Jo'+3  $  -4  3  )-2",o4  sin(99°3o'+4 .?  -5$  )-i  ',5i^in(3:-n»b'3^/;; 

1'in^galil^  du  myon  veclcur  de  la  Tcrrc  zzz 
©,41-f3i  ,54.cos^C-0)— 6,26  ios(  $  _  j-  )-f.i7.87.ccs2(  .9  -  $  )-l-a,824;o.s3( .?.  -  J) 
•t-o,98.co84(  $  —  $  -|-o,39.co8  ($  —  (?)  -}-5,7o.cos2  (,  § — cT )— o,46.coi.  (  £  —  J ) 
-+-iD,94.cosl.$  —  Qj;  — 9,u.  .cos2(^-  ^  a)  — 3,17.^08(99"  3o' -}- a  $  —  3  j> 

—  3,89 .  cos  (87»  35'  5i"  4-  3  $  _  4  j )  -t-  1,57  .  cos  (27»  67  ;i6''  -|-  4<J  r-  3  5.) 

-}-  3,26 .  cos  (r.7°  35'  i4"  -}-  aa  —  S )} 
rin^galil^  de  la  longi/ude  de  la  Terre  ^ 
6',66jin Ce— Qy+5",52.sin ^  $  —  $ )— 6'  ^v^^sins ( $  —  J )  — o",78.sii  3(  $  -  J ) 
— o'',a4.sin4f  $  —  J  )— a",46.sina(  $  — <^)-7'',o6.siu(  *  --Qc  +2",67.siii''(  Jj  _12> 
-f  2'',8».8in  (87»  la'  »3''-j-  a$  —  3  $)-[-  i",75  .sin  (87»  29'  i4"  +  3  $  —  4£) 
-i-  2",o7  .  sin  ^44»  5a'  r.a''  4-  o  ^  _  j  )  -f  o",47  .  sin  (27»  36'  36"  -f  i  J  —  a  5  ) 

-f-  o'',57  .  sin  (27^  35'  36 '  -f-  4  (J  —  3  J  )  —  a",55  .  sin  (^Ql  —  4»  a3'  14'') 
+  i",59  ..«n  (58"  o'  iS"  4-  2  IJ:  —  J  )  +  o  ",54 .  sin  (11»  8'  35'  -|-  a  $  --  3  »)> 
fin^galUi  du  rat/on  vectein:  de  ^ur«  ^ 
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— 44-17,43  eos/'5--<f  H4.85.co«a(J -(? ^4-», ".cm3(  J-c?)-l-78,4i...osr<J'-CJiJ 

"—674^4.0052.'  ^  —  2r)-:6  gS.fOjS'  ^  —^)-^^,\-.coif  i — "^)— n^i.ccsf>(^ — ■^)- 

-j-4(>i.(0$;:'7''J5'j6'+?.(5^- $)+3,5«.ro«(«7"J5'.  6'+(J)-a,n.ro«(  ^^Ji^O^^+S; 

4  »i».o4 .  cos  4«'  56'  b''  -i-  2  J  —  J)  —  »0,09  .  cos  (Ja-  W  lu"  -\-  i  t  —  "i  i) 

4-  3, 1 1  .  coi  ( i  J»  2'  :'G"  -t.4(J_3S>  —  8,5«  .  cos  (4o»  5a'  i-V'  -}-  ^) 
4-  8.73  .  cos  (  7»  J5'  36'  -t-  2  cT  —  !i)  —  54,69  .  co»  (3?.»  n'  iS''  -f  a  ^  —  <5^ ) 
--  6,40  .  cos  (  •7°  35'  36"  -4-  3J>  —  a  I^)  —  »  ,.74 ,  cos  (53'  a'  5a"  -|-.  2  <^  —  3  2) 

—  a,o4 . 1  o^  (1 1'  «'  35'  4-  3  (f  —  4  i^)  —  5,5fr .  coa  (27»  35'  36"  4-  2  ^  —  <^); 
rinegaiite  de  la  tongflude  de  Alurs  ^ 

6",49.$in( 5  — <J >- c  ",9'..8in'( $  — cf  >-»4 '44s»n^c?— »)4-'3",«o.5inarc?  - 3^) 

-|-i",io.sin3'c?  -    a)-  i^^-.S.sin^tf— •^)-+-o",42.«ina(<?  — -^) 

-K  i'',»^  .  sii  (  7'  35' .  6"  -h  a  <?'  —  $ )  -+-  o*,65  . sin  ('7*3/  36"  4-  $ ) 

—  ia%84 .  sin  ( ,4  43  4 ;"  -4-  2  cJ'  —  j  .  _  6",55  .  sin  (33»  2'  38'' -f-  3  J  —  a  5  ) 

4  3".6   .  »i:i  (  .>»  a/  -6"  —  3 )  —  2",87  .  sin  (27"  35'  36"  -j-  a  cT  —  3  ) 

—  a  I  ,59 .  sji»  (  :  r»  .'>4'  5 1."  -I-  a a  —  cf  )  -I-  »'  ,29 .  »ii»  C'>o"»  o'  «4 '  -f  a  J  —  3  2  ) 
+»',S5  «•^(''^'^^'^^"-kJ  (J-ali  +o'',66.sir.(>9'»9  -^-1  ',7  »  «inCa^»*}  J6-  +a^-cf ); 

l'icega!tle  du  ruyon  pccttur  de  Jupiter  ~ 
■ —  ^S.g^^^^^-S^^.co^iIJ—^)— 2753.45. co^a^^Si—^^  —  aS^. «»xo«3(9t  —*)) 

— 74.4t.cos4(2.— ^>-24,6i.co«.^(2.— ^J — 9,ao.co»6(3i  -^  — '."fcos;^^— ^) 
-f  .9  63Lto»(a— 1  i»o'35")— 8o,32..  o^(^+a3'3a'47")i-j5,i7.co»(a3-^-i  I  V3y  ) 
^  99o.9a.co«(*i*28'ie"-l-a3.— 3)  —  i  aS.aJ  .  co»  (^*3  —  a^  —  11°«' ^5') 
_  t<79  78  . co»  («.•  3gf  3o' -f  3^  —  aSi) -I- 236,49  .  co«  (61»  4' 3' -I- 4-^— 33) 
+5o.3i.co»(Gi"'.3  55"+3^-43  -Ci«>3i  ()4-/.o,o47y)^o»(33-5^+.>7  29+/43".44) 
-|-a24*.cos(J^  —  3— -.^e»  J9  t»';— 2^1,69. co«(>^  —  a3  -t- »3»  4r4',; 
rU.egaiii^  de  Ist  tongitude  cie  jupUer  ~ 

—'j^ ',9jiDi 3— S)+  '94' ,i »i'»«  2. -5  -:-.6*,22.sin3(3-V+^''.75-»>'--4(2.-'5; 

-»-  .0'  ,98  .  »1:  ( ',3»  54'  46 '  -I-  ^  -^  4",<y6 .  sin  (11"  tt'  35"  -i-  5  _  2  3  ) 
_iii',62.»ir.(ii»a4  58"-j-2^— ^/-r/.uVo^^ii.siaf^^-JT'/^'--^— i-^) 
-j-  I a%i6  -  «iu  ( .  1  •  o'  35"  4.  »5  —  3 3 )  —  «2",94 .  sin  (60' 53'  j 6 '  -f-  3-5  —  a 3) 
4-ro'',<»c4i53.sin  7  •''^^'^•^'^-'i  9-— 3^)— i",a2,sin(ii'6' J»  -f  3^— 43) 

4-  i5*,i9 .  sin  ^6.  ■'  4j'  18  ' -i-4  5  —  3  3  •  -f  o",82  •  «'•»  i*>9'  9  4-53  —  6^> 
-f  ia"^2  .  sin  irj'/  W  '•>'/'  +  ^  ^  —  ^>  -i-  «^o''^ .  »«a  (to»  35  a"  ^-  4  3  —  5  ^ 


4»«  .    ASTRONOMIEPHYSIQUE 

^-  (i 5«",o7  ~  t ,  o'',oo.?7  7>  sin  (r.^»  4»'  19"  4. 3  a  —  5 "^  +7 . 4  ",54) 
+(i i«i'-'.o' ,o47 loS-H^.o ',0000066 J  sin  S^-^gt+a^se aa'-/.6J',K-<9+''.o ',oo«.5;9'j 

rin#galii6  du  niyon  vecteur  <ie  Satume  .z: 
3^9f,'7-hRi53,P4.co8(S:  —  ■^)4-i3^3,rt4.coia(a— "^  -f^ao.o^.cosa  »— "i) 
+993.00*4  9c— ^)4-<5,6..cu)sr(a— •^^-l-iS^^Uose.a-^^-l-i^^.in.tos'^-^) 
-3y4,«.co»a(^-§>-4H,o3.cos3(^-$  .-ri,82.co84  ^-^M^'  94.co«C^i  ••8'35') 
4-  53ti4.7  .  cos  ^i  1'  5'  38''  -(-  a^  —  C>)  -  1195,79 .  cos  60»  la'  53" 4.  i^—i%) 

-f  3oa,oi  .  cos  (J-9«  9'  ^-  3  :>  —  4t>)  4-  •  n^,o^  •  «<>»  (8»'  «7'  ^»"  +  ^"b  —  ») 

4.   1 443  <  —  /  .  o,.}a4  »^  C08  (a  a  —  4  5  +  58»  16'  a5  '  + 1 .  4  i'',ao  »7) 
— 6. 6,85 .  co«  (24=»  3a' 16   4- a  ^  —  3  ^  ) -1- 352a,58  .co8(5  ^ -^  a  a -)- 9'38'47'^; 

rin^galitd  de  la  tongitudi  de  Salume  zz 
a} ',48 .«in  (69* 41' 16*4- C^  —  V — 3i''.49 . sia a  a  — ■^We",';^  .sio  3 (!>  — ^) 

—  1  .97.sin4  £fc--b-o'  7.sin5(I^--bW9",a5  8in^-$)-i-.4"4ijin.(^-|) 
-fr',4<sin3,^-§  -<-u",3ijm^84»35'3i"-|-a)-|-3'',.7.sin(28»i6M"-|-al>-^) 
4-4i9*,67.«in;i3»56  27"-|-a-^  — !»— /.o',oi53c6.8in{44*4'iy.-)-l>  — a^) 

—  4'.9.»in,6i*4ri4'4  4^  — 3^)  —  i',4».»in  (,6a»  1' 46^'  + 5^  —  49t) 
4-1   48.8in(  $ ->6'S'3ii' )  f-o  ",67.8in(^9'9-+  ^ -a"^>  +9",79.»>n (73°io'54'  +^-2  §) 

-  >",09  .  sin  (89' 9' -f -i  $  -3-^)-f  27',3a.sin(24^4''8'4-2i— 3S) 
+  o",76 . sin  (la-  38'  i8'-)-  4 $  —  3 ^)  —  56",55  .  sin  (83» 3'  6"  -f  3^  —  ») 

—  2i",58  .sin  (»4»  ao'  18"  -|-  al^  —  3^)  —  3i'>5  .Bin  (89»  8^  an^-f-  "^  —  3^) 

—  (657",7  i  —  / .  o",oi4aH)  ,|n  (a  ii  —  4  ^  -|-  58»  %i'  3f'  -\- 1 .  4a",oaos) 

—  (»87 1'  ,78  —  / .  o",  1 0678  —  t* .  o",ooooa4i)  X 

•in(5t)  —  29:  -i"a'3yi4"  — /.53",87794-/=.o',o'oii357); 

rin^galil^  du  rayon  victeur  A'L'ranus  ziz 

8594.6 -l-4P9i,6a.co8ri>—  S;4a3,6a.co«a(9;—  $)-h3368,a8.co«('^  — ^) 

4-  3^6,1 1  .  cos  a,C5  —  ^)-\-  «4.55  .  co» 3  (^  —  § ;  4- «4,38  .  cos 4  t"^  —  $) 

-f  :>7.4,  6.C0S  C74*  4' 4^"  +  "b  —  •■'  5)  4-  i356,4.co8  (8a°  35'  u"  -|-  "^  ^ 3 $), 

)'ii>^gaht^  de  ia  longUude  d^Uranus  := 
52",3i.sin':^— $)-»-ao*,3a.8inC^  -$  )— 4',oi.8inaC^-  ^)— o",82.»in3C^-  $) 

4-  1  ",23  .  sin  ria»  38'  18"  -j-  S  )  -)-  i",33  . sin  (i  -»  38  li"  -\-  "^) 
4-  i",6.i .  sin  (.  •••  38'  iH"  -\-  i  ^  —  *icj  -\-  i''.a6  .  «in  (a  «£  —  ^  —  1  .•  8  35") 

—  iJ9',76  .  sia  (72»  7'  4-  "b  —  »  $)  —  o",83  .«10  (i:^*  3«  18"  4-  a;^  —  ^; 
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+  a^53  .  sin  (24*  aV  55''  +  a"^  —  3  $  >  +  /.  ©",006649  .  sin  (Pg*  9' -f-  "^  —  a  ^  ) 

-|.i27^73.sinrr9*8'27'  +  ^_3$). 
$.  236.  LMn^galit^   la  plus  considirable  des  planeles  est  celle  qui  d^ 
pend    de    relliplicit^    de   leurs    orbites,    et  qu'on  appelle  VequaHon  du  cenire*. 
On  la    trouve  dans    les   tablei  astronomiques;    mais  pour  en  faire  usage,    il 
laut    connaitre    trfes-exactement    son   argument ,    ranomalie   ou   la    longitude 
moyenne,  c'est-a-dire  le  lieu  que  la  plan^te  occuperait,  si  Nquation  ellipti- 
que  n^existait  pas,  ainsi  que  les  changemens  q|ie  ce  lieu  ^prouve  par  Tactioa 
des  autres  planfetes.    II  est  donc  visible  que  la  longitude  moyenne  doit  ^tre 
corrig^e  par  les  principales   in^galitds,   dues  aux  pertuibations,  pour  former 
IWgumcnt  de  r^qualion  elliptique,  ou  qu^il  faut  regarder  les  corrections  da 
cette  ^quation,   qui  en  r^sultent,  comme  de  nouvelles  in^galit^s.    Cette  der* 
oi^re  m^thode  a  ^t^  appliqu^e  a  rin^galit^  de  Saturne,  42o\sin^i3^w6Va^T-S^) 
(S*  s  >{));  poor  la  grande  in^galitd  de  Jupiter  el  de  Saturne,  qui  d^pend  de  la 
troini^me   dimension    des   exf  entricit^s ,    les   astronomes  ont  employ^  la  pre* 
Biikre  m^ihode.    £n  eOet,  si  Ton  se  trompe  sur  la  longitude  de  Saturne  de 
4'^'f  ce  qui  est  le  maximum  de  sa  grande  in<^galit^,  cette  erreur  pourra  alt^rer 
r^quation    du   centre    de   6^    En    nommant    donc    les    v^ritables    longitudei 
Bioyennes  de  Jupiter  et  de  Saturne,  e-|-/i/>  e'-|-/iV,  leurs  grandea  in^galit^s^ 
A,  A%  on  doit  prendre  pour  argument  de  f^quation  du  centre,  Of.ZZi  -^nt-k-A^ 
"^  =  i' -|- /1  / -f- A^    II  sVn  suit  qu'en  corrigeant  une  longilude  observ^e  par 
r^quation  du  cenlre,  on  ne  trouvera   pas  t-^-nt,  mais  t^^-nt  -^'  K^  et  que 
par  cons^quent  on  ae  trompera  de  la  valeur  A,  que  ia  grande  in^galit^  avait 
^    )l  r^poque  de   robservatiou.  si  Fon  d^termiue  ie  moyen  mouvement  par  deS' . 
Obs^rvations ,   sans  lea  corriger  par   la  gran^le  in^galit^;   ce  qui  a  i\t  le  caa 
dans  le   tems,.ou  cette  iu^galit^  n'^taii  pas  cenuue.    Si    Ton   d^signe  par  T 
le   tems  ^coul^    entre  les  ^poques  de  deux  observations,    et  par  M,  N,    les 
valeura  de  A  qui  y  r^poodent,  on  trouvera  €-{f-/i/-}<' M  et  €^/}  /-h^3^~t"^t' 
ppur  les  l«>ngituiles  mo^rennes,  ce  qui  donnera  /iT-);-N  — M  pour  le  moyeii 
moiivement    <ians    le    tems    T:    on   commettra  donc    une   erreur  de  N  —  M. 
Comnie    A,  A',   ftont   propostionneiles  li  sin  (3*^  —  s^ -)-.....),    le   nidme 
iuieivalie  T  pouria   donuer  une  eirtur  plus  ou  muuis  graodei    pMiiive  ob» 
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negalive,  une  acc^l^ralion  ou  retardation  du  moyen  mbuvcment.  LVrreur 
peiU  monter  a   2  A  =  ^gV  et  a  aA^zzgG',  si  rinegalili  a  eu  sa  plus  gvande 

valeur   posilivc  et  n^galivc  h  T^poque  des  deux  observations.    L'effel  — -  — 

que  cetle  erreur  peut  avoir  sur  la  d^termination  du  mo}'en  mouvement, 
depend  de  la  longueur  de  la  p^riode  de  la  grande  inegalit6  A,  A',  ou  da 
iems  dans  lequel  Targument  5"^  —  2  Ql  —  /.6J  ',8-9  -j-  i^  .  o^^oooS^g  ou 
5"^  —  2!^  — /.53",878 -+-/*.o",ooi  176,  aupmente  de  i'^o*.  Or  le»  mouvc- 
mens  annuels  ^tanl  5n'rz  219984' ,  2/?  rr  21  'wi3',  on  trouvera  que  cela  arrive 
dans  respace  de  4^9  ans.  Dans  une  p^riode  entiere  de  918  ans,  les  in^ga- 
tit^s  A,  A',  8'ivanouiront  deux  tbis  et  changeront  de  ao' i  —  at/ ,  et  de 
48' h  —  4^'.  Le  moyen  mouvement  de  Saturne,  ddtermin^  par  deux  observa- 
tions  qui  ont  i\i  failcs  h  des  ^poques,  oii  A'  ^tait  —  4^'^^48'i  «©«"*  ^''op 
grand  de  96'  jpom  4^9  ans,  ou  de  12"  h  i'i'  par  an.  Deux  aulies  observ  - 
tions,  donl  la- premiere  ripond  h  A' n:  4^',  la  seconde  h  A!  ~  —  4^'»  ^^"' 
neront  le  moyen  mouvement  trop  petii  de  la  mdnie  quanlit^.  Ainsi  le  moyen 
mouvemenl  pour  4'^9  ^^^  paraitra  plus  petit  de  192',  que  dans  la  periode 
anterieure  ou  pbstirieure,  d'ou  il  r^sultera  une  retardation  ou  accil^raticn 
apparente  de  Satumc.  Au  reste ,  comuie  A  et  A'  sont  affectes  de  signes 
contraires,  le  mouvement  apparent  d'une  de  ces  deux  pian^tes  sera  acc^- 
tiFr^,  lorsque  faulre  est  retard^.  Tout  cela  est  parfaitemeni  d'accord  avec 
les  observations. 

'Quand  on  aura  corrig^  ainsi  rargnmeni  de  r^quation  du  centre,  IVqua- 
tion  elle-mime  et  le  rayon  vecteur  auront  encore  besoin  d\ine  correction. 
Nou»  avons  suppos6  ii^a^  —ri^a'^   ou   v^a^zzij   mais    on   a,   en   vertu  dc 

rattraclion    mutnelle     (%.   Si.   (C)),    /j^ci^  = -,  n^a'^^   ou  en    n^gligeant 

"*)  ('  +  ''O  ^*  ^'  faudra  donc  augmenter  a—l—^  d  de  la 
quantit^  ~ ,  pour  avoir  sa  juste  valeur,  -qui  doit  6tre  employee  dans  le 
ealcul  elliptique.  D^ailleurs  on  devra  tenir  compte  de  la  variation  s^culaire 
de  rexcentricitd ,  au  moyen  des  valeurs  -^,  ^T»  fl**'  ^^^  ^^®  donn^cs 
($.  227.)  pour  Jupiter  et  Saturne^  les  seules  plan^tes  ou  cette  correction  soit 


/ 
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n^ce^saire.     On   calculera  donc  riiqualion  du  centre  et  le  rayon  vecleur  sur 
les  formules  donndes  plus  haut  (I(.  §•  i^^.),  en  y  Aubstiluant 

5.  aS^.  Dans  rejsposilion  des  m6thodes  pour  d^lerminer  les  clemens 
des  orbites  plan^taires  par  des  observations,  que  nous  avons  donriee  dans  le 
Tome  IL  de  cet  ouvrage,  nous  avons  pris  pour  base  la  th^orie  de  Kepler: 
ainsi  noua  avons  supposi  que  les  planetex  n'ont  point  d^autres  inegalit^s  que 
cefles  qui  r^sultent  de  ieur  mouvement  elliptique.  L^fiet  incounu  des  pertur- 
bations  doit  donc  avoir  eu  une  influence  pernicieuse  sur  la  d^termination 
des  ^l^menSi  k  laquelle  on  ne  pourra  rem^dier,  que  lorsqu^on  ronnaitin  la 
theorie  desi  perturbations  avec  la  mSme  pr^cision  que  celle  du  mouvement 
elliptique.  Maintenant,  ayant  d^veIopp6  toutes  les  perturbations  mutuelles 
des  planeles,  41  faut  combiner  ies  in^galit^s  ou  ^quations  qui  en  rdsultent, 
avec  les  observations^  pour  corriger  les  ^l^mens.  Pour  cela  on  calculera 
toutes  les  in^galit^s  pour  T^poque  d^une  observation,  en  supposant  les  ^lemens 
€K)nnus,  et  on  les  appliquera  it  ki  longitude  observ^e,  en  changeant  leurs 
jignes,  parceque  les  formules  pr6cidentes  sont  destin6es  a  convertir  la  longi- 
tude  mqyenne  en  longitude  vraie,  La  longitude,  corrig^e  avec  toutes  ces 
perturbations,  donnera  la  longitude  moyenne,  qui  pourra  servir  d^epoque. 
Cest  un  de  ces  cas,  si  fr^quens  dans  rastronomie,  ou^  a  cause  des  diflScuIt^s 
que  pr^sente^  chemin  droit,  on  approche  de  la  verit6  par  des  d6tours,  qui 
ressemblent  k  un  cercle  vicieux,  mais  qui  forment  eOectivement  une  spirale 
tr^s-convergente.  Pour  d6terminer  les  ^i^mens  elliptiques,  il  fallait  com- 
mencer  par  adopter  la  fausse  hypothfese  du  mouvement  circulaire;  les  i\i* 
mens  elliptiques  sont  n^cessaires,  pour  calculer  les  peiturbations,  sans  les- 
quelles  il  est  imposslble  de  d^terminer  exactement  les  ^I6mens«  L^astronomie 
doit  a  celte  m^thode  d'approximation  les  v^rit^s  les  plus  importantes,  qu*oa 
n^aurait  jamais  d^couvertes,  en  «uivant  le  chemin  droit. 

5.  '238,  On  a  vu  dans  le  Tome  II,  que  le  mouvement  des  noeuds  et 
det  apsides  des  plan^tes  a  i\i  determiiie  imm^diatement  par  observation^ 
noua  venons  de  diterminer  le  m£me  mouvement  par  la  th^orie  de  la  pesan* 

54 


426  ASTRONOMIEPHVSIQUE 

teur  universelle.  II  est  donc  fitcile  de  v^rifier  cette  th^orie  par  la  compa* 
raison  des  formulea  prjc^dentes  avec  les  observalions;  on  ponrra  m^me 
s'en  servir,  pour  corriger  les  masses  des  planfeles  que  nous  avons  adopt^es 
dans  ces  formules.  Le  plan  de  cet  ouvrage  ne  permet  \m  d^entrer  dans  le 
d^tail  de  ces  recherches,  qui  d^ailleurs  n'ont  aucune  difficult^.  II  sera  ce- 
pendant  utile  de  dire  quelques  mots  relativement  k  la  grande  in^galiti  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  la  seule  perturbation  p^riodique  des  planfeteSy  que  les 
observations  avaient  indiqu^e,  .longtems  avant  qu'on  se  doutdt  de  leur  attra- 
ction  mutuelle. 

Kepler  avait  di]h,  remarqu^,  que  le  moyen  mouvement  de  Jupiter  et 
de  Saturne  nVtait  plus  conforme  aux  observations  de  PtoI6m6e;  et  Flamstead 
observa»   que  les   tables  de  Tycho  donnaient   trop  de  vitesse   k  Satume  et 
trop  peu   k  Jupiter,   d^oili   il  suivait  une  acc^l^ration  du  moyen  mouvement 
de  Jupiter,  et  un  retardement  de  .Saturne,  dans  le  sifecle  ^couli  entre  Tyche 
et  Flamstead.    Cette  ^quation  sjculaire  est  trte-sensible  dans  Satume»    Si  on 
compare   Fopposition   de   cette  planfete»   observto  aaS  ans  avant  J.  C,  avec 
celle  de  Fan  i^i^t  on  trouvera  le  mouvement  annuel  de  Saturnen:  xa^i3'35'^ 
Comparant   ropposition   de    iSg^  avec  celle  de  1713 »    on  trouve  le  mouve- 
ment  annuel=r  la®  i3'ao'%    plus  petit  de   i5'^  que  le  pr^c^dent  (').     Noas 
avons  trouv^,  en  partant  de  ftfpoque  1800»  A  =  — 0' sin  >)/($.  a35.)y  en  faisant 
^'  =  55  —  al>  +  2^35'  i4''—  /  .  53",878  -j-  /*.  0^0011757, 
p'  =  287 1'',8  —  /  .  o'',io68  —  /• .  0^000024.     ^ 
Les  lables  astronomiques  donnent  pour  1800, 

5^  — 2!;^  =91040' a3'^  5»'  — 2/1  =  1471'^ 
d^ou  Ton  conclura  la  valeur  de  >|/'  pour  Tan  1800  =  1)4^  i^'^7''  =  4^»  ^t  son 
accroissement  en  /  ans  =  /.i4i7'^  +  /^«o'%ooii757.  Au  moyen  de  ces  valfurs 
on  trouvera  pour  les  ann^es 


^*i 


(i)  ^iironBmU  par  La  Zandt,  ZJ0.  V^  S*  <^^4*  ^^*  ^^^ 
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■ina  avaat  J.  C 

>7'4 

»-»4 

/  =  —  aoaS 

<  =  — 86 

<  =  —  ao6 

>|/'=i6'i'i" 

>j/  =  6o»a4'34" 

x|/  =  i3»ii'aa" 

P'  =  aggo" 

,pr  =  a88i'' 

pr  =  aSgJ" 

A'  =  —  8^5"  =  M 

A'=  — a5o5"  — N 

A'  =  ~66o"  =  M' 

Ainsi   les  deux  prerai^r^s  observations  donneront   le  moyen   mouve- 

ment  annuel  =  w'  H — ~-  zzt/ .—  =  »'  —  o",7 :  et  les  deux  demiferes 

'      194«  i94a  '*' 

»/ H ^^^^^ — zzznf  —  — —  —  n' — i5'',5^  plus  petit  de  i4">8  que  le  prjcj- 

dent,  ainsi  que  les  obsenrations  Tavaient  indiqu& 
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CHAPITRE      Vin. 


Theorie    de    lU    Lune. 


L 


g.  aSg.  JLJa  fh^orie  d.e  la  Lune  est  rapplication  do  probl^e  des 
irois  corps,  et  des  formules  qui  en  ont  donn^  la  solulion,  aux  perturbations 
que  la  Lune  ^prouve  dans  son  mouvement  autour  de  la  Terre,  par  rattraction 
du  Soleil.  Mais  ces  formules  ^tant  trouv^es  par  u|ie  approximation »  fond^e 
sur  des  suppositions  qui  ne  sont  pas  admissibles  dans  la  lune,  la  th^orie  de 
ce  satellite  exige  un  calcul  diff^rent,  et  plus  p^nible  que  celle  des  planfetes. 
Une  de  ces  snppositions  est  celle,  que  la  masse  perturbatrice  soit  si  petite 
par  rapport  k  la  masse  centrale,  qu'on  puisse  n^gliger  son  carr^.  La  masse 
de  Jupiter,  qui  est  k  peine  la  milli^me  partie  du  soleil,  suffit  cependant, 
pour  produire,,  dans  le  mouvement  de  Saturne,  des  in^galites  d'un  degii. 
Mais  dans  les  perturbalions  de  la  lune,    la  masse  perlurbatrice ,    divis^e  par 


G 


la   masse    centrale,  — —  m' ,    est    un    tr^s-grand    nombre,    354790.     Ainsi, 


5 


quoique  ce  nombre  soit  partout.  multipli^  par  le  cube  du  rapport  des  demi- 
diam^tres  des  orbitjes  de  la  lune  et^  de  la  teA*e,  c'est-ii-dire,  divis^  par 
64000000 ;  le  quotient  o,oci6  est  trop  consid^rable,  pour  qu^on  puisse  ni- 
gliger  son  carr^.  Lensemble  des  perturbations  de  la  Inne  est  d^environ  deuz 
degr^s,  ce  qui  ^tant  multipn^  par  o,oo55  donne  4^'  •  ainsi  le  carr^  de  la 
masse  pourra  produite  des  in^galil^s  de  plus  d'une  minute. 

La  m^thode  dont  on  se  sert  pour  calculer  les  in^galit^s  de  la  lune^ 
nVst  pas  essentiellement  diffiirente  de  celle  qui  a  ^t^  employ^e  pour  lea  pla- 
netes.  Cest  la  transformation,  combinaison  et  s^paration  des  trois  iquationi 
fondamentales ,  fournies  par  la  dynamique  ($.  iS^.),    par  laquelle  on  obtient 


^^     ,■ 
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de  nouvelles  formulea  difilSrentielles  qui  dunnent  s^pardment  le  rayon  vectcur, 
la  longitude,  et  la  latitude  ^$.  i64— ^iS^.)*  La  forme  de  la  premi^re  de  ces 
^troU  ^quations  ayant  indiqu6  la  forme  de  son  int^grate,  on  diflRfrentie  cette 
derni^re;  en  comparant  cette  diffiJrentielle  avee  celle  qui  est  donn^e,  on  d&> 
termine  les  coeSiciens  de  Tint^grale;  et  en  les  substituant  dans  les  deux 
autres  ^quations  diflGirentielles,  on  trouve  Tint^grale  de  la  longitude  et  de  la 
lalitude.  Le  d^veloppement  comptet  de  ce  calcul  n*entre  pas  dans  le  plan  da- 
cet  ouvrage.  II  suffira  de  d^duire  des  principes  g^n^raux,  les  variations  des 
^l^mens  de  Torbite  lunaire,  et  ^^^  plus  grandes  in^galit^s  p^riodiques,  .suivant 
la  m^thode  que  Newton  a  adopl^e  dans  son  immortel  ouvrage.  Cependant 
nous  donnerons  aussi  un  abr^g^  de  la  m^tbode  de  M.  de  Laplace. 

§.  24o-  Soit  [lig.  44)  ^  l^  terre,  supposons  que  le  soleil  se  meuve 
autour  de  la  terre  suivant  OSP,  la  lune  L  suivanl  LADBC  dans  une  ellipsa 
qui  s'icarte  trbs-peu  du  cercle,  et  nommons  Q  '^  masse  du  soleil,  divis^e 
par  celle  de  la  terre,  TSrra,  TLzrjr,  LS  =  3.  Cela  posi,  la  terre  sera 
sollicitie  suivant  TS  par  la  force-^=T,  la  lune  suivant  LT  par  la  force 

—  ir:P,   et  suivant  LS  par  la  force -5,  qui  sera  d^compos^e  en  les  forces 

^  —  O  suivant  LT,  et  ^  =  R  suivanl  TS.  Si  la  force  R  dtait  ^gale  &  T, 
elle  ne  changerait  point  le  mouyement  relatif  de  la  lune  aotour  de  la  terre, 
et  son  seul  efiet  consisterait  &  approcher  du  soleil  le  centre  de  gravit^  de 
ces  deux  corps;  d'oii  il  suit,  que  la  lune  s'^loignera  de  la  terre  parallelement 

li  TS,  en  vertu  do  la  force  Qa  T— i)  =  S.  Or  ia  plus  grande  et  la  plus 

petite  valeur  de  z  ^lant  SB  =  a-j-j^  et  SAzza — y,  et  par  cons^quent  sa 
Taleur  moyenne  STrza^  il  est  visible  qu^en  g^n^rai  cette  force  ne  peut  pas 
all^rer  la  distance  moyenne  de  la  lune  h,  la  terre.  Les  forces  qui  acc^Iferent 
le  mouvement  relatif  de  la  lune  autour  de  la  terre,  sont  donc 

P-f  Q  suivant  LT,  et  S  suivant  TS  ou  LM. 

£n  prolongeant  TL  k  V|  menant  la  tangente  de  Torbe  Innaire  LN  qui  esl 
perpendiculaire  k  LV,  et  nommant  (p  Tangle  STL=0  —  C=MLVj  la  force 
S  se  d^composera  en  les  forces  S.  sin  (p  suivant  LN,  el  S.  cos  Cp  suivant  LV. 
La  lune  sera  4onc  soliicitie  par 
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la  force  cadrah  N  =  ^  4-  ^  —  £1^^;^  coa  (p  •uivant  LT, 

«t  la  force  M  mw<xni  la  iangente  LN  =  — ^T"a — ^  •''^  ^* 

La   dernifcre  est  «mpToy^e  principalement  k  modifier   la  ritesse  de  la  lune, 
tandis  que  la  premifbre  alt^re  la  nature  mime  de  son  orbite. 

Dans  les  syzygies  A,B,  on  a  ain  4^  =  0,  dans  les  quadratares  C,  D, 
z~a^  la  force  M  est  donc  nulle  dans  ces  quatre  points.  Depuis  le  dernier 
quartier  C  jusqu!a  la  nuuvelle  lune  A,  sin  $  est  positif  et  «^a;  du  piemier 
quartier  ii  la  pleine  lune  B,  sin  $  est  n^gatif  et  z^^a:  la  force  M  est  donc 
posilive  ou  4icc4lerutrice  dans  ces  deujc  cas^  elle  est  n^gative  ou  retardairice 
depuis  ia*  nojuvelie  iune  jusqu^au  premier  quarlier^  et  de  la  pleine  lune  aa 
dernier  <quartier« 

§.  ^4i-  Dans  1e  premier  et  1e  demier  quartier  on  a  cos  4^  =  0,  z  —  Of 
partant  N  =  ^,  +  ^;  dans  la  conjoncUon  A,  N  est  =z^  +  ^flfjjl  +  ^ 

zr  — j— ^ — ^,  et  k  oause  de  la  pedtesse  de  y  par  rapport  h  a,  H  — 

-^  k  fort  peu  pres 5  dans  lopposition  B  on  a  N  =:  —  ^ ^ — :  ' 

y9  ^3  r       r      J  rr  ^.   i     ^y^a)*       a' 

—  -^ -^*    II  suit  de  Ikj  ^ue  la  force  centrale  -^  ^prouve  la  plus  grande 

augmeniation ,  -^,  dans  les  4/uadraUires ,  «t  la  p\u$  gmnde /Sminuiion,  — ^^ 

■a  a 

dans  les  syzygies. 

Ajant  abaiss^  sur  ST  la  f>erpendiculaire  LF^  on  a  \  tris*pea  piis  2=:SF« 
d'ou  il  suit  z  'n  a-^y  cos  (J)  et  z^zza"^  —  3a^jr  cos  $•    Cela  donne 

li  s'en  suit,  que  la  force  M  est  un  maximum  positif  dans  lea  octans  qai  pfi- 
c^dcnt  les  syzygies^  et  un  maximum  n^gatif  dans  ies  octans  qui  pricfedent  les 
quadratures.    La  force  centrale  est  =  -^i  et  n^6prouve  par  consdquent  aucune 

altjration^  si  1  -f~3cosjit$  est  nul,  ou  cos  2$=i  — •;,  cVst-it^dire  lorsqne 
(I)=54^44',  CJ)=  125^16',  (?)=  i35°i6',  ou  ^zziiS^''^^  ce  qui  arrive  k  10  degr«s 
avant  ies  octans  qui  pricjbdent  les  ayzygies,  et  li  10^  aprds  les  octans  qui 
pr6c^dent  ies  quadratures.    Dans  ces  quatre  points,  la  force  ceabrale  change 
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prjcisjmeiit  en  ravon  inverse  du  carr^  des  distances;  mais  dans  tout  le  reste 
de  Torbite  lunaire  la  force  centrale  suit  des  lois  diffiirentes.  Qierdiona  la  loi 
qui  a  lieu  dans  les  points  principaux  de  rorbite» 

Dans  les  quadratures  on  a  N  = r~?    *    ^^  d^signant  par  j/  une 

¥aleur  tr^s-peu   difllirente  de  y,  et  par  N'  la  force  centrale  dans  la  distance 

— 5-  —  a\  de  sorte  que 

1  •4*  OL       I  "4"  oS 

N  :  N' : :  — —  :  — —  ,  d  6tant  ^  peu  prfes  o,oo5  (J.  aSg.)- 

Or  y  doit  6tre  exprim^  par  le  rayon  de  la  terre  CS-^9-)t  ensorte  que  ^r=6a 
k  peu  prfes^  d^ou  il  suit  que  toutes  les  puissances  de  y,  qui  ont  un  exposant 
positif,  soit  entier  soit  fractioanaire,  senl  des  nombres  plus  grands  que  Tu* 
nit^;  cons^quemment  on  peut  donner  ^  la  proportion  pr^c^dente  cette  forme^ 

N:N^:?!^:^:: 


V  ^tant  uae  trfes-petite  firaction  positive,  et  n  <<  d»  II  suit  de  W ,  que  dana 
les  quadratures,  la  fbrce  centrale  change  dans  un  rapport  qui  est  moindre 
que  celui  du  carri  des  distances.. 

Par  le  mime  procid^  on  trouvera  dans  les  syzygies, 

^  •  ^    •  •  ^i  •  ya •  *  "y^  •      ya     '  •    ^»    '    y»    '  *  ^JHHX  •  ^'9HhX  y 

p  ^tant — —  =2azz:o,oii»  On  a  donc  i-^azzjr,  et  x  —  P=jr  ,  d'ou 
Ton  tire 

V  logjr  =  log  (f  +  a),      —  X  l<^gy  =  'Og  ('  —  P)»   ^^    ^  ^^^^    P®"^   P'^*» 

»log^  =  a,    X  log  jr^pz:  aa,    donc    Xznav. 

En  faisant  N  =  -j^ ,  m  esl  plus  grand  que  a,  et  m  —  a  =  2  (a  —  w).  II  en 
euit  que,  dana  les  syzygies ,  la  force  cenlrale  change  dana  un  rapport  plua 
grand  que  celui  du  carrA  dea  distances. 

La  partie  de  la  force  centrale»  qui  modifie  la  nature  de  la  courbe, 
eavoir  \ — N  =  ^(i-|-3cos2(p),  est  un  majcimum  =— i^  dana  les  sjzygie»; 
auua  sa  valeur  actuelle  dipead  de  la  situatiott  dea  apsides.   Si  Ton  nomme 
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!V,  N',  les  forces  centrales  dans  les  syzygies,  qui  convie^^nent  aux  distancef 
y,  y,  on  a  vu  que 

N  •  N' •  •  ?^^-?-^ •  «'-^^^' 

Ce  rapport  serait  pr^cis^ment  le  rapport  inverse  du  rarr^  des  distancet ,  si 
^Oy^»  ^Oj^/  ^laient  ^gales:  il  sera  donc  dirangi  d^autant  plus,  que  ^  et  / 
di({%rent  plus  Tun  de  Tautre.  Or  leur  difiiirence  ^tant  un  maximum,  si  Pun 
des  deux  poinls  coincide  avec  le  p6rig6e,  et  Tautre  avec  Tapog^e,  il  en  suir, 
que  la  force  centrale  s^^carte  le  plus  du  rapport  inverse  du  carr^  des  dis- 
tances,  et  que  par  cons^quent  la  nature  de  rellipse  ^prouve  le  plus  grand 
djrangement,  quand  les  apsides  coincident  avec  lessyzygies;  etque  le  derange- 
ment    est    le  plus  petit,  lorsque  les  apsides  coincident  avec   les  quadratures. 

§.  24^«  On  a  vu  (§.  240.)  que  la  force  M  augmente  la  vitesse  de  la 
lune,  dans  toute  la  portion  de  son  orbite  de  C  en  A  et  de  D  en  B,  mais 
qu'en  A  et  B  elle  commence  k  la  relarder.  II  en  suit,  que  la  vitesse  de  la 
lune  est  un  maximum  dans  les  syzygies,  et  un  minimum  dans  les  quadralures> 
et  que  par  cons^quent  sou  mouvement  horaire  augmente  depuis  les  quadra- 
tures  jusqu'aux  syzygies  ,  et  quMI  diminue  des  syzygies  aux  quadralures.  11 
en  nait  la  grande  indgalil^  du  mouvement  horaire  r=:  4o^'cos2CP,  qui  est  -|-4o'' 
dans  les  syzygies,  — l^o''  dans  les  quadratures,  et  nulle  dans  les  octans:  on 
la  trouve  dans  la  Tab,  LI.  de  M.  Biirg. 

Dans  les  syzygies,  la  vitesse  est  un  maximum,  et  la  force  centraleun 
minimum  (§.  ?^\.).  II  suit  de  Ih,  que  le  mouvement  de  la  luuc  s^^carle  moins 
de  la  tangenle,  ou  que  son  orbite  a  la  plus  grande  courbure  dans  les  syzy- 
gies,  et  la  plus  petite  dans  les  quadratures.  II  est  donc  visible ,  que  la 
lune  approchera  le  moins  dc  la  tcrre  dans  les  syzygies,  et  le  plus  dans  les 
quadratures.  Or  comme  il  est  irapossible  que  la  tune  approche  continuelle- 
ment  de  la  terre,  son  orbile  nVtant  pas  une  spirale  mais  une  courbe  fermfe, 
il  s'en  suit  que  la  lune  commencera  k  s'£loigner  de  la  terre  dans  les  syzy* 
g  es ,  et  &  s^en  rapprocher  dans  les  quadratures ,  et  que  par  cons^quent  sa 
distance  ii  la  4erre  est  la  plus  petite  dans  les  syzygies,  et  la  plus  grande 
dans   les  quadratures;   de  manibre  que  son  orbite  ressemblera  k  un  cerclei 


j 
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tpkti  •ar  k  ligne  det  •ycygiea,  et  alongi  tur  la  ligne  des  quadratiirei :  ce 
qoi  est  conforme  it  rin^galit^  de  k  parallaxe  =r  <26''co8  2  4>  (II«  $•  ai3.).  Oft 
Terra  aiaAonent ,  qoe  ceia  anppose  Torbite  eircolaire ;  s\  Ton  a  6gpird  k  aon 
ellipticitA,  on  troovera  de  pareila  diangemensi  qu^^prouve  rexcentridt^  ou  la 
Mtore  de  rellipte. 

Soit  (^ftg.  4^.)  T  le  foyer,  C  le  centre,  A  Tapog^ei  B  le  p6rig6e,  CT 
rexcentriciti  de  rorbite  elliptique  ALB  que  la  lune  L  d^crirail  continuelle- 

ment|  si  la  force  centrale  N=  -^   Atait  toujours  en  raiaon  inrerse  du  carri 

de  la  distance  TL=j,  oo  ce  qoi  revient  ao  mime,  si  n  ^tait  zz  2«  Maia  ai 
la  fiDrcCi  de  A  en  B,  augmente  dana  on  rapport  plus  grand,  n  6tant  >>  a,  la 
lune  approchera  de  la  terre  T:  sa  vraie  orbite  Alb  tombera  en  dedana  de 
reilipse  ALB,  Tb  sera  moindre  que  TB,  et  c^  le  miUeu  de  Ab,  sera  plus 
iiloignj  de  T  qoe  le  centre  C;  cons^quemment  rexcentricit^  Tc  augmentera 
d^autant  plus,  que  le  grand  axe  A^  diminue  en  mftme  tems.  Par  la  m6me 
xaison,  en  supposant  encore  n  >>  2,  la  lune  s'£cartera  de  la  terre  de  i  en  A, 
parceque  la  force  centrale  diminue  dans  un  rapporl  plus  grand:  elle  d^crira 
rellipse  ida,,  et  le  milieu  y  de  ba  sera  plus  ^loigni  de  T  que  c;  ainsi  Vex^ 
centriciti  augmentera  6galement  dans  rautre  moiti^  de  rorbite.  Le  contraire  auia 
lieu,  si  n  est  plus  petit  que  2.  Or  n  surpassant  le  nombre  2,  ou  celui-ci  surpas- 
sant  n  le  plus,  selon  que  les  apsides  coineident  avec  les  syzygies  ou  avec  les  qua* 
dratures  ($•  ^^iOi  >!  ^^  sui^»  q^e  rexcentricit^  est  un  maximum,  lorsque  les 
apsides  coincident  avec  les  syzygies,  ou  la  plus  grande  ^quation  du  centre 
avec  les  quadratures,  et  qu'elle  est  un  minimum,  si  la  plus  grande  ^quation 
a  lieu  dans  lessyzjgies;  et  qu^engen^ral  rexcentricit^  augmentera  ou  diminuera, 
selon  que  la  ligne  des  apsides  avance  des  quadratures  aux  syzygies,  ou  des 
syzygies  aux  quadratures.  Ce  sont  precis^ment  les  m£mes  ph^nomfenes  que 
Ptol^mie  avait  dij&  observ^s ,  et  qui  sont  connus  sous  le  nom  A^dpection 
(II.  §.  195.).  Ce  changement  de  rexcentricili  est  parfiiitement  conforme 
h  celui  que  les  astronomes  modernes  ont  d^termin^  par  observation,  et  qui 
est  proportionnel  au  cosinus  du  double  de  la  dislance  du  soleil  ii  rapog^e 
de  bi  lune  (^H.  $.  19H.). 
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$•  043.  Si  l^  points  ou  la  lune  parvieut  4  aa,  plua  graade  .«rt  k  «a  pl^ 
jjetiter  distance  de  k  terre»  ne  aont  pas  les  m^mta  k  chaque  i4¥t>ll»ltoiif  #&  v4v 
l^tabie  ori>ite.  ne- sera  pas  une  ellipse,  mais  una  :autni  four^e,  ftopit  >U..natttrt 
(^l»ejid  des  perturbatipns>  il  en  est  de  mivip  des  chang^ena  d^.l^cJicfesfffidir 
t^,  dont  nous  venons  de  parler.  Mais  comme  la  lune  ne  s^^partQifrasJi^aiHmp 
de  reilipse,  et  que  toutes  les  tables  astronomiques  sont  fond^es  sur  la  tb^orie 
elliptique,  cette  th^orie  a  ^t^  adopt^e  aussi  pour  la  lune^  et  Ton  a  repr^sentj 
le  mouvement  des  apsides  par  une  Gction,  en  supposant  que  la  lune  d^crit 
une  eliipse  qui  tourne  en  mdme  tems  auto«r  de  1a  terre.  Pour  r^pandre  plus 
de  jour  sur  eette  mali^re ,  il  sera  ii^eessaire  de  dire  queiqaes  mots  rar  1e 
nouvement  d^un  corps  dans  nne  ofbite  mobile,  en  supposant  que  ce  mouve* 
lnent  rdsulte  d^une  petite  d^vialion  de  la  force  centrale  du  rapport  invene 
dti  carrj  difrs  dhtances. 

Soit  (Fig.  4  >.)  A'  M'  B^  rorbite  elliptique  de  ta  luHe,  C  la  terre,  A'  fo 
^pMgie  f  M^  le  lieu  oh  la  lune  se  trouverait  k  une  certaine  ^poque ,  si  son 
fboavement  Vtoit  pas  troubM  par  le  soleil.  Supposons  qu^en  vertii  de  css 
^rtorbatitms ,  rellipse  entlfere  tourne  autour  de  C,  ensorte  qu^elle  prenne  la 
position  AMD»  faisons  ACMrzA^CM^:  cela  posi,  M  sera  le  vrai  lieo  de  It 
hiile,  et  CM=:CM'=y  la  vraie  distance.  Le  mouyement  rid  de  la  lane  de 
A'  en  M  est  compos6  de  son  mouvement  relatif  A^  M'«  et  du  moupemeni  de 
forbite  A' A.  Dibignons  par  w  ti  v  les  vitesses  relatire  et  r^elle  en  M  ou  M\ 
^X  supposons  que  les  vitesses  anguiaires  dans  le  mouvement  r^l  et  le  mouve- 
iment  relatif  soient  entre  elles  comme  jui  a  i^  et  qtie  rellipse  soit  donn^  parune 
'^quation  entrelerayon  vecteur  jet  la  perpendiculaire  abaiss6e  sur  la  tangente, 
CT-rzCT^—u.  Si  dans  le  tems  df,  la  lune  parcourt  Tarc  Mm  =  Mm,  et  que 
dans  le  m^me  tems  Torbitc,  en  fournant  aulour  de  C,  d^crive  Tangle  mCft, 
ayanl  fbit  Cjx  =  Cm,  \l  sera  le  vrai  lieu  de  la  lune  au  bout  du  tems  t^^t, 
et  M|i  est  r6l6ment  de  sa  vraie  orbite,  Ctz^p  ^tant  perpendiculaire  ii  Mft, 
M  M/tv  utt  arc  de  cercle^  d^crit  du  centre  C.    Cela  pos^  on  aura 

Mn  :  M  V  : :  1  :  /A,     M  u. :  M m  : :  v  :  iv,     m n  ~  dy, 
^t  en  faisant  MT  =  y(y*~0  =  y,  les  triangles  semblabies  MCT,  niMtt, 
donneront 
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M/n  =•►——,  *Mn/zz  — ^t    donc  Mfi=   —         et  Mv=  ^ — ^. 

Si'^n'tu1)siirufll  iyiv^4-Aii»*— Mft*  et  |yivrr/w/i=3j;,  on  aura  i-^ ||-zz^!^^,  ou 

(i;  i  •  . .  •  V  ^    HI  tv*  y    +  jyi   tV^  ii% 

et  les  triangles temblables  MCi,  jyiMv,  fourniront  C/=  ^  CM,  donc 

\V P—  — — • 

D4ns  le  p^rig^e  A^,  CA^  est  perpendiculeire  eux  aros  de  reTIipse  et  de  la 
Traie  orbite  lunaire,  parceque  la  rotation  de  rorbite  autour  de  C  doit  con- 
atamment  £tre  perpendiculaire  au  rayon  vecteur.  On  aura  donc  dans  ce  point 
y  —  p  —  CA'=.^^eJt  la  vraie  vitesee  t;  aurm  une  valeut  e  qoi  est  d^termin^e 
par  les  £l6mens  de  Torbite.  Or  dans  toutea  ies.  foree|S  centralei.9  lea^.i^itessei^} 
sont  en  raison  inverse  dea  perpendiculaires,  abaiss^es  de  C  sur  la  tangente 
($•  21.;^  d'oii  Ton  coftclnra  ' 

-i?  =  —  — Cpar  (""jji    donc  w—  —  1 

ce^  qni  ^tant  substilui  en  (O  (  0«  donnera 

^  ^                                 jyL*ttV'         •         ^^              '^        y(^'-hM.'tt*) 
Si  on  fait  MCfJirzdcPt  les  triangles  semblables  MCt,  laMv,  donneront 
B^m:^! — ^  l^(y^/>^)7  «t  l'on  a,  pour  toutes  les  forcee  centrales^  j^d^rz 

($.20.),  tfod  Fon  lirera  djr=  —  V^^*— p^,   et  en  diflRSrenfiant,  ddjzz 

£n  substituant  cela  dans  T^quation  IV  (§.  -sQ^t  on  aura  pour  toutes  les  forces 

cebtrales  P  r^quation,  ngV  —  —^ .    Mais  A  =  vp  —  c€  (J.  21.),  donc 

f   o  y 

<  ■ 

Dans  Fellipse  ou  Torbite  relative^  wuzz  —  dpit  avoir  une  valeur  constante 
Cf   d'o6   il  suit  que  y.  e«t  auMi   une   con«taPte.    £n    tliQiireotiant   donc   (4) 

« 
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Si  on  Bomme  Q  la  force  centrale  dans  rorbite  eUiptiqoe  A'M^  ^i  doit  ttft 
proportionnelle  k  — ,  on  aura  de  mftme  ^gQ  ~  -j^  ,  et  en  nommant  >  la 
vitesse  relatiire  dana  le  p^rig^e  A',  et  subftlituani  C=::wuz=:ye, 

Or  dans  les  apsides ,  le  mouvement  rM  et  le  mooTement  rekiif  sont  d# 
petits  arcs  de  cercle  autour  du  centre  C,  d*oJk  il  suit  quci  Ces  deos  viiessei 
seront  entre  elles  comme  les  vitesses  angulaires:  on  a  donc 

c :  7  ::  |4  :  1,  consiquemment  2gQ=  l/u^^y* 
Si  on  subsiitne  celaen  (6),  on  aura 

(7) ',V-9)='^^^^. 

ce  qui  est  la  pariie  de  la  force  cenirale,  qui  dir^nge  le  mouvement  ellipit'* 
que,  en  tourttant  rellipse  autour  de  C,  et  produtsant  le  mouvement  des  apsides. 
$.  244*  ^  force  perturbatrice  que  nous  venons  de  trouver  (7),  est 
r^ciproquement  proportionnelle  au  cube  ^de  la  distance  j,  tandis  que  Q  Tesi 
au  carr^.    On  peut  donc  faire  la  dernicrd  =  -,  t  la  premi^re  =  —  t  et  psr 

consiquent  la  force  cenirale  eniibre,  P=  — ^^-^ — •     En  comparani   cela  aoz 

expressions  pric^denies  de  'igV  et  2^  ($.  243.),  on  aura  h^zz- — ,  pariant 

^^VSigb^±y^ 

Si  on  e^ii  yzze  +  z,  P=  ^±1^,  on  aun  P  =  J^ll±^±il5,  doacf=VV, 
et  A^=E«^F0«  Comme  rorbite  lunaire  s^^carte  fori  peu  du  cercle,  on  peut 
supposer  le  paramMre  iz=i2e,  ce  qui  donne  ($•  3J«  (3);  y^e^zzgf^k-zz^gte^ 
d'oA  il  vient  ^gh?  -f'  >*  c*ir  2gE,  donc 

jquation  qui  servira  \  comparer  les  mouvemens  de  ta  lune  et  de  nes  apsides. 

Si  dans  un  ceriain  iems,  la  lune  va  de  A'  en  M^  ie  p^rigte  de  A^  en  A, 

les  viiesses,  avec  lesquellcs  croisseni  les  angles  A'CM  et  A^CM',  aeroni  enire 
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tllM  eoame  |i  et  i  ($.  34^.).    Ea  noonBaBt  donc  le  mottvemeBt  reUtlf  de  ta 
Ibm  AXM^zrC*  celui  de«  apNdei  A;'CA=:4>  oa  aura 

d^/=d.A'CM-ac=(»t-OaC=^~^^dC 

Si  on  bit  E  4-  F^=  Y^  on  aura  dans  le  pjrig^  Y  :=:  E|  jr  ^lant  rre:  ainsi 
y.itanf  =i?-f  dj^=ij+-3,  Y  deviendra  E-}-dY=E  +  F«  =  E-f-Fd^,  d'ou  it 

d  Y 

yieat  F  =  — .    Le  mouvement  des  apsides  aera  donc 

Le  mouTemeat  9C  ^lABt  tou)oura  direct,  il  en  suit,   que  lef  apsides  de  la 
lune  auront  un  monvement  direci  ou  ritrogrode,  seton  que  —  est  pluf  ou  moina 

y 

grand  ^ue  —  ,   et  quMls   aont  atationnairea,   Iprsque  —  =  -^.    Alora  on  • 

Y        '  flt 

d.log/  =  a.  log  Yt   donc  Y  =  «j,  et  P=  — =— :    la  force  pertnrbatriet 

y      y ' 

diaparatt,  et  le  mouvement  est  elliptique 

La  force  centrale  est  en  g^ral  (J.  t^t.),  N=-^— -2221— ^221=—^ 

En  Ciisant  dona"^^'^^^      0=S,  on  aora  Y=/— Sy^,  d^oik  |—  =i— 48f^* 
U  en  suit  d^^  —\^  "^Zs^  —  ^  c^C»  ou  k  trts-peu  prka 

d.|;  =  <VCl+3Sjr3)-lfaC  =  |Sjr3dC 

Supposons  qne  le  mouvement  piriodique  de  la  lune,  dC»  ^it  k  son  monre* 
ment  synodiquei  — d$,  comme  n  k  i,  ou  dC=  —  nd^):  aiors  om  aura 

d^—      '  ■[    (dC  —  3iid$cos  a^)^ 
dont  rint^grale  donnera  le  moui^ement  des  apsiJes, 

+  =  -^  (C  —  §«  «tn  2(». 

G  y* 
Le   premier    terme    donne  -~-  270*  pour  le  mojen  mouvement  des  apsides 

dans  un  mois  p^riodiquei  lequel  est  par  cons^uent  toujours  direct;  le  second 

ierme ^— ^  Q  Bitm^  donne  la  Ubrotion  des  apaides,  ou  ViipMiion  de  A»* 

fog^e.  Elle  s'6vanouit  dans  les  sysygiea  et  quadratures^  elle  est  un  maximutn 

positif  dans  les  oclans  qui  prjckdent  les  quadraturea,  et  un  maximum  n^« 

tif  dans  ies  octans  qui  pr^cfcdent  ies  syzygies,  parceque  $  =  O  -**  C*    Cel^ 
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€A  ^patfjjiifenent  <)'acoord  av«c  r^tf^ftfHoii  dis- apsidefl^ ,  d^fcooverto^^flhir*  Pto^ 
l^m^e  (11.  §.  196.),  ^ut  e$V  iiHim^tiiietifliM  ayec  1a  •variatidd  de  TekasiiUri^' 
cit^  ($.  242.^^,  ainsi  que  l^  fait  ▼oit;  rbyjpotbbee  que^tes  aslroDomea  modernef 
ont  adopt^e  pour  calculer  T^vection  (11..$*  198.'«  Quand  on  ne  considere 
r^quation  des  apsides  c|u^ii  T^gard  de  la  correction  de  r^quation  du  centre 
qui  en  r^sulte ,  et  qui  doit  nicessairement  d^pendre  de  rancmalie  de  la 
lune,  et  par  cons^quent  du  lieu  des  apsides,  il  en  naitra  un  argument  qui 
renferme  T^longation  du  soleil  te  la,lu|^e,  ot  de  ^la  lune  des  apsides,  cons6* 
quemment  )^  (ji^tapce  du  sol^il  k  Tapog^e  dela.Jui^ie  (II>  §.  ^^9^«.    . 

Soit  Tapog^e.de  la  lune  =^,  Tiqualion  des  apsides,  £sin2.C — O^—dvs^ 
celle  de  reAcontricili,  Jcos2(0  —  cj)i:z37  ($.  242.)  Cela  posi,  le  premier 
Arme^e  Wqua^ott  du  centre^  -^-5!7sin(C--* ^)»'  •^^«'a  besoinda  U  coWectioii 

—  6^8iu  X— «J— 20+2ts3)-^67shi(9Cr--20+C~^.+«V«in^ 
L9  ^^e^^i  .P\Ji  Si^^^T^i^oie  fcerine^  j^o^ne^at  IVi^^ec^/i,  .qui  a  le  mdme  ^rgument, 
sin(  C  — 2O  —  C-t-te);  le  troisifeme  terme  est  r6quatio&  XIII.  de  la  lon- 
gitude  de  la  Ittne,  dahs  les  tabfes  de  M.  Biirg  (IL  §.'  198.  2o40' 

§.  245.  La  Iew:^;A  +  — ^  ^S-  '4^)i  qu»  «ollicite  la  lune  suivant  LT 

y  z 

{Fig.  47-)f  Agit  (Iads  le  plan  de  Torbite  lunaire^  elle  ne  peut  donc  pas  d^* 
p^^er  ce  plan. :  l^ai^  Tautre  force  P  =  —  %  ^ — ^  auiva^t  TS  ou  LMy  .n'ei^ 
pas  dana  qp  plan,  except^  le  seul  cas  ou  le  soleil  est  daas  le  noeud  de  la 
lune:   elle  pourra  Jonc  alt^rer  la  latitude  de  la   lune,  et  nous  avons  trouvj 

(§.  24«0  ^   peu   pres  P—  — ^- .    Supposons  que  la  lune  d^crive  dans 

le  tems  di  Tarc  L/=^dC  autour  de  la  terre  T,  le  soleil  ^tant  en  S,  et 
que  la  prolongation  de  L/  rencontre  r^iiplique  en  N,  de  maiiifere  que  TN 
aoit  la  ligne  des  noeuds,  N  le  noeud  descendant,  en  supposant  que  la  lati* 
tttde  de  Ik  Itine  en  L  est  bot^ate.  Sdit  IX  la  ^pelite  ligne,  parallfele  k  TS, 
^ue  la  hnne  41  parcoofue  dans  le  tems  di,  envertu  de  la  force  P.  Cela  pos^, 
W  vrai  mouv^meut  sera  LX;  'et  si  la  prolongation  de  LX  rencpntre  T^clip- 
tiqoeen  n,  Tn  sera  la  nouvelle  posilion  de  la  ligne  des  noends,  et  NTiir-*d^ 
)a  ciifrirentielle  du  mouvement  r^trograde  des  noeuds.  La  ligne  /X,  ^tant 
fiacallbtft^  k  TS,    et  par  cons^quent    k  r^cliplique,  le   sera^aussi  k  fin,    la 
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commune  section  du  plan  L/X  et  de  r^clip4ique:  ainsi  les  trois  lignea  TS^ 

i\  N/i^  ^tant  parall^les  entre  elles,  on  aura 

^  .        '"  '  "       '  % 

N»= -^LN,  et  TNn=:OTS=:0— »=«. 
Ayant  donc  abaissi  sur  TN  1a  perpendiculaire  /iR^  il  viendra 


7  \  fi  i\ 

nRzzJN/tainTNnzi: LNsina.  et  5inNT/i=  — -,  ou  k  tre^-peu  pr&s^ 

yB  C  T  n  r         r       » 

nR  /X        LN      . 

^  TN  ^dC       TN 

Fuisqqe  nout  regardons  ici  Torbe  lunaire  comme  un  cercle,  on  a 
TLN=9o*,  LTN=i8a^~(£--Q>=»8o*~X,  ^  =sinLTN=«iiiX,  doM 

9^  = —  sin  «jSin  X  = ^  {cos  (X  —  a)  —  cos  (X'4-  a)J« 

Les  principes  de  dynamique  fburnTsseht  les  ^quations  (§.  17.  164.) 

lX:=z%g¥dt^^    et    ^gO^n^a^, 
u  Abant  la  distance  may^enDe  de  la  terre  au  saleil  ^   et  #1  sa  vitesse  moyenne^ 
d»  sorte  que  nd/=dO  ^^  ^^  moyen  mouvement  de  b  terre  ou  da  soleiL 
On  a  done 

/X=  —  a3dO*  =  3v30*cos  0»  «t  en  bisant   t^  =Ay 

.  5^  =  - ^T^  ^O  {cos  (X- a)— cas(X+ a)^  =. 

^^|cos/^0-hX— a)+cos:(p— X  +  a)  — cosCcpl-X+i)  — cos((I>— X— a))^ 
Mais  (p  =  0  —  C  =  «.—  >^»  partant 

(A; ^i  —  —  -7-5-  {'  -f"^^^^~*^*<* — cos  2Xf. 

Le  premier  terme  y  -jr-  =  -r—   est  la  moyenne  r^trogradation  annuelle  des 

noeuds,  qui  par  cons^quent^en  substituantAri3,36  ^5  C$  60.)»  est  r-m>^  11^47  % 
ce  qui  est  de  5a'  ou  de  la  %i  me  partie  plus  grand  que  suivant  les  observfi^ 
tions  (S*  ao5.).  Les  autres  termes^  3^=  — -1-  {cosaa-f^cosaX-— cos  2({!f^ 
donnent  les  oscillations  p^riodiques  des  noeuds»  dont  on  trouvera  Tint^grale» 
en  exprimant  successivement  90  (X^r  ^^»  dX^  et  d^.  Si  on  fait  le  moyea 
mouvement  des  noeuds^  que  nous  venons  de  trauveri  =— itdOi  oa  aunL 
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8X  =  dC  — 30  =  (A-f  *)90f    3(I>  =  aO  — 3C=0  — *)dO;  pwrlant 

(^> ^-ft^  l — TTi — +      b  +  *      +— T3:t — S  - 

5491"  8in  2  (O  —  O;  +  43 1 "  »in  t  (C  —  O)  —  4«8'  »»«  a  X  —  O), 
ce  qui  ne  diffeie   pas  beaucoup   du  rdsultat   que  donne   la  m6ihode  d*Eiiler, 
«avoir  5426'',42o' ,  et  453'  (' ). 

Dans  la  formule  P=  —  y9^*9  ^  ^  ^f^l  ^  lamoyenne,  maia  laTraie 
distance  du  aoleil  k  la  terre ,  qiii ,  en  vertu  de  T^qoation  du  centre »  est 
^a(i  -f- y  C09  f&  *^  cetO,  y  itant  rexcentricil^,  et  |i  Tanomalie  nioyenne  du 
aoleil.  .  II  fitui  donc  mettre  ^— — w^^    ■  ^u  lieu  de  -^ ,  ou  bien  i  —  3  y  oos  fi 

au  lieu  de  i,  d^ou  il  nait  la  nouvelle  ^quation  des  noeuds,    -j-^  3lf'cosfi| 


9  y  . 


dont  rint^grale  est   -^  sin|yi  =  58o'  sin  h  rsuivant  Euler  55 1^* 

U  suii  de  ce  qui  pr^^de,  qu^outre  la  r^trogradation  annuelle  de  19*  i 
20^,  les  noeuds  de  la  lune  aont  assujetts  k  dea  oscillations ,  dont  k  plus  con* 
sid^rable  est  549o''sin  a(0  —  Q)»  qui  a  une  p^rioJe  de  3^7  jours,  iandis  qoc 
les  autres  oscillations  oni  des-p4riodes  de  27!  jours  ei  de  29!  jours,  de  ma- 
ni^re  que,  pendant  une  r^volution  enti^re  des  angles  X  et  ^,  Fargument  a 
&*augmente  que  de  3o^.  On  j^ut  donc  reg^rder*  rin^galilA  qui  d^pend  de 
l'angle .  o,  comme  la  vdritoble  correption  du  moyen  mouvement  des  noeods, 
en  faisant  abstraction  des  oscillatious  p6riodiques  qui,  en  se  r^tablissani  daas 
chaque  mois,  sonl  confondues  avec  les  diverses  situations  de  la  lune  relative- 
ment  aux  noeuds,  et  par  lii  ^happent  aux  observations.  Cela  poai  il  r&ulte 
de  r^quation  ^  =:  5490'' sin  a  (O  —  Q)t  que  le  vrai  lieu  des  noeuds  coincide 
avec  le  moyeu,  le  soleil  ^tani  dans  la  ligne  des  noeuds,  ou  k  une  dbtance 
de  90^:  que  le  vrai  lieu  des  noeuds  devance  le  plus  le  lieu  moyen,  lorsque 
la  longitude  du  soleil  surpasse  de  4^^  celle  d'un  noeud;  et  que  le  lieu  vrai 
des  noeuds  esi  le  plus  en  arrifere  du  lieu  moyen,  si  Tun  des  noeuds  est  de 
45^  plus  avanc6  que  le  soleil.    Tout  cela  esi  parfaitement  conforme  au  mou* 

Tement  p^riodique  dps  noeuds,  dicouvert  par  Tycho  (II.  §.  !io6.)* 

*—    ■        ■  ■— —    I   I  ■  I  III.. 

(x)  Thecria  moius  lunae^  pag.  x^. 
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$.  a/^6.  Le  mouvement  des  noeuds  iiani  coonu,  il  est  aisi  d'en  con* 
clure  la  variation  de  rinclinaison.  Si  Ton  nnmme  y\f  la  latiiude  de  la  lune, 
7|  rinclinaison,  ^  sa  tangpnte,  on  a  tang\|;=0sin  (^ — Q\  donl  la  diffiirenlielle  est 

(O d.!ang>i/  =  0.aCcos(C  — Q)+3dsin(C— Q)— «.dQcosX  — Q). 

Comme  cetle  ^quation  doit  ^galement  avoir  lieu,  si  la  perturbation  est  nuUei 
et  que  dans  ce  cas  on  a  d  •  tang  \|/  =  9 .  c/  C  i*os  (C  —  S3)i  il  ea  suit 

i^^d.Iogtf  =  aQcot(C  — Q\ 

9 

Si  on  substitue  3  Q  =r —  cos  (p  sin  a  sin  X  (§•  a45.)i  on  aura 

d  •  log  d  =: r—  sin  a  cos  X  cos  $  = — ^  (sin  %a  -f-  «in  aX  -|- »1»  a^), 

et  en  int^grant,  par  ce  qui  pr^c^de  (^.  24^*)f 

log«  =  logt«ngH+  -  J_---^_--_?5, 

H  ^tant  rinclinaison  moyenne.    11  vient  de  \k 

log  — ^  =  5491 '  cos  a a  4"  43* ' cos  a X  —  4^^  'cos  a^  :=:  S. 

Or  S  itant  un  nombre  qui  ne  surpasse  jamais  0,03,  on  a,  par  la  th^orie  dee 
logarithmes  -^—^  zz:  1  -f-S  a  tr^s-peu  prfcs,  ou  tang>)  =  (t  ^-S)  tang  H.  En 
nommant  donc  oj  la  correction  de  Tihclinaison,  ensorte  que  >)ii:H4*bi,  on  aura 

tang  t)  =  ,-^1^^  =  OgHi-  w)  (1  i-oi  tg  H)  =  tang  H  +  ——. 

81  on  compare  cette  valeur  avec  la  pr^c^dente,  tangii=ri-{-S)tangH,  il  vieadra 

(I)  =  S  sin  H  cos  H  =  ^^  S  sin  a  H. 

Or  H  =  5*8'46''  (11.  §.206),  donc  ^  sin  2 H  =  0,089«^  tfou  Ton  tircra 

b>  =  490"  cos  2  (O  —  Q)  +  3b''  cos  2  (C ~  0)  —  4a''  cos  2  (C  —  O), 
ou  suivant  Euler, 

w  =  4>^4''  cos  2  (O  —  Q)+  Sfi^^cos  2  (C—  Q)  —  48"cos  2(C—  O). 
Si    Ton    fatt  abstraction   des  petites  oscillations   qui,  eu  se  r^tablissant 
dans   chaque   mois ,    prennent    la  Torme  de  petites  correciions   de  la  latitude 
($.  24^*)f  o^  A  poui*  '^^  varialions  de  rinclinaison,  qui  ont  rannie  pour  p^riode^ 

t,>  =  490^' cos  » lO  —  0}f 
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dou  Ton  conclura  ce  qui  suit.  LMncIioaison  a  sa  valecr  moyenne  5^8^46", 
le  soleil  6(ant  k  la  dislance  de  4^*  d'un  des  noeuds:  elle  a  sa  plus  grande  va- 
leur ,  5^  i6' r6'\  lorsque  le  soleil  est  dansla  ligne  des  noeuds;  elle  est  un 
minimum,  6®  u  J6  ,  si  la  distance  du  suleil  aux  nopuds  esl  de  ^i^»  Cest  par- 
failement  d'accord  avec  les  observations  moderues  (II.  §.  so6.). 

§  247.  La  perlurbation  de  la  lalitude  est  donn^e  par  les  deux  rferniers 
termes  de  T^qDation  (1)  (§.  246.),  ou  il  faut  mettre  U  longilude  currigee  de 
la  lune  a  la  place  de  C  9  ^^  I^  longitude  moyenne  du  noeud  au  lieu  de  Q. 
Cela  pos^,  on  a  d  .  tang  \|/,  ou 

3vJ/ inddsin  X  —  (J^SS  cos  X,     Sdrrtangrj — langHzz^S  (§.  246), 

3Q  —  5^9'"  sin  2a -»- ^^i^^sir  aX -|- 4^^^  **"  ^^  (§•  ^450»  partant 
dvpzzd  .  5491" (sin  Xcos  aa  —  cos  X  sin  aa) 

-f-  ^.4^1'  (^in  Xcos  aX  —  cos  Xsin  aX)  —  ^,468''  (sin  Xcos  a$-^cos  Xsin  2$) 

—  d .  5959''  •  sin  (X  —  2  a)  —  0  •  4  ^  ^^  sinX. 

Le   dernier  terme  appartient    k  T^quation,    tg  >)/=:^  sin  X;    il   doit  donc  ^tre 

compris  dans  rincliuaison  moyenne,   d^termin^e  par  observation.    II  ae  restt 

donc  que  ie  premier  terme,  ou  ayant  substitu^  0  zz  tang  H  =  0,09; .  ii  viendra 

axl/zzSSe^sin^C— 20+Q^ 
Cctte  injgalit^,  la  plus  grande  de  toutes,  est  renferm^e  dans  la  Tab.  XXXVIIL 
de  M.  Burg,  ou  on  Ta  faite  =52S^sin  (C—  «O  +  0)  (H.  §.  207  ).  Uen- 
semble  des  autres  ^quations  de  la  latitude  de  la  lune  est  environ  la  neuvieiae 
partie  de  celle-ci:  on  les  trouverait  de  la  meme  mani^re,  par  les  autres  termcs 
de  dQ,  que  nous  avons  n^glig^s  ici« 

$.  24^-  Comme  la  thtforie  des  perturbations  que  la  lune  ^prouve  par 
Taction  du  soleil ,  n'est  qu^une  applicalion  du  problfeme  des  troia  corps ,  il 
parait  que  les  formules  pr^c^dentes,  dont  nous  nous  sommes  servis  pour  dd# 
velopper  les  perturbations  des  planetes,  sufliront  aussi  pour  la  lune.  ^i  Ton 
fiiit  les  moyennes  parallaxes  de  la  lune  =5  7^1 1 ',  du  soleil  —6"fi)  on  aura  (S-i  71) 

a  rz —'— i^  o,ooa5o656)  ce  qui  donne  (§.  i;2.) 

A  =  2,oooo3i34;  h!  "zz  —  o,oo95c6556j  i^°^  zr  2,ooooio^ 
A^'^::^  0,002506706)     0^*^  —  0,00751976. 
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On    a    de  plns  ,   le   moyen  mouvement   de  la  lune  pour   la  quatri^me  partio 

d^une  ann^e,  7-  zi/^i'3ii^oo'\  d'ou  Ton  tirera,  en  faisant  m^inSS^^go  f§.  2  o.  XV.) 

4 

le  mouvement  annuel  des  noeuds  zz —  -  m  a*c^*^rr  —  ^26o3',8; 
et  par  rapport  aux  poinls  ^quinoxiaux  = — 20^  to'54'\  ce  qui  est  de  5o^a3^ 
plus  grand  que  celui  donn^  par  les  observattons. 

La  variation  s^culaire  de  rinclinaison  est  nulle  (§.  210.  XIV.)»  parce- 
que  9^  est  nul :    rinclinaison  de  Torbite   lunaire  nVst  donc  assuj^lie    qu*k  des 
changemens  piriodiques.    II  en  est  de  mdme  de  rexcentricit^ ,    parceque  Far- 
gumenl  xss^ — ra  fait  une  r^volution  enlibre  en  neuf  ans.  Le  moyen  mouvement 
des  apsides  est  suivant  ces  (ormules  ($.  aio.  XVIL)=:  j  nioL^c^^^f  de  la  m^e 
grandeur  que  celui  des  noeuds,  au  lieu  que,  suivant  les  observations  ,    il  est 
devx  fois  plus  grand.  Cette  erreur  proove  que  la  m^lhode  pr^c^dente  ne  suffit 
pas  pour  la   lune;    ce  qui  engagea  les  astronomes  2i  chercher  de  nouvelles 
mdthodes.  Les  difficuIl6S|  propres  k  la  kine,  r^sultont  du  grand  nombre  de  $e3 
in^galit^,  qui  sont  ass^s  grandes,  pour  influer  sensiblement  les  unes  sur  les 
autres,  en  changeant  mutuellement  leurs  argumens,  et  de  ce  que  les  s^ries  qui 
les  donnent,  ne  sont  pas  aussi  convergentesi  que  le  suppose  la  m^lhqde  pr6« 
cMente.  Nous  t&cherons  donc  de  donner  un  aper^u  de  la  m^thode,  par  laquelle 
M.  de  Laplace  est  parvenu  k  dicouvrir  les  plus  peiites  in^galitis  de  la  lune; 
mais  nous  exposerons  pr&ilablement  une  m^thode  trfes-simplei  par  laquelle  on 
peut  diterminer  k  peu  prte  les  iquations  annuelle  et  siculaire  de  la  lune. 

§.  249y  L*expression  de  la  force  centraie,    N  =:  -^ -^^ j^*       ■ 

($.  2/^i.\  nous  apprend,  qu>n  faisant  abstraction  deses  modifications  p^riodi* 
ques,  la  lune  ^prouve  par  Taction  du  soleil,  une  diminution  constante  de  sa  pe« 
santeur  vers  la  terre,  qui  esi  — .  Si  on  d^signe  par  T,  t,  les  dur^es  de  Tann^e 
et  du  mois,  les  masses  de  la  terre  et  du  soleil  seront  dans  le  rapport  1 :  O  ^  • 
T^  :  :r^  ($•  ^9.):  ainsi  la  force  centrale,  qui  &it  d^crire  h  la  lune  une  ellipse 
parfaile,  sera  -^  =  — rir^  ^^  faisant  donc  le  demi  -diam^tre  de  Torbite  do 
la  terre,  a=i:i-|-^,  la  pesanteur  moyenne  de  la  lune  vers  la  terre,  qui  aurait 
lieu  sans  les  perturbations  du  soleil,  sera  V;i=  '  ,  et  sa  diminution  moyen* 

ne,  v=  j^  =  j^^  =  —^  (i+?)""^i  ou en substituant  j.  =iJ,J7,  j^  =i79i 
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V  ~  358  • 
Ainsi  raction  du  soleil  diminue  la  pesanteur  moyenne  de  la  lune  de  sa  358»« 
partie,  abslractioQ  faite  de  rexcentricite  des  deux  orbites.  II  est  ais^  de  voir, 
que  la  distance  de  la  lune  h  la  terre,  y,  sera  augroent^e  dans  le  m^me  rap- 
port,  ensorte  que  djiz:  -~t  et  — •  zr  —j  d*oii  il  risuhe  que  rorbife  de  la 
lune  est  agrandie  par  rattraclion  du  soleil*  Puisque  la  direclion  des  deux 
foices,  V^v^  passe  par  la  terre,  il  en  sera  comme  de  toutes  les  forces  cen- 
trales:  en  uommant  donc  d$  Tangle  que  la  lune  d^crit  dans  le  tems  dt, 
on  aura  (§.  19.  III.) 

o  =  2^jrd(p+ydd(p,  partanty^zz—  -J:  =  _  _  =— i— ^^. 

Comme  nous  n^gligeons  ici  Texcentricit^  de  Torbe  lunaire,  on  a  d^zzm^tj 
n  ^tant  la  moyenne  vitesse  de  la  lune;  d'ou  il  viendra  pour  re/Tet  de  Tattra- 
ctioQ  du  aoleili 

II  en  naltra  uoe  in^galit^  de  la  longitude  de  la  lune,  X=r/dd$.  Si  on  nommt 
7  rexcentriciti  de  Torbite  de  la  terre,  a  ranomalie  moyenne  du  aoleili  com- 
pt6e  du  p^rig^e»  on  a  ($.  1^..  (f)) 

fl=i  +g=:i4-l7*  — 7coia  — 17*008  aa  +  cet.  d*oA  il  vient 

(ii-?)'"^  =  i--3^.f'6^^=i+37(cosa  — IV-j-^Ycosaa^+e^y^cos». 

=:i4.^7^  +  37cosa4-|Vco8  2a. 

Soit  m  le  moyen  mouvement  anomalistique  du  soleili  ensorte  que  dazz^mdt 

^u  dtzzL    ~:  cela  pos6  on  aura 

aa(p  =  — —  (i-J-^^V*;— ^^-(cosa  +  ?7co»»a), 
^  179  ^         2      '         X79m    ^  •  iJ  ^^ 

dont  rint^grale  donnera  Tin^galit^  de  1a  longitude, 

X  = -rr  fy^dt (sm  a  +  2  7  ain  2  a). 

179        35d  -^  X79m  ^  *   4  ' 

Le  premier  terme  est  une  partie  du  moyen  mouvement  de  lalone  /1/:  eneffet 
eW  la  diminution  moyenne  du  mouvement  de  la  lune,  laquelle  &it,  ainsi 
qu'on  yient  de  le  voir,  la  179^«  partie  du  mouvement  prknilif,  om  —  — ^ 
Ike^  ieeoi^d  tenne  agpartiendrait  aussi  au  moyen  mou.vement|  si  7  avoii  une  va« 


^. 
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leur  consfante;  roais  rexcentricit^  de  la  terre  ^tant  alt^r^e  par  raclion  des 
planetesy  il  en  r^sultera  une  dguaiion  siciilaire  du  moyen  mouvement  de  la 
lunerz — Ts^f"^^^^*  ^^  (roisieme  terme  donne  Viquation  annueUe  de  la  lune 

Si  Ton  substitue  —  =  i3,37:  7  r=  —,  ce  terme  deviendra 

VI  '  60 

—  i2'5o"sin  a —  lo^^sin  sa, 
6^  qui  est  d^un  huiti^me  plus  grand  que  suivant  M.  Biirg  (II.  §.  200.). 
§•  25o.  Le  second  terme  (§.  249O 

Dous  apprend  que  la  yariation  de  Texcentricit^  de  la  torre  est  la  v^ritable 
cause  de  l^equation  s^culaire  du  moyen  mouvement  de  la  lune,  que  les  obser- 
^atioi»  avaient  indiqu^e  depuis  longtems  (IL  §.  190.).  Cest  k  M.  de  La- 
place  qu^on  doit  cette  grande  ddcouverte,  ainsi  que  tant  d'autres.  II  est  re- 
marquable,  que  la  variation  de  Fexcentricitd  de  Torbite  terrestre,  sVst  mani- 
festie  plut6t  par  son  influelice  sur  le  mouvement  de  la  lune  que  sur  celui  de 
la  terre;  ia  premifere  ayant  produit,  depuis  les  tems  les  plus  anciens,  une 
augmentation  de  la  longitude  de  la  lune  de  deux  degr^s,  tandis  que  la  der- 
nifere  n^a  changj  r&)uation  du  centre  de  la  terre  que  d'environ  kuit  minutes. 

Si  on  d^signe  par  I  la  valeur  O1O1678  que  rexcentrtcit^  de  la  terra 
»vait  k  r^poque  1800,  d'oii  Ton  part,  et  par  y  sa  valeur  it  une  ^poque 
fuelconquet  on  a 

d  y 

Si  /  repr^sente  le  nombre  de  sibcles  ^coul^s  depuis  Npoque  1800,  —  serft 
la  variation  sdculaire  de  Pexcentricit^,   et  nous  avons  trouv6  (§•  ai4«) 

~  =  —  8",743o    el   r  =  0,01678. 

Lea  vatooriY  Kenferm^es  dana  la  Tab-.  XL  (§.  »7.)  donnent ,  li  Taide  de  hi 
fbrmuli  XVI.  (§.  aio.),  pour  T^n  aooO|.  /— )  ~--- 8^,8642 ;    dfoJi   Fon  tire 
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«y»  ==  P  —  a  r .  o",  I  {67 1  —  /»  .  o",ooo6oa7 , 

odi  il  Eiut  subslttuer  le  mouvement  s^culaire  de  la  lune, 

fi  =  i73a5644oo"  =2  8399,7. 
Ainsi,  le  premler  terme  ^tant  une  partie  da  moyen  mouvement,  on  aar* 

>^  =  /- .  io'^3c67  -t  /3 .  oVi4»4«* 
Cette  Talear  est  peu  difTiSrente  de  celle  que  M.  de  Laplace  a  trovTie  par  at 
calcul  rigoureux  ('),  etqui,  ^tant  convertie  en secondes sexag&imalea,  doone 

^  =  t*.  io",i8  -|-/3.oV»8538. 
$•  «5i.  Si  Ton  d^signe  par  M,  m,  m',  les  masses  de  la  terre,  de  la 
lane,  et  du  soleil,  par  x,  y,  z,  et  x,  •/,  %,  tes  coordonn^es  de  la  lune  et 
du  soleil ,  rapport^es  au  centre  de  la  terre  et  k  r^cliptique ,  par  r,  /,  les 
rayons  vecteurs  de  la  lune  et  du  soletl,  par  ;  la  distance  de  la  luno  au  wn^ 
leil,  et  qu^on  fafsse  dans  les  formules  pr^c^dentes  ($.   iS^.  i58.  159.), 

les  jquations  I,  II,  III,  ($•  iSg.),  devtendront 

fA^  ^^x_/B(i\     9dy^/^Q\      ddz_/^Q\ 

(a; —  ^^—j^   __^_y^   __^_^^ 

En  nommant  |)  rinclinaison  du  rayon  vecteur  r  i-elativement  au  plan  des 
s,  j,  ou  la  latitude  de  lalune,  et  t;  rangle  que  sa  projection  sur  le  m(me 
plan  fait  avec  Taxe  des  x,  ou  la  longitude  de  la  lune,  comptte  de  cet  axe^ 
on  aura 

(ci) ^  1=:  r  sin  p,    jr  =  r  cos  p  sin  V,    «  =  r  cos  p  cos  v, 

d^oik  Fon  tirera  en  diflSrentiant, 

I  X -4-  V  — ^  -H  z zz  r —  r* cos   8  —  r'  — ^  1 


(1)  Moan.  C4l.  2bm#  ///.  pag.  iffl. 
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Si    ron    diff^renlie    Q,   d'abord    par   rapport    k   jc,  y,    z,   e&   snbstituant 
r'=x*-t-y'-|-«',  (''=(x'-xy-^{y—yy-^(/-z)\  et  enauite  par  lapport 
i.  r,  p,  V,  apifes  avoir  subslitui  les  Tateurs  (a),  il  viendra 
(c) 39  =  — i?  +  *»'   -      .      .      .      .^        «' 


—  (xax-f-jraj^-sas)—  ^(x'ajc-f-/d>'-(-i'ae) 


m' 


i-pK^^-^^a^-hry-j^^dj^H-^j^-OS-h 


«v 


C<0 30  = —  dr —  ^  3r4- 


:'dr 


-|-»n'dv(^— -*^)(jry— j'^:')— m'r9p(p-  ^,)  (^"npcosv-|-/8inpsinv— /cosp). 
La  coQiparaison  de  ces  deux  valeurs  de  Q  donnera 

....p(^)-,u.,,(?|)_,u.g,(|5)  =  Q. 

Si  on  substitue  les  valeurs  (A)  dans  ies  iqualions  (^),  et  qu'oh  les  compart 
avec  \t%  ^quations  {e)^  on  trouvera 


«• 


(B) 


I5dr  av» 

' —  r cos  8 


/^  -a^  +»*  ^i,-  •»«»  P  cos  p  -+-  ar  -g|5-  =  {j^). 


Regardant  Q  comme  fonction  de  s  =  tangp,  et  u  = ^,  il  fauJra  substiluer 

-m= (I?)  m  -H  (n)  (1^}.  (II)  -  (fm + (?^)  (S)- 

M.i.  ..  .  (|i)=0,(^)=-«»C»p,(|i)=^-;;|^^.  (|j)=  U  l..g  H,  doi.  il  vie.l 

(i2)=-..co.,(|5).    (|2)=:^^^(|2)+„.(|2). 

Si  Fon  observo  qoe 

93. -  =r—  3  [  — )  =ddrcosp  —  adrdpsin  0  —  rddpsin  p  —  r9p*cosp, 

ot  qu^on  ajoute  ensemble  la  premi^re  et  la  troisifeme  des  ^qoations  (B),  apies 
les  avoir  multipli^es  respectivement  par  —  di  cos  p  et  par  —  &iQ  p,  il  viendra 
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'f^ K.^)  +  ^S=-'l'(")+"(l?)l- 

En  subsUtuant  r  =  — ^,  dp.=  3 j  co»*  p,  d^p  =  ddi  coi*  p  — a3«* nn  ^  cos^  p^ 
9r=  «l^-£ =— ^-*,  la  trotsi^me  des  ^quations  (B)  donnera 

« •  =  '  (;H>)  + 1-^; - (■  +'')(^  ''-»•(!?)  a^ 

Sr   Ton   intfegre  la  stconde  dea  ^quationa  (B),   aprte  ravotr  moltiplije  palt 


r^iv  cos^  p  zz:  -^,  il  viendra 


do  av 


) 


u 


Ff 


h  ^tant  une  constante  arbitraire:  $oii  Pon  tirera  d/n:  ~~77 ^ — v  *  ^ 

faisant   pour  abr^geri 

w /(I?)'^^»- 

Subslituons  eelte  valeur  de  d/  dans  les  ^quationt  (y^  (^),  et  reganlooi 
natntenant  dt>  comme  constante,  ensorte  que  le  tems  /  et  loua  lee  mouve* 
mens  soient  exprim^s  en  fonclions  de  v*    Cela  pos^  on  aura 

(I) *9'=^  l>-S  +  l(^)"-««-^ 

("> ° =Cr." +-)(•+ ^)+('^)  ^>T.-m>'s:)\> 

a") »=(l5i+')('+.^)+(f?)^-pU(l?)+'-^'(l?;^ 

La  premi^re  de  ces  ^quations  donne  le  tems  ou  la  longilude  moyeane  ea 
fonction  de  la  longitude  vraie,  et  reciproquemcDt.  La  seconde  servira  i 
d^termincr    le    rayon   vecteur  r=: r  ou    la    parallaxe:    et    la    troisifeme 

^  ttC05j3  ^  ' 

donnera  la   tangente  de  la   latitude,  s. 

§•  262.  D^veloppons  maintenant  les  quantit^  qui'  composent  la  fon* 
ction  Q,  en  prenant  M^*^  pour  unil6  des  masses,  P^cliptique  pour  lc 
plan  des  Xy  y,  et»d^signant  par  les  mdmes  lettres,  marqu^es  d^un  trait,  toutes 
les  quantil&  relalives  au  soleil.    Cela   pos^  on  aura 
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-      sinW'        ,,       -,      /     eotfy—l/)    t        C    1     ,    i+i*       aeotCv — wO)--! 

•=— ,xx+jr/-i-«,=--J^-p-^,-:=J-4.--;j ^^^     »,  oa 

^  =  u' Ji -1-^  coi  («  —  «-)  4.^  (i  +  ScMarv  —  vO  —  aO^, 


«" 


•n  n^IigMnt  let  aatret  teraes,  maltiplidt  par  —^ ,  parceqoe  »  est  4oo  foit 
plas  grand  qae  u'.    II  en  r^solte 

d*oik  Fon  tirera 

5   /dQ\    ,    i  +  s*/3Q\  3m'stt'»         ,  ,  ,.• 

iC^j-^-i^l^j^ ri?-^4-co.a(v-t/)f. 

$.  a53.  Si  la  force  perturbatrice  .m'  est  nuUe,  on  aurafr^jrzOi 
R  =  o,  et  les  ^quations  (I)  (II)  (III)  ($.  a5i.)  donneront  les  valeurt  ellipti* 
queSy  en  preuant  cette  forme, 

^^^  r—i*  -T-T  +  w^- :•  5r^+^— o. 

bu^   dV  ^  b«(i+i«)i     ^^ 

La  demifere  donne,  en  rint^ant, 

j  =:  ^  sin  (v  —  J) , 
0  et  J  6tant  deux  constantes  arbitraires.    Uint^grale  de  la  teconde  ^quatioA 
aura  la  forme ,   uzzl-t^  {V  (i  -{-  s^)  -^y  co$(y  —  xs)}  ^   y  ei  xa  <tant  deux 
conttantet.    Pour  diterminer  le  coeflBcient  A,  on  trouvera,    en  diflSrentiant 
deux   fois    cette   valeur    de  u,   et   subttituant    la  valeur    pricidente    de  s, 

-r — z  +  M  =  — ^ ^  = zy  d'ou  il  tuit  A zn  — :^,  et 

•(^H-y*)'f7co8(i;  — 1>) 


"—  5»(,  +  a») 
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It  «tl  aiti  de  vair,  qiie  $  est  la  tacgente  de  rincUDaiaon  de  rorbUe 
y  ion  excentricit^i  J  et  n  l^  longttudes  du  noeud  ascendant  et  da  piri- 
Wlie)  doilt  lea  mouvetBeta  aont  trop  rapides,  ponr  <^*ou  poisae  ae  diapenaer 
d^y  avoir  ^gard.  D^signons  donc  par  (i  —  c)  t;  le  mouvement  direct  des 
apside%  et  par  (g — i)  v  le  mOuveihe»t  r^trograde  des  aoeudsf  c  jtaat  sni* 
vant  les  observationsiz  0,99«  548;  ^  =1: 1 ,004022.  Cela  pos^,  il  raudra  mettre 
ti9-f-(i  — c)  V  et  J  —  {g — ])  V  k  la  place  dei0etdeJ.  £a  n^gUgeant  b 
quatrifeme    puissance    de    Tinclinaison    0,    on    anra 

V  (,1  4"  ^)  —  *  ^"  T^*  —  cos  2  (g^t>  —  J)}j  d'oA  i\  vieadra 

(0 wss— 5 — i b\i-i-$^) '  ^:r:«ain(gt;  — J). 

II  en  suit  ~~  =:A3(i^aO  j  '+  -r  4-'Vcos(cv — tc) —  —  cosa  (gv  —  J) 

Bv 
ce  qui  ^tant  aubstitui  dana  l^dquation  9/=:^— ^i  donnera 

dt~h^dv<       0t  *"  '^ 

J^ —  cos  a  ((j  t;  ~  J;  —  'yJ  cos  3  (c  v  —  nr)  -f-  cet. , 
et  en  int^ant, 
(*)....*/iiA3(i^3y^^3^^jv— ^-'(i4^V^+|^^^^ 

b* 

4-  —  d'  sin  2  ^g  V  —  J)  +  cet. 

Pour  ddterminer  hi  tonatante  h,  concevona  le  mouvemeni  rapport j  au  plan  de 
lorbite   lunairei  ensorte  que  5  =  0,  di=o,  i/ =  -  z= p ,    ct 

dtrz  r— i  =  -7 — r —  c/a,    Mais  on  a  dans  rellipse,  r=  ~r- ^, 

bu^        {i4-7co§(ct;  —  w)}  *^  i-4-7ca$(f' 

Porigide  dea  r  dtant  au  foyer^  o  le  demi-grand  axe,   et  cprrcv  — t^  l'ano- 

ihalie.  11  5'en  suit  h  —  Va{i  --7'),  ct  3/=o^dt;  {1— i7cos  (v  — to)4.  cel.}, 
donl  le  premier  terme  non-p^riodique  donne  tzzd^v.  Mais  si  le  mouve- 
ilient  eat  rapporti  a  r^cliplique,  le  premier  terme  de  (k)  estfc=:A3ri4-^V^-»-|9^)i;; 
d'oii  Ton  conektra  pour  la  valeur  elliptique  de  h,  A(i  +^  V^+^^}'^  Va,  donc 

h  =  ai'i^ly^-lo^). 

Ainai  r^quadon  (e)  prendra  la  forme 
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Supposons  la  moyenne  viteste  de  la  luno  —  nzz  cT^ ',  n^gligeons  les  trois- 
i^mes  puissances  de  7  et  ^i  faisons  dans  les  coefficiens  des  sinus  czzi,  jr='f 
et  substituons  la  valeur  prjc^dente  de  h.  Cela  pos^,  T^qualion  {k)^  ^tant 
multipli6e  par  n^  deviendra 

(m) nt  —  v  —  a7sin  (cv  —  uj) -^l^V^sina^cv  —  vs)-^  ^  ^**^  is^  —  «^)* 

Si  on  marque  d^un  irait  les  quantit^s  relatives  au  sokil»  oiil^zzoetcrzziy 
les  ^quations  (/)  (m)  donneront  pour  le  soleil, 

(0  v...fl'"'=i  +V*-4-r(i-4-y*)cos(t/  — uO, 
(mO /i'/=v'  — aysin(v'  — Bj)+-|7'^ain2(v'— ©'). 

Si  on  Giit  n^  zzmn,  la  comparaisoo  des  ^quations  (m)  (m^)  donnerm 

v'  —  aV  sin  (v'  —  t»';  -f  ^Y^  sin  «  (v'  —  is')  =  m v  —  m V, 

V  ^tant  =:27sin(crv  —  vsj — ?7*8in2(cv — xa) r-sin^^gv — J).  Si  on 

4  4- 

diveloppe  cette  ^quation  jusqu^aux  troisiemes  puissances  de^iy,^,  et  q,u^oii 

fime  pour  abr^ger, 

V — mvrrw,   cv — vs^i,  mv  --^m^  —  lf,  gv  —  3 —p,   ^w^k^jq, 

2w  —  k^—q*9  aw4-*  =  0  %w -^- V zz^ji^ ,  \w — (*-f.lO^?>  ^w^fzzi^i 
il  viendra 

/  ^''S\  «n 

(») vzzmv — am7sini(-|-2y  [i — j- j»inA'4-| ''»'V*«n«*-t-r  **»i|i!<p 

+  |y*  simlif  —  2OT7y  sin  (*  +  *0  —  aw-yy  «in  (*  —  k'). 
'Ea  subslituant  celte  valeur  de  v'  dans  l^quation  (/)>  on  aura 

fp) «/t/^i  -f  7Y1  —  ^)  coJ/l^-j-Y^cosaif-l-my/^cosf*— *^— cos(*4-*0K 

$.  a54'  Faisons  pour  abr^ger, 
(a  «')*'       ,    v'      ,  ,v'  -  .,        -.  v'     ,  .v'   .       ,  j.      ,y 

(izy  ^  (">  * »  ^"^,  *°*  *  (*'  -  ^'  >  =  (*>  V  •  <"^ ««»«(»— «0 = («) , , 

J  =  o,    OT'a3  =r  M,    R  K»  (c;'  =  M,    i  —  ^3^  —  ^  ^(a)^  .-..3  ^(A)^  —  N, 
P  =  |^fl*^(«)^-|-(*)^^.    Cek  poB«,  «a  «ttra(C>  ($..  aSa.), 
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Ainsi  les  ^qualions  ($.  s5i.)  prendront  la  fonne, 

w ^=(^'.-+-)(.  +  V")-?.-^"-^.. 

Lea  ^quations  (/)  (/i)  {p)  donneront,  en  rej^tant  les  termes  inutiles, 

4  4  c      '  ft  4       > 

+  -^-7— i  7*  C08  2  *  -f-  j  0*  COS  2  p, 

4  4 

(«VK=.4'  ^^-^  >'-+v'  5 1  +  ''{''-^'^-1  r»  J  yco.*'+  "^:^  y'co.ar 

4  <  *  J  4 

-j-  v' to7 y  {cos  (i  —  A")  —  C08  (A  +  /f  J , 

^  4  4'4c4  o  4> 

+v'  $  ,+ r:(!l^  y»_  !(£i:!2  y».  1,  i  yco,>l'+  "^'1  y^co>^+:'Sysll^  y«co.a-K 
c  o  .  4  4    >  4  4 

+  T  ^^  coi  ikp  —  -  (y  —  2m)  7 Vcos  (*  —*')_-  (v  f-  2 /n)  77^ cos  (^t  -f  *0 
cos2(v— v')={i— 47  *— 4m^^}  co^  2w— ^2- 87'*}  m7cos  9-f  ^a— 87'^^  m7  cosr 
+  5  2—  ^  7'*  ^  ycos/—  ^  ^—  7  '^'^  ?  7'cosr  —  6m77  cosf  —  am77'cos  (jAw^k-^lt) 

+2m7ycos(9+>l';+6m7ycos(9  +*)+  ^?!!^  7acos?(w-*)-^!Jl:^7*cos  :^(^ 
4--T-  7^cos2(w— ^)-|-  7  7*cosa(iv4-*')-|-  -  0^^COS2(w— /?)  — cos^i^u-f/^Jj 

(//;  =  I .  _  '«-^^(-^'-')  7«_  v(»-o-^'«"''  '^-  '4  'i  '•«>•  *- 

-.  I  !^(..  ±=!|::=0  ^  ,^  f^{±^)  .v(npO  „ j^_!l!±^) ,.  ^  y^^ 

Cv-^4m/      16— v'(v'— 1)^,«^    /vfv»— 5v+a)     v(ii— av)    \   «    v(v-#-i— 4m)  •> 

-I- S  1±1'  _|.  v^^-fav^^-a^v^-.oa  y2_^  v(v-a)(v^+4)  ^,__  v(v^-h) ^, > ^^^. 
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^_  (4^-01»  +  «  m)  ^^  ^^^  (y  +  ^)  _  (4H-vO(v-iJl)  yy  ^„,  (^,  _^  ^^ 


8  ^"         -^  '  8 


"T ^ a""^ '     ^^  *  ('*'  —  *^   i A ^  ^  ^**^*  a  (w  -f-  >t^) 

fl*  C08  2  (W  —  p)  -4 0*  C08  2  (tV  -f-  pyy 


8  ^  r'    »  8 

v'  v' 

el  fc)       est  ce  que  devient  (b)    ,  gi  Tod  met    les  sinos  h  la  placq  dps  co- 

Jinus.  £n  «ubstifuant  poor  v,  /,   les  nombres  a»  3, 4«  ^t  et  faisant 

1  -^  I  y  —  s,    I  —  IV*  —f,  on  aura  k  fbrt  peu  prts , 

^  2 

/4.7»_a*Jsin2tv-  J  ^r^. -^  m)-  '-tl^  7*-  ^^^  «  ^Ysin 

^— 2/(1  — m)7sinr4.J/siny'--|7'sin/— ^-iii^ 
M         3  tji  a 


**  a  6»    \        a 


7  .  sin- 2ii^+ifrV^ry'sin(y4.*0-.^^^^^  ^^ 

—, 7'stn2(iv — k)-\ —. T*sma(w+/ 

4-  4  '       ' 

-f-  —  7'^sin2(w — ¥)-{ 7-  d*sin2(w— /ly^ —  rtin  2  (w-4-f ) 

--^-<-+^os2w-^cosit-»-7Vi4|/'  )cosA:' — ^^/Vcos^l  /cosy-*-^^ — -y /'cosfK 

6u  il  iant  observer ,  que  nous  n^aurons  ^gard  qu^aux  angles  2«^,  k,  V,  q, 
%k,  i^p,  dans  r^qoation  I,  aux  angles  ^w,  k,  k",  q,  q,  g^  dans  11,  et  aux 
angles  p,  r,  dans  III,  et  que  nous  conserverons  partout  le  factenr  V^,  qut 
servirm  h  d^terminer  les  ^qualions  s^culaires.  Si  on  intfegre  rexpressioa 
pr6c^dente  de  ,  apres  Tavoir  moltipli^e  par  — dv,  en  observant  qoe 
dwzz{i  —  ntj  dVf  dkziz^v^difzzmdv^  dpzzgdv^dqzz^i^^c^^amjdVj 
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dv  —  (% — g  —  2/w)dt;,  il  viendra 


7 7  co»aiv — :i-^ 7co«7-  ^ i  Vcosrf  -^-  cof^  -  -, 1 

(i  — m)  a— c-^w  '    aH-c— am  4— 6m  ^^     4— aml 

7  (2  -».  3  m)  ^_  ,  _      (a— ml^y       /        ....     (jH-m)7r        ,      ,^  / 
-  -^ T"^»  ^^  co«e+  ^j -cos(aw+*+^)+  -5^ i- — r  cos(^+i^  f 

'       8(i-f-c--m)  ^       •      /    I    ^(,_2^J  V  / 

(2  4-m)d'  ^,  V    ,        (a  — m)0*  ,       ,      ^ 

8(1 — ^  — m)  ^  ''    '     d(iH*i-- m)  ^       '   '^^ 

3  /^-'j*  —  5L!ill*S  '  1  <3^m)7"co»fc^  > 

a  Uv    ~      fi**     i8(^i— m)«    '"(i— m)(2_m)(a-^3m)S* 

$•  a55.  Comme  notre  but  est  d^ezposer  la  mdihode  de  M.  de  Laplace, 
|^n<  entrer  dana  tout  le  d^tail  du  calcul ,  nous  ne  d^velopperons  ici  qua 
iW  itt^galit^s  les  plus  conaid^rabks  de  la  luae,  dont  on  connait  d^jk  la  forme 
plr  U  second  Tome  de  cet  ouvrage.  Nous  supposerons  donc,  que  les  quan- 
\\\i$  au  et  s  ^prouvent,  par  I^iltraction   du  soleil,  les  variations  «uivantes: 

ti  est  visible  que  la  longitude  du  soleili  v\  doit  ^prouver  les  m6mes  in^- 
gatit^  qoe  la  longitude  moyenne  de  la  lune ,  exprim^  en  fanetion  de  v. 
En  effet  on  a  vu  ($.  a53.),  que  le  terme  7cosA  de  au  (/),  donne  un  terme 
analogue  -^am^sinA  dans  v',  (/?).     Ainsi  le  terme  A^^^^cos^  de  a^u  donnera 

Jv' =::  —  am  A^*^  7  sin  9. 
NouB  n*7  auroni  ^gard  que  dans  la  variation  de  N.  On  verra  plus  bas,  qoe 
rinjgaliti  de  la  longitude  de  la  lune,  qui  est  ind^pendante  des  excentricit&, 
a  la  forme,  (vzrC^^^sinafv,  d^oik  il  nattra  une  variation  de  V  et  de  a'u, 
qui  nVst  sensible  que  dans  les  termes  qui  ont  rargiiment  k\  En  eflrcty  on  a 
(^.  a5J.)  v'=:mv^  «'«/'=:  i -[-'V^cosX^r:  i -4-7' cos  (mt;  —  w')j  d^oA  il  suit 
Sv^  —  mSv,  S.a'u'zz  —  mT^fft^sin^',  et  en  subslituant  fft;  n:C*  sin  aw, 


m 


5t/  =  mC^">sin2H>    J.<^tt'=  ^  V C^*^ (cos /  — cos/). 
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Si  Ton  a)oate  anz  ^quations    (I;  (II)  (III)    leurs  variations,    et  qu'on    fasse^ 
pour  abr^er, 

cea  ^quations  prendront  la  fonne, 

0) j^=A-A'-A-  +  A- 

(11) o  =  B— C—  j^,  N  4-  B'  +  B''— xr—  (T—  *  JN, 

(III) o  =  D-E+^,  +  D'+D"-E'-.E''+i?. 

Soivant  les  ligles  vulgaires  de  difliSrentiation  on  a  ($.  254.) 
^=-ii^f|.(c)^ff.oii-|(c)*ff.d'u'+(A)^Jt/^.5R  =  -/JM.av, 

.    |J,ffN  =  -^*J*+i^$(fl)'ff.ao  +  3(A)'ff.ou-a(c)JyW, 

l?=^Tj(<J*+(*)J**-4-J-[K'+(3)y^.. 
y^-hoa^i+y+^V^^-^^Yco^-Ks-yco^v.  ^+*=(i-^')»«n;'> 

^^•^f  *  +  oJu  =  — (»  —  am)  (3  —  am)  A^"'^  cos  a w  +  (i  — >«•)  A^'^  V  co»  *' 

-j_(3-^«^2OT)  (c—  1  +aw)A^^7co»f  —  3(1  — m)(i  —  3*?») A^3) yco» / 

^  (3  — . c  —  3/n)  (c  — . I  +  Ifli)  A<*' 7y  co»  f^ 
d'oik  Pon  tireim 

A=  I  +  jtt: ^i  — a7co»*+  •:— \r, —  \, — — r+g^^cofaAi —  coaap 
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Ziia    l\i — m        2— c — am         a-»-c —  am/ 


IV 


A'  =  (2  A^^>  —  3A^^>  7^)  C05  aw  —  (3  A^^^  —  a  A^=>;  7  co»  y  +  2  A^'>  ^001*' 

^     A'°>  /3A'«»— A^«    ,    a(i+m)A^o*    ,    afi— m>A^^*\  ^ 

3  lia  )2(i — m)         \  2(1 — m)       '    a— c — am    '    a-fc  —  am/  , 

V    I    \2(i^m)    •  (2— m)(a  — 3  m)/ 

(A^*^  +  4fnA<«>  +  2  A^+>  y^)  7  fiin  k 


SM  3  ju,  a 


fc*   J-(4A^«>-A^3)^,  oA^^>7»-+4a^^ V-  ~  wC^^Vsin/l^+A^ 
A'»*-»-4mA<^*-|-5A^*>'>'» 


■Vsinyy 


JR 3  |UL  c    )  c 


7cosA 


^     \  m  4         /  * — 3m^^  ^ 


B=i+'y»4-^*  +  (i  —  c»)7co«i 


/4(1 4--)  (/•+'>'+ 9       — ''\ 

\  ia  —  c — 2/»  ^(' — ^)/ 


H i_  y  cos  y'  —  p-- — T^  7  r  cos  ? 

9  —  3||^  '         2  — c  —  3m 

Cj=z—  ^-^  c  {fcos  q  -^  ^fmy^  COB  ^w  -{--yy  C0$  ^}^ 

^.  (3  -«  c  —  2m)  (c—  i  -f  2/w)  A^*>  7  cosy 
+^(,-m«)A<')-i^:-(t-3m;A<3>-|^(.-^)(3-a«)(^-j:l;^)A<o>^ycorf^ 

•^'^^-/A^'^-K--)(3-.m)(^-^£-  +  ^-)/^^^^^ 

—  3^(1— m)(i-3m)A<3>~^(i+m)A('>/^yco8/ 
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'*'  ^4_  ^  3  (i  -  /w)  A(»>i-  i=±!?  A<3>?  y  C08  *' 

A"'+4inA"»+5A'*>7'»  ,^           ,          A-^y  ,C> 
/^Y  008  * r—  C08  o' 1 

c  2 — 3m         ^ ' 

C  S  A«' Wa<»>+  —  «»Vo8aw-/'6A<«y-  ^  A^^jT-  t  A^*>y»W«*i 

«;n    si*ay        ^  ^    ^  \  *  4-  /       / 

T»~-7F)-h  ^l  A<«>  +  A<'>  -I-  '.A^3>)  y  cos  if  —  (a  A^»>—  A«'>)7  co6  ^r» 
C_^(|A^°>4-?A<'>-|-A^3))7'co8/— .{3(1  -f-m)  A<'>— A^-^^lr/cosf  ^ 

*?  =:  iy  ,  ^(1  A(»>  -h  B<»>  -  5  A^>  -V*)  «ia  <r  -  (a  A^»>  -|-  ^  B<»>)/8ln  p} , 

ly  =  (3-^  -  am)(g  -  1  +  2ff,)Bt«>«^8in<r- pi^^ysmp^, 

E'=  i^^a  _^_a;„)BC'»«  (/-  ^  *j  ••«/»; 

C"  =  oj     D"=oj    ^"=0. 
$.  a56.  Le  premier  terme  de  A  ou  de  T^quation  (I)  est  -j-—  =  i,  oa 

9v=--d(,  ce  qui  doit  ^tre  identique  avecle moyen mouirement /idf>  d^oiiilsuU- 


a*        I 


M » 

Les  termet  non  p^riodiques  de  B  et  N,  ou  de  Nguation  (II)  donnent,   ea 
re)6tant  le»  tennes  inutilea,  0=  1  —  ~  (x  —  ifie),  tfoA  Ton  tire  ;.  =z  i  +||4tf 

Iktrfes-peu  prea,  et  j^- =  (I  4-5  >*•)*»  ou 

W ^*  =  A3  (,  ^  eft). 

Si,  dans  Mquation  — zri4-Ifw^  on  fait  e=i+|y*=i,  onaura  -  :=:x+  f^, 
?^  =  i+»^.  et 
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«        • 


•   ■         0) ;t=«^,Vi-Jn), 

te  qui  '6tant  Gompard  avec   (i),  donne- 

Suivant  la  troisieme  loi  de  Kepler  on  a  (§.  %),  (jl}n^~m!,  m'  ^lanl  la 
musse  du  soleil;  exprlH^de  en  parlies  de  la  masse  terrestf*e..  c^mme.cela  sVst 
fail  dafis  les  formiiles  piecedenteA   (§.  2S2.).    £n  subslitcuint  ^onc  f/^zz,-^^ 

la   derniere   equation   deviendra  /w"  z=  w'  [  ■- j    C'+r>f*)»    Mais    nous  aironi 

auppos^  (§.  254)  ^'^\"/\   -H;»  ^^^^  •'  resulle  /«^nr/xC i -h^/x),  el— zi: — ^—mrim\ 

Pour  d^lerminer  A^  dans^lVijuatiop  (*),  ou  a  (T»  /ii::!^/^^*""^'^'*  ^"^— <**('■" r*\ 
«i  en  subsliiuant  (4).  o^::::.  -  (1  4-i)yL)""':iz  ' — *— ,  h^  —  -^^   Ainsi  requt- 

,tion  (:  )  dpviendra  ^  ~^^^— =  -  (irf  |jULy^J=-(i  4-5:7i>  *),  «t  r^quatioii 

L /j  d/^  =  (n  4- ?  i»^ V").  (A  —  A' —  A'' 4- A'"f  3  v. 

Ke\  jpceim^t-.lennr  de  A  =  ly  donnertt  7idr=dv  -Jr  f'^*  y^  dv\  el  en  int*' 
gyan^.  n/  -\-  ^  -^y  -^^^ ^ m^ /Y^  d^v.  D^signons  maintenant  par  C^^^V  C^"\  ^^ 
les 'oopfficiecii. -det'  dlverses*  perturbations»  de  v^,  et  sdpposons,,  ea-  n^sfigeaot; 
les  in^galit^s  peu'  contftd^i^ablei*,  -  . 

(iO «/4-£  =  v4-?/nVV\dv  +  d^>*sin2w  +  C^'^7  8in9' 

H(.  ef*^  7  5in  A  4r C^^^  V  sin  *'+  C^-^>  7'  sin  2*4-  C^^^  d'  sin  ^p, 
lai  const<mte^'e  renfermant   tous   les   termes-  noa  p^riodiques^  de  r^quatioa  L 

-Si'l\)n  tfilKtttitie  tE);!ll"^^^ 

—  1  ^^rn^y^^  2  (i— w)  C^*^TOS|w-f  (2^0— am)  C^'^  7cos^4--cC^''^7cosi- 


Eb"  GomparMt  les:  divers^  d08inut<  de  (oette  ^quation  avec  I,  aprbs-  avoirHU^ 
m?  k  la  place  de  ~ ,  dans  A,  A',.jA^'„*A^^,;'  o^.  ttoav^rai 

CO ^{i-m:C^^^=z-y^-'^U^^^^^ 

e.i....(x~c^WaG^"r3m«  5  -^-^.  +  CL±r)/_  i^^.Qm+eq^     {+3A<-Wn 

^         ^  "*  i^Ci— m>  '  a— «— ant      iti(m+c— i)      $       *       ^^    ' 


IL  I'V  R  E    V,    C  H  A  P.    yill  45^ 

(4) «I  C^^>  =  —  2  A*^'?  —  3/71  (4  A^»'  —  A^^>  —  10  A^-)  >"  +  5  A^-»'  7*) 

J.^    flS     0-»»)A"'  A'»>      ^ 

-t-  JTM    ^  ^j_ „^ j  (fl— 3  m)  ■+■  4  Ci  —  m)  S 

+  ?£  „.»  C^»'  4-  =^mlCS-m)  3  ^M  aC3)  4.  3  A<^>  A(^>  1*. 

^  4  '    8(1 — m)(«— «)(•— 3iri    '  ' 

(5) acC^-*>  =  3,         (6) ig  Ct5>  =  ?. 

L'^ua4ioii  (II)  donnera  par  le  mdme  proc^J^,  pour  le  coefficient  de  cos  2tv, 

r7).....o=-(i-3m)(3-am)A('>-?m«Afi>+^'^^^'/+<.+m)y)+J-nY-|B4«. 

pour  oelui  de  cos  A',  (8) o  =  (i  —  ^;«")  A^'>  +  Jm*  (i  +|  y=) 

-f-  3/;i  (8  A^'>  —  a  A^-f>  —  2oA^*>  7*  +  5  A^-*'>  7") 
__  3m»0--'i»)<3-m)(3-»m)  AC»)_9;„.,-,+,;„;A<^>-.V(a-3/n)A^J>--m=C(^>. 

pour  C08  q,  (g^ o  =  {'3  —  c  —  2  /w)  (c  —  i  -|-  i m) '—  f^  /w*}  A^^^ 

6m'Ci  +  m)  ^f  0-''')_|;n»r3-c+4m)/-6mV,-ki//,)V'4-3m«A^'>. 

pourcDsy;    (,o)....,o=-3{(i-m)(i_3/h)+|m'^K^^H7^^^^ 
pour  »••  f,  (»i) 0=  {(3— .c— 3/»)  (c~  1  4-3/11)  —  lm^\  A^^^ 

a  \a  —  c  —  3m'  4  /* 

Le  coefficlent  de  d  sin  <r  dans  l'^quatton  (III)  donnera 

(la) o  =  {(3— ^  -  2fn)  r^  —  1  +  a/n)  +  ^  /71"}  B^^> 

r  *♦        C  1  — m  .  a     .     N  a 

§•  257;  Les  douze  dquations  pr6c^dentes  suflisent,  pour  d^terminer,  par 
lamethode  vulgaire  d*6limiBation,  lea  douzecoelBciens  A^*\  A^'^,A^  ^A^^^A^'*^ 
B^^>,  C^^\  C^'\  C^^\  C^3\  C^**\'  C^^^    Si  on  fait,  suivant  M.  de  Laplace, 

m  —  o^o^\Bi)t3j  c~  0,^)9154801;  g—  i^oo^ooijS; 

7  =  o,o54*^'C28ij  yzz  o,oi68i4;  ^  =  0,0900807; 

'V*  =  0,00300991«;  7'*  =  0,000282^  I,-  «*  =  0,0081 14534; 

e  =  1,0004241;  /=  0,99909323;  m^  —  o,oo5595a34; 

les  ^qualions  pr^c^dentes  donneront 


/ 
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4^*^  =  0,003065  A<"'ir— 0,007,35  A^*>  =  o,ao345  A^3)  —  0,01189, 

A^*^z=  0,541;  B<^^  =  o,o283;  C^^^^ir— 0,0091 3;  C<">  =  —  0,41989; 

C^»>  =  -  (i,oi;  C^3)  —  0,19135  C^*>  =  0,7564;  C<^>  =  0,^49. 

Le  coefficienl  A^'^  est  siuguii^rement  modifi^  par  ceux  de  la  latitude,   qoe 

nous  avons  n^gliges.     Si   i'on  y  a  ^gard,  on  trouvera 

A<»>  =  — 0,0057:635  A^^>  =  0,516751. 

Les  valeurs  que  M.  de  Lapiace  a  trouv^es,  en  lenant  compte  des  termes  que 

nous  avons  n^glig^s,    different  det  piic^deDtes  d'environ  la  centifcme  partif. 

Les  valeurs  exactes  qui  r6sultent  de  son  analyse,  sont  parfaitement  d^accord 

avec  les  meilleures  tables  modernes,  et  par  cous^quent  avec  les  observations; 

ainsi   qu'on    pout   le   voir    par   le   tableau   que   ce   grand  g^ombtre  a  donni 

dans   la  Mdcanique  cileste  {Sec.  Parl.  IiV.  Vll.  Chap.   IV.). 

Pour  faire  application  dea  ^quationa  pr^c^dentes,  on  doit  obaerFer  ce  qni 

suit.    L'^quation  (l)  donne  imm^diatement  les  in^galit^  de  la  tongiiude  de  la 

lune  en  fonction  de  la  longitude  vraie;  t;-(/i/-h€)i:-?//<*/y"dv-C^*>8iiiaiv-cct» 

L'6quation  (III)  donne  la  tangente  de  la  latiiude,  s-^-^s—^isinp  +  B^^^^sint)^ 

a'ou  l'on  tirera  la  iatitude  p  =  ,+ ff,_  ii±lll!  =  3  +  ^5  —  il^^,  oa 

5  4- 

pzz$  (i  —  -j^  sin  p  -^-Bt  $in  9  :^  0^089898  .  sin  p  -|-  OiOoaSS^  •  tin 

^t  en  tecondet 

p  =  (50  9'  a'',8)  tin  (gv—3)  +  (8'47  ',4>  tin  (av  ~  tmv—gv  4.  J). 
La  paraUaxe  H  ett  donn^e  par  T^quation  (II).    Si  on  d^tigne  par  a^r, 
le  rayon  terrettre  et  le  rayon  vecteur  de  la  lune,  on  aura  11  =  -«    Or  nous 

avont  £iit  u  =  %  '    ■  (€•  25i.),  et  tang  ^  —  s,  cot  p  ^ -.  d^oii  il  suit 

11=  — -^  =  -  aa  ri.—  ^r)—  -  au\  1  —  —  -^-  -7-  cot  a»l. 

Si    on   tubstitue  «  u  =  i  4-  7'  +  ~  -|-  7  (1  +  7')  cot  *  —  ^  cot  2  p  4.  a Jn 
(§.  a53,),  il  viendra 

n^S^i^-T^  +  YA-hY^^^cot/t^flJi/?. 
Mais  on  a  -  =  o,oi655i,  donc  -  (>  -f-  >*;  =:  0|Oi66  =:  34^4'^?^  ^'oii  Fon  tiif 


». 
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11  =  57' 4'',a  -f-  i87'',5  .  C08  /t  +  ?>4"f2i .  CO8  2  (v  —  mv)  —  o'',33  .  cos (mv  —  xa) 
+^7'',95xos(ai;-^wriv+-tsj)H-i'',6Jxo8(av-3/wv4'«/)+i'^63.cos(2i;-ct;-3/wt^ 

$.  258.  U  nous  reste  k  consid^rer  les  ^quafions  s^culairea  des  moyens 

monvemens  de  la  lune,  de  sts  apsides,  et  de  ses  noeuds.  La  premi^re  est 
donn6e  par  le  premier  terme  de  Nquation  (I), 

t;  _  („ /  4.  g)  =  _  3  n,2  jyi  9 ^  =  _  o.OoSSg^S^  .  /  Y^  d V, 

tUe  d^pend  donc  des  variations  de  Texcentricit^  de  Torbe  terreslre  Y.  Nous 
avons  lrouv6  ($.  aSo.)» 

y^  =  r*  —  / .  o'\9gH^  —  i^  .  o'',ooo6o«7. 
En  substituant  donc.  n  zz  8399,75  dv  —  ndi  —  8399.7  *  ^^>  ^^  ^^^  F^quation 
s^ulaire  de  la  longitude  moyenne,  comme  ci-dessus  ($.  aSo.), 
V  =.  8399,7  •  /  ('•  o'',oo246f>6  4- /^ .0 ',000005069)  de  —  t^.  io'',3  -f-  /^. 0^,0 142. 
Uin^gaiild   du  moyen  mouvement  des  apsides  et  des  noeuds  sera  d^- 
termin6  de  la  m^me  manifere  que  celle  des  planfetes  ($.  i85.  187.).   On  diffS- 
rentiera   le    premier   terme   de   Texpression   elliptique   du   rayon    vecteur    et 
de  la  latitude  de  la  lune,  en  faisant  varier  rexcentricit6  et  le  p^rih^lie,  ainsi 
que  rinciinaison  et  ies  noeuds;  or  comme  ces  variations  ne  peuvent  r^sulter 
que  des  perturbations,  on  trouvera  leurs  vaieurs,  en  comparant  les  diiKren* 
lielles  pr^c^dentes  aveg  les  termes  analogues  des  iquations  II,  III,  qui  con- 
tiennent  les  perturbations.  Le  premier  terme  de  au,  qui  est  i-f-7cos(ct; — ra) 
(§.  253.  (/;),  donne  en  diiI6rentiant, 

le  coefEcient  de  sin  k  6tant  inutile  ici.  La  valeur  elliptique  de  ^  ,  -Uau 
est  1 -4-(i  —  c')7  cos  ^  (C.  a55.).  En  Tdtant  de  Tezpression  prdc^dente,  il 
restera  pour  les  perturbationst  en  n^gligeant  le  terme  ^  -7  it  cause  de  la  len* 
teur  de  la  variation  de  iVxcentricit^,  cette  ^quation: 

L'^quation  ^II)  a  la  forme,  o— -^—^  -^-au-^-Ky  cosk,  K  ^tant  la  somme 
des  coeflBciens  de  7  cos  k,    dans  B  —  C  —  ^,  N  +  B'  +  B"  —  C  —  ^*  ^N 
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(f,  r>55:),  apr^s  en  avoir  iii  la  parlie  eUiplique  M — c^)  YcoflAr.  «CeU  pos^i 
la  comparaUon'  de  ces  denx  ^quationj  dontiera 

--      —  c  3:  y  f  t^  -f-  K^,  et  en  integranf, 

(a) xsr^cv^/dv.V^c^  +  K). 

II  en  suit  iicv  —  w--\-cv^:fdv.V(c^'^^)  —  vZflfdv.V(c^^K)^\M^ 
ceque  nous  avons  suppos^  le  moyen  mouvement  des  apsides,  tvrrr^f-— «).ti 
(§.  2)3.),  c^Jant  apeu  prSs^gal  a  runit^;  dV>ii il suitque^sci;  ou  vZ^fdv.V^c^^+K) 
est  k  peu  prbs  egal  k  2V.  II  est  done  visible  qu*il  facit-  prendra  le  radical 
avec  le  sigpe  inKrieuc,  ce  qui  doanerA  (^/),  xa  —  cv — fd.it.  V  (<^  -{-K}.  Si 
on  fait  pour  abr^ger, 
,  -2(5  -J8m)  A^'>+(5+/»)  A««^r  A  3+5(5-8m)  A«»>-  i^^  a^->+I^12z5!S2  a«+>:S, 

ks  valeurs  pr^cidente^  de  B,  C,  ^i  N,  .B',  B",  C,  "^-  6^N,  donneront 

Jl  =  — ?iw^(A4-B7^;, 

ov  \       c^— jiii'A/     V        2        -^  ^       .s  4y(c*  — imuy 

Uint^gfation  dbnnera  l6  lieu  du  p£rig£e, 

n  <5tant  Npoque,  v  {c  —  V  (c^  —  f.m^A)}  zz^v  le  moyen  anouvement  des 
apsides,  et  ■ — — — t^-ttn /'^''^^•^  riquation  s^culaire  de  cc  .mouvtment.  Lcs 
Valeurs  pr^c^dentes  doouent  AwT  i,9658i36f  8  =  7,-9154359;  d'oi^  ril  viendrt 

y  ( c?  —  3  ,/,2  A)  ^  0,983 1907  =  0  —  ^. 
Nous  avons  suppos6  I9  moyen  mouvementz:(i-c)i;,  d'ou  il  suit  ixci:i+V(c^— oW^A), 
et  jc  =  Q,99 15963^  ce  qui  ne  difffere  que  de  la  ooooo"ie  partie,   de  la  valeur 
qu'ont  donn^e  les  observations,  ^=0,991548.  Ensuite  on  a        a2>i    ar\~4iQ3o; 

d^oii  il  r6sulte  T^quation  s6culaire  du  p6rihilie  =  ^«P^*  | '^'V'^'^^'^*  Cette 
^quation  a  un  signc  contraire  h  r^quation  s^culaire  de  la  longitude,  et  elle 
art  quatre  fois  pluf  gtiande,  ou  suivant  M.  de  Laplace,  trois  fois:  ce  qui  donne 

r^quation  s6culaire  du  p6rih61ie  =  —  /.  3o'^9  — - 1\  o^^,o4^6; 
t  i^tant  le  nombre  des  siecles  6coul6s  depuis  T^poque. 
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Le  premier  terme  de  la  lalitude,    .«TTjsinCev  —  JK   dnnnAra  pfli-  la 

Bi^me  procede,  ^  +  *  — i/^oU^J  —  (^■^)  c  «sinp,  en  relranchanl  la  partie 

fUiptique,  et  n^gligeant  -— ^  et  le  coefficient  de  cos  p.     L'6quation  III  donne 

et  en  faisant  ^=1, 

Sii  rbn  comparc' cette  ^qaation  «vec  la  prcc6dfente 

"^dv»  +^+  J W  -"^ Ujs *"°'''- 

•vfaiMnt  V— aA^»>— (»  +  »i)B^»>=C,3  +  5A^»>+_('i+/n)B<^'=:D,  ooaun 
£'oii^  Ton  conclura,.  en  faisant  pour  abr^ger,  V  (^r*  -4- 1  ^^  C)  zr  f , 

K  itant  rfpoque,.  {g: — f)  v  le  moyenmouirenient  des  noeuds,  et  —  ---^  DJy^dv 
r^qualion  sdculaire  de  ce  mouvement.     Les  valeurs  de  m,  A^®\  B^®^  (§•  .aSj  ), 

D 

dbnnent  C  zz:  o,9553o857}  D  zz  i,&i  172857;  ^=i,oo8oo64j  -j  =  0,799463^. 
On   a  donc  le  mouvement  moyen  des  noeuds  =1  (^  —  0  ^i   ^e  qui  doit  £tre 

igal  i  (i — g)v,  d'ou  Ton  tire  g  — ^—  i.oo^po^a;  ce  qui  diffbre  tris-peo 

de  la  yaleur  ^-z:  1,0040217' que  donnent  les  observations.  L'^quation  seculaire 
est  — 0,7994634.  f  m^yV^dt;;  oasuivantM.de  tapUcei.— o,735452.|mYy*dv, 
ee^  qui  donne 

r^qpation'  s^culaire*  des  noeuds  —'  i .  'j'\5o2  4*  /^  .  o'^oii33.. 
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CHAPITRE     IX. 


Theorie   des   S  atellit  es    deJupiter. 


U 


$.  aSp.   v/ne  th^orie  complkte  des  perturbations  des  Satellites  deJa* 

piter  exigerait  des  calculs  aussi  longs  que  celles  des  plan^tes  principales  da 

sysibme  solaire.    Quoiqu^il  n'y  ait  que  quatre  corps ,   Faction   du  soleil ,  le 

nipport  remarquable  qui  existe  entre  les  moyens  mouremens    des  trois  pre- 

miers  satellites,  Taplatissement  de  Jupiter  qui  a  un  effet  consid6rable  sur  le 

mouvement    de  seB  satellites,   et  rignorance   dans  laquelle  nous  laissent  lei 

obserrations ,   relatirement  aux  excentricit^s  de  ces  orbitesy    demandent  une 

analyse ,    diffiSrente  de  celle  que  nous  avons  employ^e   jusquUci.     Cependant 

la  masse-  de  Jupiter  et  sa  distance   au  soleil    6tant  beaucoup    plus  grandes 

que  celles  de  la  terre,  Faction  du  soleil  sur  les  sateliites  est  peu  considdra- 

ble.  Uaction  de  Satume,  dont  la  distance  k  Jupiter  n^est  pas  plus  grande  qua 

celle  du  soleil,  tandis  que  sa  masse  est  3534  ^ois  plus  petite,  est  tout-i-fait 

insensible.    .L*efiet  de  Taplatissement  de  Jupiter  est  trbssensible,  principale* 

ment  par   le  mouvement    des  apsides.     Mais    il  serait    impossible    d'exposer 

cette  th^orie,  sans  donner  trop  d^^tendue  k  cet  ouvrage.   II  en  est  de  mAme 

des  in^galit^  qui  d^pendent  des  exeentricit^s.    Les  observations  n^ont  donn^ 

qu'une  connaissance    imparfaite    des  excentricit^s   du  IV  et  du  III  satellite. 

Pour  les  d^terminer  exactement,    M.  de  Laplace  a  employ^  une  analyse  in- 

g^nieuse  et  d^Iicate,  dont  nous  regrettons  de  ne  pouvoir  donner  un  extrait  ('). 

Les    in^galit^ ,     ind6pendantes    des   excentricit^s ,    sont   proportionnelles   k 

sini(|ji' — jUL^y  jUL  et  jul'  6tant  les  longitudes  jovicentriqups  du  satellite  troubli 

(0  M^can.  c4U  Tom€  IF^  1*9.  VllL 
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t\  da  corps  perfurbateur.  Si  le  dernier  est  le  soleil ,  ii'  —  jii  est  180-  dant 
les  ^dipses,  dont  le  cdlcul  est  le  but  de  ces  recherches:  par  cons^quent  ies 
in^galit^s,  dues  li  rarlion  du  soleiL  sont  nuUes.  Nous  nous  borneions  donc 
i  exposer  les  inc^galil^s  p^riodiques,  ind^pendantes  des  excentricit^s,  qui  sont 
dues  aux  actions  mutuelles  des  satellites ,  et  les  ^quations  s^culaiies  de$ 
Doeuds,  qui  r^sultent  des  acMons  des  satellites  et  du  soleiL  Ainsi  les  calculs, 
contenus  dans  le  Chapitre  pi^sent,  ne  i^eraient  qu^one  application  des  formules 
donn^es  dans  le  Chap.  II,  si  le  rapport  quiexiste  entre  lesnioyens  mouvemens 
^es  sateliites,  ne  le  niodifiait.  Nous  commencerons  par  donner  le  resultat 
des  formules  pr^c^dentes,  et  ensuite  nous  chercherons  la  correclion  qui  rd« 
«ulte  de  ce  rapport  remaiquable. 

$  i;6o.  D^signons  g^n^ralement  par  M  la  masse  pertuTbatrice,  nommoni 
m^,  m'S  77f*'S  m*^,  Q*  ^^^  masses  des  quatre  satellites  et  du  soIetI,.ceile  de 
J)!piter  ^tant  prise  pour  unit£,  a^,  a^^,  a'"^  u^^,  les  demi-diametres  de  letlYs 
oibites,  r^r^.r'",'''^  leursrayons  vecteurs,  1,  II,  111,  IV,  et  v*,  v",  v''',t;^% 
leurs  longitudes  jovicentriques^  moyenne  et  viaie,  &,  0",  0"',  ^'^,  les 
dur^es  de  leurs  r^volu*ions  sid^iales,  ^*,  f  *,  f" ',  ^'^,  les  mouvemens  annuels 
iles  Dfoeuds  sur  roibite  de  la  planfete  perturbatrice ;  et  employons  pour  les 
«utres  quantit^s  les  notationsy  adopt^s  dans  le  Chap.  II.  Cela  pos^  on  aura 
(§,  210.  211.  171 —  1^5.), 

(0 ^=-|Ma^c<'>, 

^  '  a«  •        </  a'  ^  a  '        «^a'     a«  ^  a  > 

I  ne  s^^tendant   qu^aux  nombres  positifs ,  et  toutes  les  lettres,  marqu<^  s  d'un 

trait ,    se  rapportant  au  ^atellite  9up6rieur.     Les  coeflFiciens  A^^>,    — ;;-  ,  c^^, 

aeront  calcul^s  au  mo)^en  des  formules   donn^es  ci^dessus  ($•  171  —  173.),  et 
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des  ^l^mons  suivans^    iiris  de  1a  Mecanique  C^lesie,    oii  Votl  a  prb  le  demK 
'diamfetre  de  Jtipiter  pour  Tunit^  de»  di^lances.  ' 

a^  =  5 ,69  ^^;     a' '  =  9,0665.5;     o' "  =  14,461895     a" '  —  25,4359; 
n'=/i»^94:iJ4i9;    n"^/!'^^,^^^')^^;    n'"  = /i'^  2,332643;    11'^=  i,- 
0'=  1,7691378)00^8;  0"=3,56ii8ij.  0'"=7,i545528j.  0'^=  1 6,68901 94  jv 
De  la  oa  a  conclu^ 

pour  }e  I  ei  11  satdEies, 
a  =  o,6a85i83;     A^^^=  2, 25884^    A^'^  =0,7643117;    A<^^=o,3«32i43r 

i^^^  =  0,19^-354^;    *^^^  =  o,io65i i5;   b^^^  =  o,o6b5324$    -5 —  =  «^,099916^ 
^  =  .,7500.4;   !|^  =  ,,45276;    ^=i,o846jc<'>  =  4883.fif;: 

I  «<  lU  satdlUes, 
<t  ==  o,394o349)    A^''^  =  a^852433j    A<'>  =  o^ig^goa;    «<«>  ^o.ia^S^gS,-. 

*^3)=:o,o4ii4ii   ^*  =  r,ao8235;   ^  =0,681369;  c<'>=  1,6237782 r 

I  et  IV  satellUes, 

a=  0,2240334;    A^^^  =  a,0258ai;     i^'^  =  0,228387;  b^^=  o,o38456i^ 

^j^  =  1 ,059579;    c^*  ^  =  o,74o3o65 

II  et  m  satelliies , 

at  =  0,6269267;     i^*^  =  2,2570986;    4^'^  =  o,75i534j    *^^^  =  o,36o9»o8;. 

»<3>  r=  o,i9d6386;  i<*>  =  o,io5a93;    —  =  i,74365;    —  =  *AH^il^r 


36»»' 


=  1 ,07629;    c*'>  =  4484022;- 


da 

U  etW  sateUites,. 

«  =  0,356447;    i^»)  =  a,o685o85;    *<'>  =  0,374917;    i^»>  =  O,ioo8bo3i: 

^  =  1,164667;    c<'>=i,38o6i5i 

III  et  IV  satdlUes, 
•  =o,56856a4r   i<»>  =  2,1996536;     *^'>  =  o,6558357i    A^">  =  0,284175: 

*f3>  =  0,135969;     A<4)  =  0,0681  a4;     -^  =  0,878931;    -yjj-  =  i,54588aj 
i^  =  i,i9oa93;   !|I!^  =o,8ia42ii.    ct'>  =  3,5666 ja5.. 
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fii  on  diSsigne  par  A  la  moyenne  distance  de  Jupiter  au  aoleil.,  par 
0  1e  demi-diam^tre  de  Porbite  d^un  satellite,  par  T  la  dur6e  d^une  r^volutioa 
deJupitery  onaura  O='0^79>1  T=^i3^fio:ka)ouT$f  et  (S*6o.)  Ti— *  ^^^■nfij 
,^oii  Fon  tirera 

"pour  1e  I  saieOtie, 

-ct  =  OtOOo5386i';     A^**^  =  a^     A^*>  =  o,ooo5386;  c^'>  =  0,00161583 

pour  le  II  satelliie, 

azz  0,00085^075    *^*>  =  a;     i^'>  =  0,00085707;  c^'>  =  0,00*57 la; 

pour  le  III  sateUite, 

Jt  =0,00136717;    A^>  =  2;     i^'>  =  0,0013672;  c^'>  .=  O,oo4ioi5; 

pour  le  IV  satellite, 
u  zz  0,00240466;     i^*>  =  a;    i^'>  ==  0,0024047;     c^'^  =  0,0072i4« 

$•  261.  Si,  dana  la  formule  (1),  on  fait   7-  =90*,    on  aura  le  mouve- 

4- 
tnent    des  noeuds  pendant    une  r6volution    du  satellite  troubld ,    d'oii  il   eat 

aise  de  conclure.le  mouvement  annuel,  ^r-MaV^^^.go^d  ilant  n ^ • 

Les  valeura  pr^cddentes  de  0  donnent  pour  les  quatre  satellites, 

r  =  2064465;    d"=.ioJi,853i;   i"' =  5.i,o5i4i    d'^=2r,8856i 

.i^oh  Ton  tirera 

^'  =  —  33'',5  —  m".429o3589e'—  m"'.  i6864354"— .m'\ 248548o''| 

^"  =  —  i'7  ',2  -  m\  1022778511"  —  m"«.  63395890"  —  m'^  584554o"; 

^"'  =  —  2'i5",3  —  mK  io583i3o"  —  m".  3y86893o''  —  m«\  19070940'^; 

^'^  =  — 5'i5'';6  -^'.^176057'  —  ^".3489570"  — m"'.  14379663^; 

•le  premier  terme  ^tant  le  mouvement  des  noeuds  sur  Torbite  de  Jupiter, 
qiii  d^pend  de  racfion  <du  soleil,  et  les  autres  termes  oonnant  le  mouvement 
des  noeuds  sur  Torbite  du  satellite  perturbateur.  Si  on  multiplie  ia  valeur 
de  ^,  relalive  k  Taction  de  chaque  satellite,  par  1—  r  cos(J— J^),  on  aura 
le  mouvement  des  noeuds  sur  Torbite  de  Jupiter  (§•  210.  XV.).  Suivant 
les  observations  de  Maraldi  et  de  Wargentin,  les  longitudes  du  noeud  ascen- 
dant  ont  ^t^  au  commencement  du  sifecle  pr^sent,  k  peu  pr^s 
J^  =  3i4^  30",  J"  =  313*^45',  J'"  =  3i4^  24',  J*^  =  320^18,  et  les  inclinaisonj 
^"^S^iS^Sd",    d"  =  3*i6',    •«"=3«'i4',    d'^=  2*^35'; 
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ce  qut  sofBt  pour  calculer  la  formule  pr^c^dente.  Mais  les  arcs  y— J^,  efc. 
et  les  angles  $\  eic.  sont  si  petits»  et  si  peu  dilFiirens  les  uns  des  anttes, 
que  ce  caicul  ne  pourra  donner  aucun  r^suUat  siin  il  vaudra  donc  mieuz 
sVn  tenir  aux  observations,  suivant  lesquelles  les  orhites  des  quatre  satellitei 
ont  eu^  au  commencement  du  si^cle  prisent^  une  position  semblable  k  celle 
que  pr^sente  la  lig.  ^S.  Oa  verra  plus  bas,  que  les  massea  des  quatre  satel- 
lites  sont^  par    rapport  h  celle  de  Jupiter» 

m'i:o,ooooi7  '2  U^  /M^'ro,oooo23a3555  /w"*z:o,oooo8P497*;  /w'^— o,r.ooo4  6"pi. 
Si  on  substitue  cesvaleurs  dans  les  expressions  pr6c£dentes  de  ^*,^",  ^"',^*\ 
on  trouvera  que 

les  noeuds  du  I  satellite  r^trogradent  annuellemenf 
sur  rorbite  du  ll  =  49'58",2;  du  III  =  2452'. 4^  du  IV  =  i%(r'; 
les  noeuds  du  II  sur  TorK  du  Iz=:o.9'32",3;  du  111=9^30^4^  du  lV:^4V',f,' 
les  noeuds  du  III  sur  Toib.  du  I=3'3^4;  du  II=i5'-26".4;  du  lV=i3'JJ",5j 
les  noeuds  du  IV  sur  Forb.  du  I=2d"4;  ^u  IIzi:i'2i",i;  du  IIl=^i'i2",5. 
$.  262.  En  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemeos 
des  trois  premiers  satellttes»  nous  ferens  r/zz2n'^zz:^n''\  en  exceptant  cepen* 
dant  les  diviseurs  n^ — 2/1'',  /i*'  —  2/1''',  qui  deviendraient  nuls  par  cette 
substitution.    £n  faisant  donc 


a*    _  a        a"      _      «"        .^     a"» 


el  d^ignant  par  A^'\  *A^'\  'A^'\  les  fonctions  b^^^  qui  se  rapportent  h  «/a.^a^ 
par  d^\  V^'^,  les  fonctions  b^^  relalives  k  p,  '|3f  et  par  e^^^  celles  qui  se 
lapportent  k  7;  la  forroule  Qlj  (J.  ^>6o.)  donnrra  en  secondes  d^in   degr^^ 

-| '«<  IQ  ^A^'^-4^  8  *a —  ^7    cf  >  — V     .-^ 

^  Il-l' .« S  3,5 .  -iO)  + '.«  ilil^  e  'illlHI -2). 
ri/'=-.  -;^,43 ^co _^.«  ^^ _  •  ? 'ML-r^O 
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4m 
~-  3  <  1 


5    ^tt.  ~'^     ^^    $  ».n  1"  la  ^'  '    '^^    d,3    S  «ini" 
m'-(0»V^</                     3(0'X              „))  ,   .„..'^  fl-^^,  ?sin(TV-mj 

(»'."_,;(rt"'_a)(3n'"— 2)  K  '*^c(n"'— .)y/*     ^  3  K   S  ""  i" 

n'(«' — i)Oi'— a)2»a*\  n'— ./  \  n— r/  d'a   >       sm  i" 

.  m'^  5    »/'„''t>^     5     \     .^.>/^„^4.,+     '    ^     ^.ft^'^'"?"^'»    IV) 

^ n'''tn?''-.)^."'-o-)  a K"  -^+  i?^::; j "*    r  "^"^ ^^-=^7 ^^ "i T s  "»„ ." - 

lan'''— .)(jtt"'-»)(aft"'— 3;K  ^^n"'— .;"        '^^'^    d7    i         .m  i"        * 

Les  aulies  in^galii^s  sont  insensibles. 

i^i  on  siib»tilue  pour  o,  p>  7,  b  '^,  tf^,  e^',  etc,  leur»  valeurs    §.  a6o.^, 
il  vi^ndra 

iJzziu'  60  6.5'sinai-I^— '«■'.S^^o^ooS^srna  ai— 1)— /w".33.V4"»in3(:i-  I) 
—  m'.5.a..'sin4CI— I)-|-w''.7o:9S"sin  III -I^— m'.6n;-9'sin2  .111— T, 
ii"——m  .a;<5.o  49'  sii.(!— II  — /«'.i^St^^^sin-Xl— II)  —/7/.  14  6/'4in.{(I-II) 
-^/n'".6o..8«/sin(iII— ir.-/n".4.64^4'>o"sin2(m— in-/;j'".23ii2J"sin.3ilI-II), 
««'"=:/«  .Hof^ga^sin  (I  —  lin —/n'*.  11576020"  sin  II  —  1:1) 
—  //»''.  7  .  4i'  sin  a  (II  —  III  —  /n".  ^  »5  :6"  sin  S  (II  —  III) 
-f-/n".J4toi3 'sin(lV— lil,-/7i'\i i74J8tt'»in2(IV— m)-//t'\8-.533sia.i(l V— III^  , 
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•5t;»^=m',46i54'5in(l  — IV)-f /w^7.4^7''»in(ll  — IV) 
—  m  ".  103822''  sin  (Ul  ^  1V>  —  m  '.  5 171*8'  sin  2  (\\\  —  IV). 
Ijet  in^galil^  que  M.  de  JLi^place  a  IrouvSes  par  ^'aulres  Ibrmules  (*),  sonC 
peu  difiSirentes  det  pr^c^dentes,  \  J'exceplion  des  termes  qui  ont  les  argumens 
9  (II —  1),  I  —  II,  a  (III —  II),  ou  ce  qui  revient  au  mdme,  des  tennes  ^ai 
ont  les  diviseurs  n'  —  %n!\  rt* — ^n''.  La  d6lerminalion  ezacte  de  ces  termes 
demande  une  analyse  particulibre  que  nous  allons  exposer  (*). 

$•  263.  I^'eztr^me  peHtesse  «de  ces  diviseurs  produit  des  in^Ki&  quif 
esoissant  tr^s*lentement,  -ont  de  Jongues  {>driodes,  et  par  l^  ressemblent  k  une 
iqualion  s^culaire  du  moyen  mouvement  ou  du  grand  axe,  que  nous  repif« 
«enterous  par  Mffo^  M  ^lant  la  masse  perlufbalrice.  Cette  nouvelle  inigalit6 
d^pend  donc  du  carr6  de  la  masse  M,  et  eUe  est  principalement  sensible 
dans  les  termes  oik  rSr  est  tnullrpli^  par  la  partie  constante  de  la  masse  per« 
turbatrice.    Cest    pour  cela    que  jious  mettrons  — ^  au   lieu    de  -^,   et 

T*  ^  f* 

a-^-MSa—a-^-M,  — -  au  1ieu  de  t,  parceque  nous  n^gligeons  ioi  les  exceih 
tricit^  ee  qui  donne  ma,  tdrino,  r.d(trj  —  d(rSr)tt 

Sr rSr  rSr  /         tiM  ^*^ 

r»  —  ?Trsr;?^a  —  "^^  v  ~      w* 

iCela  pos^,  les  iquations  du  $.  167.  donneront,  en  faisant  n^a^zzit, 
,V.  o  =  M  iifiljl)  +  M  lir  (,_3M  ^•)  +r  ^)  +./0»), 

VI.  MJ v  =  2 M  ^—  +  ^nafr  (^)  dt  -J-  3nafdtf{^dli), 

On  a  ($.  168.  169.  170.) 

R  =  M  .  S  =  M .  B  =  I M .  A^*^  4- M  .  A^'>  co« » w, 

06,  li  cause  de  r—a-^  M =a-|-  Aa^  on  doit  faire 

Gomme  il  ne  s^agit  ici  que  de  la  parlie  eonstante  du  facleur  de  rSr,  on  auii 

(I)  Mdoan,  cil  T.  ly.  pag.  89  —  93. 
«(»)  Jhid.  pag,  8  —  18. 
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»=«*-T-*^;Tr)-  p«'=T-'-^(Tr):.  /i^B)=T--H":-> 

On  a  de  pluf 

iLinsi  les  fonctions  /(dR)  et  rT— J  ($.  182*)  dei^endront 

(A) /(aR)==M.C+-?!^^A<^'>cosiV  +  M^  — ^^ 

ym%         /9^\     ^    ^A'^*  •  M    aA'»*      .       M*ryr/dA*°>  ,    a^A^<»n 

9i  oa  fait  poup  abr^ger 

(G).....r-3M*^  +  ?^Ma*^+rM.tt3f|:^=:X% 
^  «     '   2  dtt    ^2  da* 

et  quW  multipliis  IMquation  IV  par  n^a^  ==  r,  on  aura 

df*  2  dtt  \« — nf  ^    9    da  / 

$.  a64*  Uint^grale  de  T^quation  IV.  doit  avoir  la  forme,  7<fiCf +Qcosm> 
dw  itanl  ==  {r/  —  n)  d/^  d'b6  Fon  tfre 

En  substituant  ces  valeurs  dan»  r^quation  IV,  on  trouvera 

-ixiTT-x-T-  ^^  i^n^y-.x^.^  {j^+l-iirj^  fifr^^amw. 

Si  Ton  fait  rziza,  et  par  cons^quent  X=»|  la  partie  constante  de  rtr  acau 
donn^e  pav  F^quation  a$a  =  P^  ou 

D M*-'  =  -«M.C..-Ha»?^. 

tt  a         d  a 

£es  yaleurs  prjic^dentes  donnent 

/3//(3R)  =  M.C./-;^^,sin,V,    ^i2  =  Q;(n«,.')siniV. 
Si  on  subslitue  cela  dans  T^q^uation.  VI  ($•  263.},  il  viendra 
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Le  terme  oon-p^riodique  peui  ^tre  r^uni  au  moyen  niouvementy  d'oii  ii  tuit 

ce  qui   ^fant  subsfitu^  dans  les  ^quation^  (C    et  (D),  donnera 

^  a  6  da        ^  *  i   d  a      ^    2      da*    ^ 

A    cause    de    raplatiss^ment    de   Jupiteri   il   faul   diminuer    X  de  -^ — r"^> 
d'ou   il   vient 

Ainsi  on  aura,  en  n'^tendant  1  qu^aux   nombres   positifs, 

rTr%ii^'^  Ma»c>A'^>     ,  M  n  o^  C  2  r:  A  <'      ,         dA»»5 

IV.M  ^^^  =  -^-,^^^--  +__,^---,   J-V   +^-7a    ^   ^^''^^' 

VI.  Mdv  .— -^-:^'  %,-—  ^  --i-^-O-^/ilL'  A^/)  +  ,x^.  ^;  '  ^  sin  n. 
i(n—n')(/»(ji— ..')'— A».i*)<  n  — n'  *  da    S 

Ces  in^galit^s  deviennent  cuiisid^iaiiies  par  la  pelitesse  du  diviseur  r^/i-/}^  ~X'/iV 

ou   d'un  de  ses  Facleur, 

i(n  —  /1) — \n~p.  et  r(/i  —  /lO -|- X/i  rr  V. 

Comme  on  a  ^  fort  peu  pies  n^zii*in!\  n"  —  "xn"',  et  X  n:  1 ,  il  cst  ais^  de 

voii  que^  si  on  fatt  pouc  raclion  du  II   sateilite  sur  le  I,  izrr^,    \l  sera  k 

peu  pr^s  f{  —  2/1",  ^t  V  — 2/1'.    Rclalivemenl  a  Faction   du  I  et  du  IIl  sur 

le  II,  on  a  >t=i /1''— /1')— VV,  vzz:/(i''  — /i'/-f.X'/i^  et  |«.  — /(//'— /i"'>—XV', 

V  — /   n   —  n^"  -4.  \'' n'^:  en  faisant   donc  dans  le  premier  cas  1  rr  i ,   et  daus 

le  second  irza,  on  aara*  a  peu  piffet  H=—  "'*  -^—irf^W,  ei  Hzr/i" — a//'', 

v=  2/1 '^     Enfin  si  Ton   fait,  pour   Taction  du  II  sur  1e  III,  i~  i,   on  aura 

^  peu  prfes,  firz— '/i'',  vrrsn"'  — «".     Disignons  par  A^  \  B^'\  'B^'\  C^'\ 

les  valeurs  des  fonctions  A^\   relatives  aux   perluvbations  du  I  satellite  par 

Fac  tion  du  II,  a  cellet  du  II  par  Taction  du  1  et  du  III,  el  ii  celles  du  III 

par  Taction  du  ll.     Cela  pos^,  en  n'ajant  ^gaid  qu^aux  (ermet  clont  Tun  des 

diviseurs,    fjL    ou    v,    est    pretqme    nul,    et    faisant    dans    les   autret    facteurt 

rl—^in'',  ri  —'>ri'\  X=i,   les  iqiiations  IV.  VL  donneront^ 

I.  pour  les  in^gaiit^t  du  I  tatellite,  dues  ii  raction  du  II, 
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(a')»      —    *(a'— n''^  — X'n'     d*  '     2  "do    S* 

"'    *"  -    a<;,/-n'')-rx'^  V^       ^"^     ^o    S' 
a.  ponr  le«  in^galit^s  du  11,  diies  k-t^tion  du  I  et  du  III, 

(a")»     —     n"— n^+X"»"     i  a    da^S* 

,       ,_       m'n"a''.in(f-n)  S.r^'- a" -'"?• 

"**' n"-n'+\"n^      T  a«"  >' 

^/./^rgy//  __  ^"'^''^"cos  o  (III  -  H)    <     .nO^.flil^/l^l 
(a")>       ""     »(*"— n'")  — Vn'      i^  '^  %     da''   S* 

3L  pour  les  in^galil^s  du  III.   dues  k  rartion  du  II, 

WV^T^^m"  =/"^"00,(11-  III)  (    p(o_   ///3C' 
(*"^/      —     a,/"     ;/'  ^a'"..'"      P  "      da' 

Si  on  Cait  pour  abr^geri 

4«"  'B<«^  +  (a".»  ^?!'  =F',  aa'"  C<'>  -  («V  7^1;.'  =  6'» 

]eB  equation*  pr^'-^denlp8  deviendront 

p.  «."  /  V  _  w'V-' F  co.  -  (1      II)  ,  tn^ /F.ing^l      H). 

^'  '' T"')'  '  ~  a(a ,/-:."_./,/)'      "'   *W  —  -  ■»,/-,.''"-,'./  > 

m'r"    »•"  __        m'a"  G  00.  (I  -  D)  ,,    „  _  «'"''  G  '"'  ^*  '  "X 

^^> ~ ^  ". »~  —  ""  »(..'_,/'_  ^" ,/'j  •      «  *  »>    —  — /_    // _■ , ."  "    i 

.  «.'".-^      "^^^"./'t^-o.^^II-m)  ,„^    .,  m""VMn2'n    III). 

^*  ^ ~(7T»     —  i(7n"3T7"-  ,/',/')♦    ^"   **^  =""  -7,."3T7s-_  . ". "  > 

-  m"r'"   /"_        m".'"o'c..!CII    III)  „^    ,,,_  m"  ."'o'- r  (II    III) 

^^^ ~  *")~  ""  ~  H-"—' '"'  -*<"  •"*) '     "  ~~n"-i/"-A"'./"  * 

Les  rapporls  remarquables  qui  existent  entre  les  mo^ens  mouvemens  et  les 
^poques  de  ces  trois  satellites,  donnent  le  moyen  de  «miplifi.  r  les  ^quatitns 
pr*c«5dentes.  On  a  vu  (f.  .71 -17^.)  que  A^'>r=--j;/  t  ^^^^--^, /j '', 

i«>  itant  fonction  .de  «=  ^.    II    s'en  suit  que  o»  A^'>  et  (a"f  -^,  ,  ««Mi 
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que  F  et  G,  sont  des  fonctions  de  —„,  et  Pon  veira  ais^meut,  que  F'  et  G' 

a"  a' 

«ont  les   mdmes  fonctions  de    ,„,   que   F  el  G  le  sont  de  -„.     Or   on  a  a 

,  .  ,        a"         af  a'      a"        fti"  \      (n'"' \        (i\\      /i\« 

tres-peu  pres,    -„,  =  ^,.    parceque  ^f,--^.'-'  [^f  :  (^/  :  :  (-/  :  (j/; 

d'oH    il   suit   F=F   et  G'  =  G.    On   a    vu    de   pius     (II.   §.   325.),     que 
I  —  3 II  4-  2 III  =  1 8o%  d'ou  il  vient 

2  (II  —  III)  =  (I  —  11)  -  i3o»,  et  ""  a  (II  —  III)  =  —  ""  ri  —  II). 

,co$      ^  co$  * 

Si  ron  fait  rl  —  irt',  n*'—^n"\  ou  /i' — /i^' zr  a  (/i' —  n"'),  on  pourra  rdunir 
les  inegalil^s  (G)  (F')  en  une  seule,-   el  en  faisant  pour  abriger, 

les  ^quations  pr^c^dentes  prendront  cette  forme: 

(H; "^J^  -  V  cos  2(1  — II),         m''^t;'  =  -  [1]  sin  a(I  — II); 

(J) ^/y/-  =  -  T  ^^*  ^'  "  "^'        ^  ^''"  =  I^^^  "^"  ('  —  ")' 


(K) ^^^-T^       =  —  iji  cos  (11  —  III),        m"  a^  v^''  =  [3]  sin  (II  -  III). 

%  a65c  Si  Ton  compte  les  longitudes  I,  II,  III,  v\  v'\  t/',  de  la 
conjonction  supjrieure,  en  lea  riapportant  \  la  ligne  mobile  qui  joint  le  soleil 
et  ie  lieu  moyen  de  Jupiter^  n'y  n' ,  n"',  seront  les  moyens  mouvemens  syno- 
diques  pour  une  seconde.  Supposona  qu^k  1'origine  du  tcms  t,  les  deuz  pre- 
miers  satellites  aient  ^t^  en  conjonction ,  ou  I=ro,  II  =  0,  et  par  consd- 
quent  III  zr'  "  "^ zrgo^.  Cela  pos6  on  aura  pour  un  (ems  quelconque, 

l—n'l,  II  =  n%  III  =  90«  +  n% 

et  les  ^quations  (H)  (J)  CK)  deviendront 

m"ji;'=— [1  ]sin2(/i7— 7i''0,  Mffv^=  [2]  sin  (nU—n^^t),  m'W=— [3]cos(#i'V— /i''0- 
Si  on  fait  n  — 2/i"  =  n"  —  in'"  —  i*i^  on  donnera  k  ces  ^quations  la  forme: 
mW=-«  [1]  sin  (/j^-t  w>,  M5i;''= [2]  sin  rn''4-w}/>  m"ffi/''=—  [3]  cos  (/i"-|-«)/. 

Mais  dans  les^clipses,  I,  II,  III,  sont  nulles^  c^est-k-dire /»'/ =  0,  nizz,o^ 
fi''tz=. — 90*,   d'oik  Ton  conclura  pour  les  ^clipset, 

ni'iv  =—  [ij  «in  w/,  M«*v'  =  [2]  sin  w/,  m"  Jv'''  =  —  [3]  sin  w/j 
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ainsi  4e8  iDegalit^s  des  trois  satellites,  dans  ies  ^clipses,  ont  le  m^me  argu* 
xnent  mi,  ct  par  cons^quent  ia  meme  p^riode.  Pour  la  trouver,  nous  observe- 
rons  que  n  et  u  sont  le  mouvement  synodique  du  I  sateilite,  et  le  mouvement 
de  Targument  cj/,  pour  une  seconde.  En  nommant  donc  T%  T^,  ia  dur^e 
d^une  r^volution  synodique  du  I  et  du  II  satellite,  et  P  la  pdriode  de  Targu- 
ment  f»)t,   on  aura 


/ ./ 


71      « 


w  :  /i' :  :  T' :  P,  donc  P  =  -7 „ 


_        T' 


-:f//  =0,995955903^ =247,2345  et  P  =  43;,64i  jours. 


Nous  avons  vu  (II.  §.  3 10.),  que 

T'  =  1.7698605  jours,  T''='3,554og4i  jours; 
d^oii   il  viendra 

21' 

Cette   p^riode  des  in^galites  les  plus  consid^rables  des  satellitea  est  conforme 
aux  observations,  qui  avaient  fait  renonnaitre  ces  in^galit^s  (II.  $.317.). 

§.  266.  Les  ^quations  du  ^.  264.  ne  difl^rent  de  celles  du  §.  269.  que 
par  le  diviseur  qui  esl  (a  —  W)  n'  —  an'' *au  lieu  de  n  — 2/1"  pour  le  I 
sateliile,  /i'  — (i-t-X')  n''  au  lieu  de  n' ^^n"  pour  le  11,  et  n"  — (i+x'")«" 
au  lieu  de  n' — ^n**'  pour  le  IIL  Ainsi^  pour  corriger  les  ^quations  du 
§.  262,  il  suflRra  de  muUipIier  ie  terme  de  5^t/,  qui  a  Targument  %  'I  —  II), 

P^'"  (^"xo^/:r^7/' (7=o/K  —  "^»  ^*^*  ^^^^^^  ^®  *^''  "^"^  ^^^  ^^ 

argumens  .1  —  II  et  2  (II  —  III),   par  JJZTi^'^^,  =  ^"  1   ^t   le  terme  de 

1 
^v"\  qui  a  rargument  II  —  III,  par (,  ^  K^'^yiJ''"  ^*  ^'^^  ^***  P^**^  abr^- 

ger,   0,0217794  =  0,  r^quation  (E)   (§.  264.)  donnera 

# 
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dft'^>  .  ti^^h^» 


et  si  Fon  substitue  les  valeurt  de  a,  p,  A^*\  etc.  (§.  260.)^  el    ^     -^- 


2(1— a»)» 

V=  =  0,9993  9J  —  m''o,964>ii,  X''==o,999735o5-*w^i,53458--»'^o,95ii^^ 

>^'"*  =  o,999^'9>6i  —  /n''.  jjSiyaJa, 
et  par  rex»rartion   de»  racines, 
X'  =  0,9996646  —  w '.0,48242;  X''  =  0,999^6752  —  /w\ 0,767 39  —  «''. 0,47566; 

X'"  =  0,999^479  •  —  ^*"*  0,7  806. 
Les  Talenrs  pr^c^dentes  des  majiites  (§    v6*.)   donnent 

X' zi:  o  9  ;96:');  X'  =  o,999  1;  X"=o,9  99^; 
ou  suivant  M.   de  Laplace  qui  a  eu   ^gard   k  lacfion   du  aoleil  ('}, 

X^  =  0,9993 «07;    X"  =  0,99965  5;   X"  =  0.999^567;   X'^  =  0,999907. 
Au   moyen   de   ces  correction»  4^n  trouvera  lea  iuegaliida,    iod^pendaiiieft  des 
excentricil^s  (*), 

oi;'=_m^6i)73a7'sin(r— II)^-^''^^  4  62i6''sin»(I— ir+m'^229494''si       I-II) 

-f-m'. 5^464   4r.4(I-.Ii>  — m'^7iu6i''5iii(l— Iil   +m'^6ooo4'  sina  (1—111)^ 

3V'=— m. 22622750' siD(I— II)— m.i7o5'6'si)a(I -11)— m.34ioa'»ia:<  I— 11) 

•-.m''.597SJ6":»ii.(II— III  W  .dgaUiJe^^sin*  II— III;W.!i23i8o"8in3(Il— ilii 

Sv''=  m  .  7S6i«"  sin  (1  —  II1>  —  m"  .  1 1 269585  sin  (II  —  UI) 

—  m".  i6uo45''sin  2  (11 —  111)— m'.3J<  7.'' sin  3.  II  — IIL) 

W7i^^34l963'sin  111— IV)H^«\ii.73ui4'sin'(llI— lV+m»^8i5o8''tin3(lII— ^ 

6 v*^  =  m' .  4M.  6'  sin  f  1  —  IV ,  +  m"  .  7  ^^i   sin  (II  —  IVj 

—  m'  •  >  48,7 '  8in    111  —  IV  i  —  m"'  .5i7  x   mu  2  (111  —  IV)^ 

$.   267.    Les   observations   des   ^clipses   des  satellites  6tant  la  base  de 

Irur    th^orie,   on  pourra  y^ri6er  les  ^quaiions  pt^c^dentev  par  robter^afioff^ 

en  cherchant    le  leins  duquel  les  ^clipset  arriveront,    en  vertu  de  ces  ^qua* 

tions,    pros   ou   moins  tard  que  siiivant  fe  meuvenoent  moj^en.,    Pour  cela  ii 

faudra  les  convertir  en  tems^^  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  cetle  proportion: 

36o^    pu    1296000'^   sont   au   nombre    dea  secondet   d^une  de   cea  rn^aliljt, 

comme  une  n^volution»»yrjoHiTj."p  rtn  s>»i^^'i»e  P5f  au  temt  Hunurl  les  edipset 

(1  j  Mdeen    c4l.  T.   If^.  pag,  ^. 
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ie  ce  satellife  sont  avanc^es  ou  retard^es,  selon  que  Vin^gali'^  est  positive 
ou  n^galive.  Dans  le  cternier  cas  on  dotl  a^outer  T^quation  iur^poque  moyenne 
ou  calcul^e  de  IVcli(>se;  dans  le  premier  cas  il  faut  Ten  6ter:  ainsi  loutes  Its 
^quafions  chang^ront  de  signe.  Les  r^volutions  synodiques  des  quatre  satellites 
sont  (II.  $.  3io.) 

aS^'^,^  minules,  5117,9  min.  io3ig,fi  min*  i>^i^5,i  min» 

2648  *> 

£n  niultiptiant  donc  les  in^gali'^s  du  I  satellrte  par  — r  — •  celles  du  11  par 
•  '       12900U0  ■ 

*'    ,  celles  du  III  par  —^—1  et  celles  du  IV  par     *  ,  et  changeant 


iai«6ooo  '        1Q96000  1296000 

les6ignes,  on  aura  lenombrcUevsminutes  qu^il  Faudra  ajou^er  au  lems  des  ^clipses.. 
Le  th^or^me  des  ^poques,  I  —  J.II  -|-  a.IIT  in  i^o^   donne 

i—raizf.(i -II}- 90^1—11=  180^4-  2(11— i:  ).i— mm 'o*>-i-i(n— m). 

A\x  mojen  de  ces  ^quation»  on  pourra  donner  k  toutes  les  tni^galil^s  ^i/ 
rargument  I  —  11,  i  ^v'  Targument  11  —  III,  et  k  Sv"^  les  argumens  II  —  IH 
et   III  —  IV.  Ainsi  on  trouver^i  par  ce  qui  pricWey 

Sv'  —m'\  I  ig^^sin  (I  — II:  —  m'*.  i^o^cos^  (I— U)  —  m"  i^^^^^^sin  1  ri  — II) 

—  (•/;  '.4  X    —  /w"'.  1 18';  sin  3  ([  —  U;  —  m" .\q6'.  sin  4(1  —  II), 

Jt;"  =  m'".o.,6'8in{II  — ra;—  ni  ."^^^j!  ^  m'"  .\^l^Si' )  iw.  ^(.I  — m> 

—  m'''.88/  sin  \  (II  —  ra)-t  '»'•67  ''««"  4  (il  —  IHj  —  m\  i35'  sin  6  (II  —  11  ), 

»  '"=m'.897  e^iii^il—IIl^+^^^^^i^^sinaai-III^^^/w^e  6'4-/w^a6J\wn3(II-Iii) 

-f  m*^.2;39sin  IU-IV  — m  ^i^J^^^sina  m— IVj— m*^.6  7'sin3(UI-IVX 

*i*^=  — m'    859'sin(I^lV)-  m^.i^S^^sin  (  i-lV) 

-f  m".ai37  sii.  (lil— IV; -f.  m'' .  96»/ sin  2  (al— IV> 

5.  ti68.    Les  termes  principaux  de  ^i/'  sont  —  M.  sin  ^^11  —  ni),   M 

Aant  =  m'.b894/4"'"''^**^^9*^^'  ^  *^"^*'  ""  ^"  aerondes  d'utt  degre  (§.  266) 

M  =  m' .  225*227^0''  -|-/7i"  .  39^331  ;6'. 

€ette   in^aKt^  est  si   consiu^iable,   que  la  vai^tiou  de  iWgoment  II  —  m, 

qui  en  r^ulte,  produtia  une  DooveMe  ^iration  sensible.     Pour  la  d^terminer^ 

concevons  quVlle  ae  rapporte  k  ^VIUpse  vaiiiible  du  satellrte  troubl^,  ou  aux 

Tariatrons  de  son  excentrrcil6  7  et  de  son  p^rijove  v.    £0  d^signant  par  (t;^^ 

la  piurtie  elliplique  de  v',  et  iaisant  poar  abr^ger,. 

7  uu  10  =  A^  7  cot  0/  =  /, 
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on  aura 

(r'0  =  2  7  sin  ai  —  115)  -|-  1 7^  3in  2  (II  —  tc)  4-  cef. 
Cela  pos^,  le  premier  lerme,  (i;'0  =  a/sin  II  — 2/1  cos  II,  aura  pour  variation 

(a) ^  {v")  =  a5/  sin  II  —  2 «-/1  cos  II, 

clont  la  compqraison  avec  6^1;"  =  —  Msin2(II — III)  servira  k  ditenniner  lci 
variations  Bh,  6/.  Pour  cela  on  doit  donner  k  Jv"  Fargumenl  de  ^  (Ot 
savoir  IL  En  mellant  II  +  (II  —  2 III)  au  lieu  de^  2  (II  —  III) ,  ct  laisant 
II  —  2  ill  =  (p,  on  aura 

{/) y  v"  =  —  M  cos  (p  sin  II  —  M  sin  ^  cos  a  II; 

ce  qui  ^tant  compar^  avec  T^quation  (^/),  donnera 

(c) ff /i  =z  —  sin  <p,     J/ _- cos  cp. 

Le  second  terme  de  (i/),  |7*8ina(II— w)=:^(/*— A*)sii  2.II  — ?/i/cos».II» 
donnera,  si  on  substitue  h-^-Sh  pour  /i,  et  /-»-6/  pour  /,  les  termes  suivans: 

S lSv'0  =  t  {(^P  —  Sh'')  sm  ill  —  2Sh  .  Slcosiin} , 
ce  qui  est  la  nouvelle  in^galitS,  proportionnelle  au  carrS  de  la  masse  pertur- 
batrice,  que  nous  cherchons.  Au  mqyen  des  valeurs  (c)  elle  se  transformera  en 

^(^t;'0=^M^{cosa$sin2lI4-sin2Cpcos2lI}-^M«6in2((f+II)-~M^sin4( 

Les  in^galit^s  du  mfime  genre,  relatives  aux  autres  satellites,  sont  insensibles. 
§.  269.  On  ne  peut  d^terminer  les  masses  des  corps  c^Iestes  que  par 
refTet  qu^elles  produisent.  Celles  des  satellites  devront  donc  £tre  ddtermin^es 
par  leurs  actions  mutu-elles,  c^est-^-dire,  les  in^galitds  qui  r^sultent  de  leurs 
attractions,  et  qui  sont  donn^es  par  les  formules  pr^c^dentes  en  fonctions  des 
masses.  Si  I'on  compare  ces  foimules  avec  les  in^galilcs  que  les  observations 
ont  fait  connaitre,  on  pourra  d^terminer  m\  m^^,  m^^^,  /tz'^.  II  suffit  donc 
d^avoir  quatre  donn^es  de  Tobservation,  au  moyen  desquelles  on  pourra  ^li- 
miner  trois  des  inconnues,  ce  qui  donnera  Tune  apres  Tautre.  Mais  on  trou- 
rera  un  r^sultat  plus  exact,  en  deleiminant  chaque  masse  par  refTet  principal 
qu^elle  produit:  on  choisira  parmi  les  in^galil^s  de  chaque  satellite,  celle  qui 
Temporte  beaucoup  sur  les  autres;  on  comparera  son  coefficient  avec  le  /itaxi- 
mum  de  la  mSme  indgalit^,  donn^  par  les  observations,  et  fon  trouvera  immi- 
diatement  la  masse  dont  elle  depend.  En  substituant  les  valeurs  ainsi  trouv^es, 
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dans  les  termes  qu^on  avait  n^glig^s  dans  la  premi^re  op^ration,  et  qui  depen« 
dent  des  aulres  masses  ,  on  trouvera  des  valeurs  plus  eiLactes.-  Mais  pour 
avoir  le  maximum  de  chaque  indgalit^  avec  la  pr^cision  necessaire  ,  il  faut 
calculer  un  grand  nombre  d^^clipses;  et  c^est  au  zfele  infatigable  deM.  Delam- 
bre,  eta  lasagacit^  avec  laquelle  cegrand  astronome  a  calcul^  plusieurs  milliers 
d'£clipses,  que  les  astronomesi  doivent  les  r^sultats  que  nous  allons  exposer. 

Les  in^galit^s  du  1  satellite,  ^v\  renferment  un  terme,  — m''. 1 384g4  ^in  2(1—11) 
qui  ,  ^tant  cent  fois  pkis  grand  que  tout  le  reste ,  servira  &  d^terminer  la 
masse  m''  du  II  satellite.  D^aprfes  les  recherches  de  M.  Delambre  cette  in^- 
galit6  est  — — 3',2i798sin2(I — II);  d'oii  il  suit  m'^—    *        -  =1  o,ooooa32355. 

L^in^galit^  principale  du  II  satellite  est 

W  =  — (m'.  88942'  -4.  m*\  154932O  sins  ^II  —  III), 
et  le  maximum  de  la  m6me  in^galit^  est  suivant  M.  Delambre  =—  i5,s52S; 
ce  qui  donne  T^quation,  //z^h^Sgi^a -|-m^^^i 549^2  =  1 5,2522:  il  faut  donc  une 
troisifeme  donn6e,  pour  d^terminer  les  masses  m^  m^". 

Comme  les  in^galit6s  des  satellites  d^pendent  en  partie  de  Taplatis^e- 
ment  de  Jupiter,  et  qu^il  est  k  pr^sumer  que  cet  aplatissement  sera  donn^  par 
les  observatibns  des  ^clipses  avec  plus  de  pr6cision ,  que  par  la  mesure  des 
diam^tres  de  Jupiter,  il  y  a  cinq  inconnues  ,  et  M.  de  Laplace  a  pris  pour 
les  trois  donu^es  de  Tobservation,  qui  sont  encore  n^cessaires  pour  d^terminer 
ces  cinq  inconnues,  les  mouvemens  des  apsides  du  III  et  du  IV  satelliteSy  et 
le  moovement  des  noeuds  du  II.  Cest  de  ces  cinq  donn^es  que  les  recher- 
ches  de  M.  Delambre  ont  fournies,  que  M.  de  Laplace  a  conclu 
^'^0,00001732815  m":io,oooo232355j  m' "1:0,000088497 2 j  m^^^Zo^oooofyk^bgi'^ 

i3 

et  le  rapport.des  deux  axes  de  Jupiter,  r=  0,9286992  ou  -—j 
ce  qui  est  conforme  aux  observations  (II.  §.  167.)« 

%.  270.  Si  on  substitue  ces  valeurs  des  masses  dans  lesformules  pr^c6« 
dentes,  on  trouvera  d^abord 

M  zz  39^/^2764  -|-  3472'  ,0224  =  0,0187255 

M^  =  0,00035064=  ^^\^^^^9 

ce  qui  ^tant  multipli^  par  — ^^^  ,  donnera  en  tems, 
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W=zo'a%^q-;;  doac~.  M»= 5^355;  et  J  fJ u"j  =  —  5",355  ain  4  (II  —  III). 

£n  rdunissaat  les  in^galilda  pr^c^dentes  ($.  267.)  k  celles  que  M.  de  Laplace 
a  conclues  de  raution  du  soleil,  et  des  excentricit^s  du  III  et  du  IV  sateU 
lites,  donl  le  mouvement  des  autres  satellites  participe,  quoique  leura  propres 
excenlricit^s  soient  insensibies,  on  trouvera 

ix'     i';6658in(l— Il)-o",74ocos3  l-ID—ig.r^o^gsino  (I-IP-o^^^^^^sit  4(1-11) 

—  1  ',5r.6sin(I — cj)— o",73isin(I — xa  -|-6",8isin(I -ail^-cjj+t"  ^ignin^^I—all-HSjO» 
^i;'=i2',535sin(II-IlI  -giS^i.rasinn  Ii-lIIj-^4  ,68sin3(II-lII  -5  .7a8sin4(II-III) 
— o^358sin5^II— III  -o  ',28isii:6(II— IlI)+o\4o5sin(II— IV,-o",355sin!i(II-lV) 

—  2<247  s»"  ("  —  CJ)  —  12^331  sin  (\\  —  tsj')  —  4./',468  sin  (^I  —  a  H  -f  w) 

—  19^574  sin  (I  —  a  II  -h  tc  }  -I-  8'  ,547  .sin  V5 
5^i;'"-i^5';io5sinrlI-lIl,+i^833sin2  II-III  -!-i^ot9sin3(ll-IIt-l-7"8in  III— IV) 
•28^91  ;siny(llI-IV;-i  ',68i8in3(IlI-IV)-!^65  .73a>iii(IlI-ii)   1  6  ,;56sin(IlW) 

—  i4^,^3  sin  (II  —  o  111  4-  ta)  —  6",746  sin  (U  _  2  lll  -f  m')  -f-  v2'',8a  sin  Vj 
^i^'^;=:-o  >9^sin J-I\  )-r\888sin(II-lV  +1  r^34^sin(III-lV  +5^i  isini>  III^IV) 

-f  i>68  5in3tlll  — IV)-f79^.77sin   IV-^  10)  —  332o'.77  sin    IV  — »0 
—  i5',249sin2(lV  — tc)— o',ii  sin3(iV  — <  +  126  ,58i  sin  V,- 

ts5  et  ra'  etant  les  longitudes  des  p^^^ijoves  du  III  et  du  IV  satellites,  V  Ta- 
nomalie  mo)^enne  de  Jupiter ,  compt^e  du  p^rihSlie,  et  les  termes  qui  ont 
Targument  V,  ^tant  dus  a   Taction  du  soleil. 

Les  in^galil^s  pr^c^dent(s  serviront  a  calculer  le  tems  du  milieu  des 
^clipses  des  satellites  avec  une  pr^iision  plus  que  suHisante,  pour  se  pr^pa- 
x^x  ^  en  obseiver  les  immersions  ou  les  ^mcrsions,  attendu  qu'on  connail  \, 
peu  prfes  la  duree  de  cliaque  ^clipse.  Le  but  de  ces  observalions  est  la  di* 
termination  de  la  longitude  du  lieu  de  Tobservateur;  et  les  astrononus  sont 
convenus  que  cela  ne  prut  se  faire  avec  quelque  pr^cision  qu'k  raide 
d'observalions  correspondantes.  Pour  qu'une  observation  iscl^e  put  remplir 
cet  objet  ^  par  sa  comparaison  avec  les  tables  ,  ii  fauilrait  connaitre  exacte* 
ment  Tinstant  de  rimmeision  et  de  T^mersion,  ou  ce  qui  revient  au  m^me, 
la  dur^e  de  r^clipse  ,  qui  depend  de  la  dislance  et  de  la  latitude  du  sa* 
teiiite.    Mais  les  meilleures  tables  que  nous  a^ousi  celles  que  M.  Delambro 
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•  calculies  d^apr^  la  th^orie  de  M.  de  Laplace  et  aur  plusieuri  milliers  d^ob« 
tervations,  sont  encore  I>ien  loin  de  cette  perfection,  k  laquellei  vraisembla« 
blement,  on  n^atteindra  jaroais  dans  cette  partie  de  rastronomie  (')•  Noua 
•vons  donc  pens^  qu'il  serait  inuiile  de  d6velopper  les  in^galitds  du  rayon 
vecteur  et  de  la  latitude* 

(l)  Voj^t  ce  qu*en  dit  M.  Delambre,  arec  aoe  candeur  q«i  Be  fail  pas  moins  it*hoanear  k  09 
grand  tftronome,:  qae  rescellent  oovrtt|(e  efle  pMble  traTtS  ga*fl  ▼ennt  d*ecbeifert  qainl 
il  at  cet  aren  (^Tabi,  BoL  de%  Sat^  tk  Jup.  par  Af.  l](§Umbr0^  fsrit  £8x7.  hiProd.  pag,  L.  LFi*\» 
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CHAPITRE     X. 

Reflexions   generales  sur  la  stahiUte   du  systeme  solaire. 

S»  s^i.  l^e  nombre  des  plan^tet,  leur  grandeur  et  masse,  la  positioa 
d^une  orbite  relativement  auz  autres,  leurs  ^carts  plus  ou  moins  grands  du 
cercle ,  etc.  tout  cela  ensemble  compose  rorganisation  individuelle  de  notre 
aystfcme  plan^taire,  par  laquelle  le  domaine  du  soleil  se  distingue  de  celui 
de  chaque  autre  iftoile.  U  faut  avouer  que  T^tat  actuel  de  Tastronomie  est 
tel,  que  les  d^couvertes  pratiques  et  th^oriques  qui  ont  iii  faites  dans  cette 
•cience ,  suffisent  pour  porter  notre  connaissance  de  cet4e  organisation  au 
plus  haut  degr^  de  perfection,  qui  soit  accessible  aux  habitans  de  la  terre. 
Siy  malgrj  cela  ,  nous  sommes  encore  bien  loin  d^une  parfaite  connaissance 
du  systbme  solaire,  il  faut  rattribiier  k  Tage  trop  r^cent  des  observationa ,  k 
rimperfection  de  nos  organes  et  de  nos  instrumens  ,  et  au  point  de  vae 
d^oik  nous  observons.  Udtendue  des  limites  connues  du  systbme  plan^tairei 
qui  a  M  agrandie  au  double  par  la  d^couverte  d'Uranus,  et  le  petit  nombre 
des  comfctes  qu*on  a  observ^es,  par  rapport  k  la  muUitude  de  celles  qui  d6« 
crivent  probablement  leurs  orbites  inconnues  autour  du  soleil;  tout  cela 
prouve,  combien  nous  ignorons,  non  pas  de  runivers,  mais  d^un  seul  chainon 
de  cette  chaine,  du  systime  solaire  que  nous  habitons,  et  quel  travail  immen- 
se  est  reservi  aux  sifecles  k  venir.  Cependant  le  nombre  des  combtes  obser« 
T^es  suffit ,  pour  nous  donner  une  id^e  de  la  grandeur  du  syst^me  de  ces 
corps;  et  les  observations,  r^unies  k  la  th^orie  de  Kepler,  ont  d^voil^  le  dd* 
iail  du  systbme  plan^taire  avec  une  grande  pr^cision.  Mais  ce  n>st  que  T^tat 
actuel  de  ce  systfeme;  et  Ton  sait  que  tous  les  ^l^mens  des  orbites  plan^taires 
•oat  plua  ou  moini  ait^r^s  par  les  perturbations  mutuelles  des  plan^tes.  L'astro- 
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nome  philosophe  se  propoaera  donc  le  qoealion  intiressantet  «i  l*^tat  actuel 
du  systbme  plan^taire  est  stable;  s^il  diangera  ind^finiment ,  ou  s^il  ne  fera 
que  des  osciilations  entre  des  limites  resaerr^;  op  en  d^autres  mots ,  si  les 
lois  physiques  que  TAuteur  de  la  nature  lui  a  prescrites ,  aont  telles ,  que  U 
marche  de  la  grande  machine  ne  pourra  jamRis  dtredirangfe ,  ou  qne  cette 
machine  se  ditruira  elle-m^me^  et  finira  pac  retomber .  dans  le  n^nt.  Voilk 
des  questions  qui  ne  peuvent  fttre  indi£Krentes  k  quiconque  a  eu  roccasion 
d^admirer  Tarrangement  sage,  et  la  beaut^  m^taphysique  de  la  nature  en  grand; 
et  un  systime  d^astronomte  ne  potirra '  6tre  termin^  plus  convenablement, 
qu'en  tirant  du  d^tail  p^nible  du  calcul  de  tous  les  mouvemens  compliqu& 
des  corps  cileitesy  des  r^SuItats  g^njraux»  tgalement  importans  pour  Fastrono* 
me  et  pour  le  philosophe,  qui  concement  la  destin^e  de  Funivers  dans  le  coura 
6ternel  des  tems.  Ces  r^sultats  qui  font  Fobjet  du  Chapitre  pr^sent ,  sont 
des  suites  imm^diates  du  calrul  des  perturbations ,  qui  a  ^t^  d^velopp^  jus« 
qu'ici,  ou  plutdt  des  ^quations  s^cuiaires,  leaseules  qui  puissent  produire  des 
changemens  perpituels  des  orbites  plan6taires«  Elles  les  produiraient  mftme 
n^cessairement ,  si  c^^taient  rigoureusement  des  equations  s^culaires.  Ainsi 
cette  recherche  se  r^duit  h  d^cider  la  dernibre  question,  ou  k  examiner  avec 
som  la  nature  des  ^quations  siculaires. 

$^  372.  Suivant  la  notation  dont  nous  nous  sommes  servis  jusquli  prj* 
sent,  7,  y,  y\  etc.  sont  les  excentricit6s  des  planfeles  m,  m\  m',  etc.  I,  f^ 
etc.  sont  les  tangentes  de  leurs  inclinaisons  sur  r^cliptique,  nff,  vat^  etc.  J,  i'f 
etc.  les  loDgitudes  de  leurs  p^rih^iies  et  de  leurs  noeuds  ascendans.  Les  qaan* 
titds  A=7sintsj,  /zzVcos©,  A'=/sinx3',  etc.  ;ir=i?sinJ,  9— dcosJ,  p=d'sinJ', 
etc.  ^$.  i85.  187.),  seraient  donc  constantes ,  si  le  mouvement  des  planbtea 
autour  du  soleil  n'jtait  troubli  par  Tattraction  des  autres  plan^les.  Mais  com- 
me  cette  attraction  produit  des  variations  des  ^l^mens  7,  tOy  etc.  dont  les  pre- 
miers  termes  sont  proportionnels  au  tems,  on  aura 

A  =  <7-|-/d^7)sin(tiJ-+-/ffw;  zzYsin  ^W-(-/ff©)-|- 'W'*''^*»  «^C. 
en  ndgligeant  le  carri  des  variations,  et  l*on  pourra  donner  au  dernier  terme 
la  forme  A.sina/.  II  est  donc  ii  pr&umeri  qu^en  g6n6ral  les  quantitds  h,  l,  h\ 
etc.  auront  la  forme, 
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ks:iL9iti  («ie-^0  -^  B(8in  (^H^ii/y+M^ 
/=  Acoi(a-rfr.a4*  -hBcos  ^H-4/>  -f-cei.  A^=:  AiiD  («  -f-a/)  -f-cet. 
et  ainsi  de  suitf.  Uini^gratioii  det  diffiSrenlielles  des  ^^naliMs  i^laireey 
que  nous  avons.  liouFies  prdcMemamil.,  'doivcnt  vdrifier  cfs  fbrmes.  Pbur 
ex^cuter  cette  int^grationy Ji0utiui.vrons.  la  mdihode.  de  Lagninge,  que  ce  gnnd 
gjomfetre  a  d^velopp^e  dant  s&  lik6one  cfas  variaiions  seeukiirea  ies  Mmaik 
des  Pltwiies  (')• 

Si  Ton  fiEiit  pour  sbtiget^ 

(■» i  0)' "'  "'■' = (•">•  i-p  "•'H-  +  ?•) '"'  -  V*  «'•>?=[■»]. 

les  formules  XIV— XVII  ($.  210.)  doi^ii^ront^  pour  ractioi^  de  la  planMe  n/ 
sur  m,  t  ^taot  le  nombre  d'ann^es, 

--[c,]-^,_r,o.Koi]— .,--(01)10^,.^^^ 

d'oJli  Ton  tirera 

|i=[ciJA'-(o.)/S,    |^-(o.)r9'-?),    |^=(oOO-/»'). 

On  aura  des  expressions  analogues  pour  Taction  des  autres  planfetea  mf^,m''^,  ela 
Gela  posj,  si  Fon  d^igne  par  {rs\  [rs']^  et  (sr),  [srj,  oe  que  deviennent  (oi), 
[oi],  lorsqo'on  coosid^e  Tac^ion  de  la  plankte  m^  sur  m^  ei  de  m^  sur  mf, 
au  lieu  de  raclion  de  n/  sor  m,  et  qu*on  fasse  pour  abr^ger, 

(*; (ot)  +  (oa)  ^. (o3>  4.  cet.  =  (o),    (,o)  +  (i^)  +  (i3)  +  cet.  =  (t). 

(ao)  4^  (a I )  4-  (aS)  -h  cet.  =  (51),  clc. 
en  aura,  pour  Tactioa  de  toules  les  planetes,  les  ^quations  suivantes: 

^*=(o)/-[ot]/-[oajr~[o3y"-cel.  ^=(,y-[.o]/-[.a]^'-[.33/»', 
(A 7  *)-=(•. y'-[ao]/-[«.]/'- [43]/%   ^-^j  =  (3)/"'_ [3o] /-[3.]r-[3»]/'i  " 
^J=-Co)*+[o»jA^+Co2JA"+[o3jA"',  ii|r-(.:A'+[io]/»+[.  •^''^[.SJV";  elA 


(l)  Som.  M4m.  d*  VAsai.  Hoj.  it  Btrlin,  Aunit  1781.  1782. 
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^r-ro^y+^iV-KoaV+CoSy+ceJ.i^r-riY^Kio^+Ciay+^raV". 
(B;...„<J^  =-(a)^  '+'2«)7+;207'+Ca3)9' ',  '^-  =-(3:9"'+'3o)9+c3i)9'+(3o.  )/'$ 

^=(o>- o.);.-(oa /'-(oSyi^^^C.^^^-^ioV-Cta  ;,"-(i3)p"j  elc. 

I 

ffovs  nW«Ni8x  djveloppi  ces  ^qualions  que  pour  ta  Gonibinaison  dr  quatre 
fliBkiety  m,  m\  ni!\  ni",  qui  agissent  rune  sur  rautre,  parcequ'il  est  ais6  de 
▼oir  la  forme  des  termes  suivans,  si  Ton  veut  considdrer  raction  de  plus  dei 
foatre  pUnbtes. 

$•  ajS.    II  est  visible-  qpe   Tinygrale   des  ^quations  (A)   doit    avoir 
cette  forme, 

A  =  B  sin  (p+*/),  /  =  B  cos  (p-f^.  *'  =  B'  »in  (P+^O,  ^  =  B'  cos  {(M-*0,  etc. 
Si  on  substitne  ces  valeurs,  ainsi  que  leurs  diiKrentieiles,  dans  les  ^uatiuns 
(A)»  en.  faisant 

(0 b  —  {p)  —  x,/b^ (1)  z=:x,  b  —  (a)  =  af',  4  —  (3)  =  x''% 

II  vlendra 

ro=Bx+[oi]B'.Ko2]r/'4.[o3]B'^  o^BV+^io^B+^m^B^^-f  [i3]B", 

^  ^ ^o=BV-f [2oJB4-[ai JB'-tr[a3jB''V  o^B^^^^^+^JoJB+^Si JBV[3aJB'^ 

Sapposoits 

td) B'=  — B'.  B^=  — B.  B'"  =  — B. 

Celsi  pos^f  l^  IroiS' pretaitkres  dAs  jqoalioiis  TQ  donneroirt,  par  les^r^ter 
ordinaires  de  r^Iintination,  en  changeant  lea  signes^ 

N?r[o3]  [  1 5  J  [i  i]-[o  I  ][12]  [»3  J^[<»1(i  3]  [ai  J^oaJta^jy^-^in  ]  [i3]  ^^'''-[oSja'^ , 

lM'=[oa}[i33[!io]— [oa3[io][a3]H:o3X»a3[2o>f{^a/][ft3jjH.Co3.lLio^^^^ 
^^^ ^W^^IoiJ-ioJ^aSj-^DiJCi^XaoJ^LoSj^ioIaiJ+LiS^Lji^+^^ 

M<''=Wx''~[i«J:in>— [«aJCaojyMoiJC^oy^H-LOiJ^iajCaoJ+^baJ^ioJ^^ 

£e  ealcirt  de  ces  coeffictensf  ainti  qve  de  eeiix  qvi  strrvront,  sera  singulifere- 
nent  simpliM  par  Tobservation  suivante;    XfntnA'  on  a  calcuU  les  coefBciens^ 
(01 ),  [oi],  (oa),  elc.  qui  se  rapportent  k  raction  des  plan%tes  n/,  m^,  etc.  sur 
m,  il  est  ai86  d'en  conclure  lee  coefficiens  (io)«  [lo],  (ao),  etc.  relatifs  i^  la 
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i^action  de  la  planfete  m  sur.  m',  mf',   etc.    En  ddsignant  par  'c^"  la  valeur 

ile  c^'\  relative  &  la  r^action  de  m  sur  m^^  on  a  ($.  174«) 

3 


■-'" = (S) 


c">. 


Ainsi  les  formules  {a)  (§•  27?.)  donneronl 

,     ,       N'a       ,,5      NVm.      .        i      «'      ^    /  j_  «'^  (O      ^*   (•)?  — '^^'^^r^.T 
^     '       4  a'  Kam'       '»-     -^      4       i   \     '  a'V  a'         >   *v*H#m'-    T 

Mais  on  a,  suivant  la  troisi^me  loi  de  Kepler,  -^  :=:  f ->  j'  ^  d^oik  risuKteriif 

relations  suivantes:  *^ 

doi)mVa=[\o)mya\  (ovi^rnVazziv^o^n^^Vi^,  {^^^m^VaZzf^x^m^^J^ 

Cet  en  gin^ral,  {rs)  m^  VcT  —  {s r)  m*  Vc?,  \rs\  nT  VcT  =  [sr]  m'  V a»; 

les  lettres  r,  s,  dMgnant  des  traitS;  et  non  des  puissances.  Ainsi  on  tronyera 
que  les  deux  derniers  termes  de  M^^  sout  identiques. 

.  Maintenant  si  Ton  substitue  dans  la  quatri^me  des  ^nations  (C) ,  lei 
valeurs  (d)  (c)  de  B',  B'',  B'" ,  et  x,  n' ,  s!' ,  si'',  on  la  transformera ,  aprb 
Favoir  divis^e  par  B,  en 

(E) o  =  M  — Ci5  4-Di*  — Ei  +  F, 

et  Ton  trouvera 

C  =  ^o)  4- (0  +  (a)  +  (3). 
D= Co)(i) - [oi][io^H-(o)(a) — [oa][2oJ-|-  (•')■  3)-Co3][3o] +(. )(»)-[« a][ail 

+  (•^(S)  -  [i3][3i]  4-  (:0(3)  -  [*3jL3a], 

E=(o)(0(a)— 2[oi][ia  [ao]-|-(<.X  )( 0-a[oO[i3][3o>(oX  )^3)— 2[oa][a3][3o] 

+(iXa)(3)-a[ial[a3][3iJ_| . >»., .)}[a3]C3a]-|,o)+(a,K«3][3i j-Ho)+:3  K«I»«) 

-  1(0  +  ( •)}  [03]  [ioj  -  <( . )  -I-  ( :)J  CoaJ [aoj  -  {(a)  -h  (3)}  [oij  [lo], 

F  =  (o)(i)va)(3;  4- [oi][ioJ[a3J[3aJ -f  [oaJ[aoJ  [i3j  [3»  j -I- [o3J[3o]  [t2][ii3 
— («(i)[a3],3aJ-(o)(2)[.3J[3iJ.<o;(3)[ia][2i]-(»),a)[o3J[3o]-(.)(3,[oa][ao] 
-(■■»  (0[oiJ[ioJ  -  a(o)[iaJ[a3J[30  ~a(.)LoaJ£a3J[3a]  -4(.)[oij[i3J[3o] 
—  a(3)  [01  j[i  aJ[aoJ  —  a  [oi  J[iaj[a3j,3oJ  — a:oa][iola3j[3iJ  —  3[o3j[i  *J[ao  j[3i]. 

La  «olution  de  T^quation  (E)  donnera  quatre  racinea  que  nous  d^tignerow 
par  h,  h^,  h^,  b^;  et  il  est  viaible  que  r^limination  de  B,  B',  etc.  eAt  donni 
une  ^quation  du  degr^  i,  ai  i'on  eiit  combind  i  planfetes  au  lieu  de  4.  Ainci 
le«  v^ritabiea  int^gralea  de  h,  l,  h',  F,  etc.  «eront 
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jVzzB'sin(p4-A/)-f  B^  fin  p,+A./>+B;  sin(p,+*,0+B'3 siii(PrHy), 

l  J  ••••:< V'-B''sin(p4^/}+B^  sin(p,+tj04-B';  sin(p^-H^/H-B''3 sinfPj+A^/), 

//^'rzB'''sin(pi-A/>B' ',  sin(p,-h*iO+B'"3  sin^p^+i^/j-hB'  '3  Bin(^U^). 

Ces  int^grales  se  changeront  en  l,  t,  l ',  T",  si  on  met  les  cosinus  k  la  place 
des  sinus.  II  y  a  donc  pour  quatre  planites  a4»  et  pour  /  plan^tes  (t-4-  ^)' 
guantit^s  inconnues,  b,  p,  B,  B\  B^  ^"\  b^,  P|,  Bj,  eto.  dont  quatre  ou  1  sont 
donn6es  par  l'^quation  (£).  Les  ^qualions  (D)  (d)  donnent  1  -^  1  des  ind^- 
termin6es  B,  B,  B'%  etc.  et  puisquUl  faut  substituer  pour  b  les  1  racines  de 
F^quation  fE),  on  aura  (1 —  1)1  quantit^s.  II  ne  reste  donc  que  ai  inconnues 
qu^on  d^terminera  par  les  observations.  En  efiet,  soient  I,  F,  etc.  11, 11',  etc. 
les  valeurs  de  7,  V,  etc.  tv,  is/,  etc.  que  les  observatiuns  ont  donn^es  k  une 
jboque  quelconque,  d'oii  Ton  compte  le  tems  /.    On  en  tirera 

'(e).....rsinn=H,  rcosHzzL,  rsinn'  =  H',  rcosn'=L',  etc. 
Comme  les  ^quations  (¥)  donnent  ^galement  les  valeurs  de  hzzU,  h'  —  Bf^ 
etc.  qui  rdpondent  k  i^^poque,   si  Ton  fait  /=o,  on   aura  les  ^quations  sui- 
Tantes,  aont  le  nombre  est  ai: 

r  H  =  B  sin  p  4-  B,  sin  p^  -f-  B^  sin  p^  -|-  B3  sin  p^  -f-  cet. 

(G) < ..  =  B  cos  p  -j-  B,  cos  p,  4"  Ba  C05  pjj  4"  B3  cos  P3  -f-  cet. 

(H'  =  Bsinp  +  B\ sin  p,  +  B\, sin  p^  4  B'3 sin  P3 4-cet. 

at  ainsi  du  reste.    Ayant  d^termind  de  cette  mani^re  toutes  les  inconnues,  on 
connaitra  h,l,h,t,  tic.  pour  un  tems  quelconquo  //.ce  qui  donnera 

(H) ^^^A^^-Z^.y^^A^^^-r*,  etc.tgw=|,  tgti/=^',  etc. 

$.  274.  Les  ^quations  (B)  ($.  272.)  donneront  par  le  m£me  proc^dj, 
/?  =  G  sin  (^)  -f^/),  y  =  G  cos  (tj  -f  g/;,  /  =  G'  sin  (t|  -f^Oi  «^c. 
En  faisant  donc 
(/) *-4^(o)=jr,  g4.(0=y,  g^(^)=/,  g  f  (3)=/^  on  aura 

ro=Gjr_ (oi)G  — (o2)G'Wo3)G",  0=^'/— (io)G~(i  .)G"— (»3)G' ', 

^  ^ ^o=GV-(2o)G--(aj)G'-(ii3)G%  o=GV-(3o)G-(3i)G'-(30G". 

Si  on  suppose^  .  <i 
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1m  trort  preniieres  ^qualions  ^J)  ■donneront 

'L-(oiyy'+(oaXa3y+(o  0(  1 3y+(o»'  (I  a)f  s3)+(oa)ri  3*  (« j)-(o3X»  5)(9i\ 

)S'r](  1  iW  '+(1 2)(»3  j^+oS^Ci  o)/i*.(ottX '  6)(i3)-(oa)(T3X«o)+ro3X  •  «X»»). 

"■\"C"r(23).iy+(i3)(a,>+(o3)(-.oy+(oi)^i3)(2o)-(oiXso)(«3)+<o3XioX»»), 
SC"'=j/y'_(i  a)  21  >-(o2)(2oy-(oi)f I o)y'-(oi)ri  a)(2o)-(o2X« o)(  i\ 
Si  on  substitoe  les  valeurs,  donn^es  par  les  formuies  C/)Cf)(K),  dans  Uder- 
nifere  des  ^quations  (J),  elle  prendra  la  forme 

o  =^*  -I-  e^3  _^  ©^  4-  «^  H-  9,  et  Fon  trooTeci 
«  =  (o) -I- (0  +  (a)  +  (3)  =  C. 

»  =  (o)  ( i)  —  ro  I )  f  I o)  4  f ")  (^)  -  (o2) (''o)  4-  (o)  r3)  —  (o3)  (3o) 

C -(<0iO;2,-a(oiX««)''ao)-|-(o)(i)(3)— ^(oOria^^o^+ro)^?.)'^)-»^©^^'»^)*'^©) 
+  '0('';(3)-a(iO(a3)(3.)-  {(o)  +  (i)fra3>(3a)-  |(o)  +  (a)ni3)(Ji) 

HC'»)-!-'^)^':»^")-  {(0+v«  }(o3)  3o)-{,i)+(;0KoaXio)-{(a)+(3)Ko»)(«0)i 

J  =  o. 

II  suit  de  9  =  0,  qu^une  des  racines  g  est  nuUe,  ce  qui  est  d*aillean  4vident. 
Car  k  rinspeclion  seule  des  dqualions  (J)  on  voit  qu*on  leur  satis&ira,  cn  sop» 
posant  G  =  G'  =  G"  =  G'^  et  jr  =  (o) .  /  =  (i),  y  =  (a),  /"  =:  (1).  ce  qai 
revient  k  supposer  gzzo:  car  alors  le  premier  terme  de  chafiie  ^qoatioii  at 
^gal  k  la  sonime  n<^gative  de  totn  les  autres  termes,  parceqoe  (o)^oi)+Co2)+(o3), 
letc.  On  Irouvera  atiMi  L  =  K'  =  K^'  r=  K'*\  en  faisant  gzzQ  imnM  les  ^ua- 
tions  (K).    Nona  avont  donc 

(L) ^  =  0,  G  =  C'  =  G"  =  G% 

(M) o=^3  +  c^2^©^4.«. 

Si  on  d^igne  les  racinea  de  F^quation  (M)  par  g^,  g^,  gp  il  viendn 

,^v  <P  =  G  ain  t|  +  Gi  sin  (n^  ^-«'lO  +  ^a  »in  (^a+^fiO  +  Gj  sin  (tIj+^jO; 

On  aura  g,  q,  q^p  (f",  ea  changeant  les  sinus  en  cosinus.  Si  Foii  subslitoe 
successivement  gipg^fgp  pour  g^  dana  les  <qoations  (K),  on  trmirera 

O,*      G,*      G,  i     Ga*     Gs*      Ct^     Oj»     G3>      G3  * 


Ll  V  RE    V,    C  H  A  P.    X-  489 

Le  re«te  des  inconnues,  savoir  t),  yj^,  ki^,  7)3,  G,  G,,  G^,  Gj,  sera  djtermin^  par 
observation,  ainsi  qu'on  l^a  vu  k  r^gard  des  excenlricit^s  et  des  p^rig^es  (§.  27 3,)* 
Cela  pos^  on  aura,  pour  un  tems  quelconque,  p^qfp',  etc.  ce  qui  donnera 

(O) 0^  =  p^-|-9%  d'^=;?'>-f-/^  elc.  tang.  J=  ^,  tahg  J'=^,  etc. 

§.  275.  U  8uit  de  ce  qui  pr^cbde,  que  les  variations  des  ^l^mens  h,l,p,q^ 
etc.  ne  sont  que  p^riodiques  ou  des  oscillations,  parceque  les  formules  que 
nous  avons  trouv^es  (F)  (N),  ne  renferment  que  des  sinus  ou  cosinus.  Lea 
angles  de  ces  sinus  sont  composds  des  quantit^s  ^,y\y  el  b^g,  etc.  Les  premi^rea 
sont  donn^cs  par  une  ^quation  lin^aire  de  leur  tangente:  les  angles  p,  >),  etc. 
8ont  donc  toujours  rjels.  Les  dernieres,  b,  g,  sont  donn^es  par  les  ^quations 
(£)  (M),  le&quelles  ^tant  du  degr^  i,  pourront  avoir  des  racines  imaginaires; 
et  dans  ce  cas  les  angles  ^  -^-  bi,  eic.  deviendraient  imaginaires,  ce  qui  indi* 
que  ^es  quantit^s  exponentielles,  dans  Texposant  desquelles  entre  le  tems  /, 
et  qui,  par  cons^quent,  au  lieu  d^Stre  p6riodiqueSf  changeront  k  TinGni  avec 
le  tems.  II  suit  de  la  th^orie  g6n^rale  des  racines  alg^briqoes,  que  deuz 
racines,  avant  d^dtre  imaginaires,  deviennent  n^cessairement  6gales^  et  Ton  sait 
que,  dans  ce  cas,  les  sinus  se  changent  en  arcs  de  cercle,  qui  croitront  auset 
k  rinfini.  On  voit  donc,  que  les  variations  des  ^l^mens  ne  «eront  pas  p^rio* 
diqoesy  qu^au  contraire  la  naturo  des  orbites  sera  k  la  longue  enti^rement 
chang^e,  et  la  stabilit^  du  syst^me  plan^taire  d^truite^  lorsque  les  ^quationa 
(E;  (M)  ont  des  racines  imaginaires  ou  ^gales.  II  est  donc  tr^-important| 
d*examiner,  si  quelques  racines  de  ces  6quations  peuvent  devenir  ^gales.  II 
est  vrai  qu*il  serait  fort  diHicile  de  iuger  a  priari  de  la  qualit^  de  ces  racines. 
Mais  on  verra  par  le  calcul  num^rique,  que  les  riacines  des  6quations  (E)(M), 
^i  r^sultent  de  la  combinaison  de  toutes  les  plan&tes  connues,  sont  trop  diS6« 
rentes  entre  elles^  pour  qu^elles  puissent  devenir  egales^  et  encore  moins  imagi* 
naires ,  par  un  petit  changement  de  leurs  coeflBciens.  Or  ces  ooefBcienSf 
(01),  [01],  (02),  etc.  sont  des  fonctions  des  moyens  raouvemens  et  des  masses 
des  plan^tes  (§.  27^.  (a)),  et  les  premiers  sont  connus  avec  une  grande  prd* 
cision.  Les  masses  sont  moins  certaines;  mais  cette  incertitude  regarde  prtn« 
cipalement  les  petites  jnasses  de  Vdnus,  Mercurei  et  Mars:  T^galitd  de  deuj^ 
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ncines  demanderaU  done  de»  diangemena  ^nermes  de  ce&  masses,,  que  lea 
observation»  n^admettenl:  pas.  Oa  peut  donc  tire  aasui^  que,  quelle  que  soit 
la  v^ritable  valeur  des  masse»  inconnue»  des^  plan^tes^  ies  ^uations  (JE)  Qty 
B^ont  paa  de  raeines  imaginaires  ou  ^g^les,  et  que  par  consdquent  les»^l6mens 
f^fi^Pf^r  6^cv  ne  sonl  assu][6ti»  qu^a  de»  allerations  p^riodiquesb  Cependant 
comme  ce  n^est  qu^une  preuve  empirique,  il  serait  tr^s-intdressant  d^avorr  une 
d^monstration  directe  de  cette  vtirit^v  sur  laquelle  est  fond^e  la*  alabilit^  dnr 
sjst&me  pfanetaire^  M^  de  Laplace  Ta  d^montrde  d^uae  maai^re  fort  aimple 
^ue  nou»  alloaa  exposer.. 

Si  OB  multiplie-  la  premiSre  des  {quation»  (A)  et  ("BJpar  mhV^a  ^XmpVa^ 
Iff  crnqm^me  par  mtV a  ti  mqV a^  1»  seconde  par  mh^Vi^  et  m' p^^V a,  et 
aiasp  du  reate;;  la  somme  des  dNquation» f  A)  etcelle  des6quations  (BXdonaeronlF 

miV  a  . — Ym'y  (jt . — \r  mi^V  a^  . — |-cetz=: 

mVa  [o^K/Ar  —  AO-f  [02](/A''  — Ar)4-[o3](///''  — A^Of 
^r  m^Va'  |,ioj  {/iir^lhj-^  cet.}  ^r  /7i''Va"f  [20]  (hl'  ^lh')  4-cet.j: 

+  m''  Va'''  {[3b]  (Ar^—  /04-  cet.f,. 
^YafJl±^^m'Va^^^±^ 

myl{!io^)(p<f^qp)  +  {o^y(p<i''-qV')'\'m(pq:^^gp^^)\ 

^m^Va  {(fo)(9p'-p?'}+cet.J4-m'^yc/'{;ao)(9p^--py-J4.cet.)j 

H-*^'"  >"« 'M(3o)  ((7P''' — P9"') -t- cet.f. 
JjBT  Seraier  tnembre  de  ces^  deu3b^quations>  est  nul^  i^  caose  dee  ^qaatums  (1): 
(%  aj'i.}L   On  aur»  doaCr  ea  intdgraat,.  et  subsiiiuant  A^-W^rrli^,  p^+^^^,  etc^ 

{3} e^mVa^e^^^m^Va'^  ^i^m^^Va'^  ^'^^'"Vd"  —  ^^ 

m  et  9  4UbI  deii»  constaates.-  Supposona  maintenaat  que  rdquation  (£)  oa  (M) 
•it  dea  vaciiie»  imaginairea  qui  denaent  des  expoaeatielles,r  et  qu^il  •&  risulte 
k»  lerme# 
il  =  Pey'-+-P,e^^/-l-cct.,  /—Qfy^fcet.,  K^Y'eJt^t.t\.^Tzz^'e^rj^f^ 

p  zz^tiey^^R^e/'^ 4- cet.,  9  =  Se^' ^-  cet.,.  p'  =^ R''«^' "^ cet.^  etc. 
e  ^lant  le  aombre  dont  le  legarithme  naturel  est  Tunit^^  P,.Q,  P\  etc»^  seroot 

q;aaatit^  rielles,  parceque  Ir  et  xs^  Yti  w\  eic^  et  par  coas^ueal^  hj^h'/^ 
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clc.  doivent  toujours  avoir  tine  valour  rfelle,  quelle  qoe  soit  leur  grandeur 
uu  varialion.     Ceta  pos^  on  aura 

«t  ain&i  du  reste.  En  eubslituant  ces  vaieurs  dans  les  ^quations  (^)  (3),  et 
d^signant.  par /*  le  plua  grand  des  exposaosyi  /^,  clc.  on  aura 

u  =  imVa  (P^  -f-  Q»j  4-  m^Vi/  (P''?  ^-  Q'^)  4-  cet  f  ey  -J-  cet 
p  =  f«ya(R^H-  S^)  +  /;///i'(R'*+  S'^)  +  cet|  ey^  +  cet. 

les  termes  suivan«  ^tant  multipli^s  par  des  puissances  de  «,  moins  ^lev^es 
que  eV^.  Si  les  ^quations  (E)(i\l)out  des  racines  £galeS|  d*oii  r^sultent  des 
arcs  de  cercie  et  des  termes  de  cetle  for^iei 

hznViT  |-p^/r'-[^cet.,  l:=:Qx^....,pz=Ri^'^....,  q=S^+....,  //=F/r-f^....,  etc. 
#r  ^tant  la  plus  haute  pnissance  de  t,  on  aura,  comme  pr^c^demment, 
a={/;iyaP'-hQ^-|-mVci'(P'^-f-Q^)-fcel.}/''--hcet.,  pz{//iy/i(RVSV.-^  ^+cet. 
Comme  le  tems  t  croit  k  Tinfini,  les  termes  #*!/' ,  /'^,  deviendront  infiniment 
plus  grands  que  tous  les  termes  suivans,  ajout^s  ensemble.  II  est  donc  im- 
possible  que  la  somme.de  tous  lestermes  qui  sont  multipli^s  par  cV*  ou  par /^^, 
se  r^duise  a  une  constante  a  ou  0,  ii  moins  que  le  coeflSctent  de  e!/^  ou  t'^ 
ne  soit  nul.  II  en  est  de  mdme  des  termes  ey%  f'^,  qui  deviendront  infi* 
niment  plus  grands  que  la  «omme  de  tous  les  termes  moins  ^lev^a.  On  aura 
donc,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires  ou  egiiles, 

<)=p«+Q^+rp'=H-Q'^)  ^i'  + o^r+sHCR^^+s")  ^l'  -f:..,, 

Si  on  substitue,  suirant  la  troisibme  loi  de  Kepleri  V  —  =  w-^*  ^tc.  lep 
^quations  pr^c^dent^  deviendront 

m-(F^»^Q-0  m(R«-fS«)        v/jW^^S'^] 

—, —  +cet.    o_  — fp^       ^-        ^,^        i-cei. 

Puisque  P,  Q,  R,  S,  P',  etc.  sont  des  quantil^s  r^ellea,  leurs  carr^s  seront 
toujours  positiEs  ,  ainsi  que  les  masses  -et  les  distancef ,  m,  a,  m,  cl ,  etc. 
Les  moyens  mouvemens  N^  N^  etc  seri>nt  ^ussi  dem&n^e  espfece^  parceque 
toutes  les  plan^tes  circulent  autour  du  eoleil  d^ns  ie  m6me  s^ns.  Ainsi  tpiv 
les  termes  des  ^quations  pr^c^Jentes  auront  le  m6me  signe ,  et  comme,  leur 
somme  est  nulle,  il  faut  que  chaque  ^erme  #oit  nu|,  d'ou  U  rdsuUe 
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P  =  o,  Qrro,  F  =  o,  Q'  =  o,  P,  =  o,  clc.  R  =  o,  S=o,  R,  =o,  clc 
c^est-k-dire,  les  expressions  de  h,  l,  p,  q,  etc.  ne  peuvent  renfermer  ni  ex- 
ponentielies  ni  aics  de  cercle:  tous  leurs  termes  sont  des  sinus  ou  p^riodi- 
ques ,  et  ces  ^l^ihens  ne  sont  assuj^tis  qu%  des  oscillations.  II  en  est  de 
mftme  de  leurs  carris  et  par  cons^quent  des  excentricit^s  7;z:  K  (A*-^/*)  et 
des  inclinaisons  ^  =  V  (/?"  -f-  q^).  Ces  ^Kmens  ne  peuvent  pas  crottre  inde- 
finiment;  ils  ne  feiont,  dans  tous  les  sifecles  k  venir ,  qu^osciller  entre  des 
limites  qui  sont  mcme  tres  resserrdes.  En  efTet ,  les  ^quations  (2)  (J)  don- 
nenty  en  difKrentiant, 

37  =  —  r ^- — .37  —  -T-  • —  •- —  dli^  —  cet. 

7    m    ya  7      m      ya 

II  est  donc  visible,  que  ies  variations  s^culaires  ne  d^pendent  pas  de  la  pe- 
titesse  actuelle  des  6i6mens,  mais  du  rapport  qui  existe  entre  les  masses,  les 
distances,  etc.  et  que  l'excentricit6  ou  l^inclinaison  d*une  planete  peut  iprou- 
Yer  un  tr&s-grand  changement ,  si  la  masse  perturbatrice  est  beaucoup  plus 
grande  que  celie  de  la  plan^te  troubl^e.  En  supposant  par  ex.  que  les  lettres 
•ans  trait  se  rapportent  k  Mars,  et  celles  marqu^es  d'un  trait  h  Jupiter,  on 
aura  en  nombres  ronds, 

—  =  1700,    —  =  4>    f^  —  ti  donc37  =  — i700.3r. 

Ainsi  la  variation  de  rexcentricit^  de  Mars  serait  1700  fois  plus  grande  qoe 
celle  de  Jupiter,  si  cette  planete  agissait  seule  sur  Mars.  Mais  ie  systeme 
solaire  est  tellement  arrang^,  que  les  actions  des  divcrses  planetes  se  detrui* 
lent  k  peu  pr^s;  et  c'est  par  cette  raison,  que  les  limites  ,  entre  lesquellcs 
cscilient  les  excentricitds  et  les  inclinaisons  des  orbes  plan^taires,  sercnt  toa« 
jours  tr^-^troites.  Si  Ton  ajoute  Tactiou  de  Saturne  k  celle  de  Jupiter,  on 
aura  k  peu  pr^s 

^       —  =55o,    -=6,    ^=h  et  37"  =  —  237',  d'oii  il  vient 
m  '     a  '     7        ^  • 

37  =  (— 1700  4- 1557)  3y  =  — 143 .  3y. 

L^action  de  la  terre  r^duit  cette  variation  h,  trfes-peu  de  chose.  Ainsi  on 
Yoit ,  que  le  mouvement  de  toutes  les  planfetes  dans  le  m£me  seng  suffit, 
pour  r^ndr^  p^rioUiques  les  variations  de  la  forme  et  de  la  position  dc  leuis 
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orbites  ^    et  pour  en    exclure    toufe    jquation  rigoureusement  s^culaire;  mais 
que  ,    si  les  limites ,    entre  lesquelles    se    font    ces    oscillations  p6riodiques,  * 
sont  tres-resserr^es,  c'est  di^  uniquement  k  la  distribution   des  masses  et  des 
orbites,  que  le  hazard  v  produite,    ou  que  TAuteur  de  la  nature  a  choisie. 

On  trouvera  le  m^me  r^sultat  pour  les  satellites  de  Jupiter  et  de  Sa* 
turne,  qui  circulent  aussi  dans  le  meme  sens,  dont  les  masses  sont  peu  dif- 
f(irentes  les  unes  des  autres,  et  dont  Ics  excentricit^s  et  les  inclinaisens  sont 
^galement  trbs«pelites.  Le  systeme  de  tous  ces  corps  est  donc  parfaitement 
stable  relativement  a  leurs  excentiicit6s  et  inclinaisons :  leurs  orbites  seront 
toujours  k  peu  prb»  circulaires  et  dans  un  mtme  plan.  II  en  est  autrement 
des  apsides  et  des  noeuds  qui  ont,  ainsi  qu^on  Ta  vu,  un  mouvement  progressif 
qui  sera  d^termin^   par  le  calcul  num^rique  des  formules  pr^cedentes. 

$.  ^'jG,  On    trouve  dans  le  Chap.    VII.   tous  les  ^l^mens    n^cessaire$ 
pour  U  calcul  des  formules  pr^c^dentes.  Nous  commencerons  par  les  varia-' 
tions  s^culaires  de  Jupiter,  Satume ,    et  Uranus,   qui  forment   un  syst^me  k 
part,  sur  lequel  les  actions  des  autres  plan^tes  ont  peu  d^influence.    En  mar- 
quant  donc  de  deux,  de  trois,  et  de  quatre  traits,   toutes  les  quantit^s  qui  se 
rapportent  a  Jupiter,    Saturne ,    et  Uranus ,    on  doit  mettre  dans  les  formules 
pr^c^dentes  ''$.  273.  274O9  l^s  chifTres  2,  3, 4«  k  la  place  de  o,  1,  a:  d*oii  il  viendra 
(01)  =  (23),  ro2)  =  (24),  (o3)  =  o,  etc.  (o)  =  (23) -f  (24)  =  (2), 
(1)  =  (3a)  +  r34)  =  (3),    (2)  =  (4^)  +  (43)  =  ^4 ,  (3)  =  o> 
et  ainsi  du  reste.    II  en  suit 

F = 0,  E  =  (2)(3;  (0-  a  [a3j  [34]  4»]-  (»)  34].[43] -  (3)[»4  [42]-(4  •r23.][3a], 
D=(9  O)  -[a3jL3a]-Ka)(4  -[24i!42:-f  (3X4)-C34  [43J,    C=(a)+G0-|-(4); 

e=o,  ©=(2)(3)-c*3)(32;-|-(2H4)-(a4/(42)-|-C3)(4)-(34)(43),  €=Cj 

et  b,  g^  seront  donn^s  pas  les  ^quations 

(E) o=^3_ci»+DA  — E,    (M) o  =  ^*-|-Cg-t-©, 

Tune  des  valeurs  de  g  6tant  z^ro. 

Les  valeurs  de  c^^\  c^'\  et  les  ^l^mens  des  planbtes  (Tab.  L  VIII.  IX. 
X.§.  209.  221.222.  2s3.;  donnent,  suivant  les  formules  (a)  (§.  272.))  (0(5*^7^*)> 
(•i3)  =  7 V24455;   [23]  =  4'',78J35i3    (24)  =  0V9S7074;  [24]  =  oV32o6o3/ 
(34)  =  0^355285;   [34^  =  o'>i32967i  (32)  =  i^^giSa^J^  [3aj  =  11^699831^ 
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(4'-)  =  o",9ao53«^  [4a]  =  o",3o70772j  (43)  =  a",3826387;  [43]  =:.o'',83Q07i4i 
A^oix  Fon  a  concln 

(a)  =  7",42i,i6a4;     (3)  =  iS^.a^oSaS,    (4)  =  »",303 1707; 
C  =  27",99486ii}    Dz=i 39", eog^ii;    E  =  iSiV^e^a;   a5=,6a"^iaj. 

.Si  Ton  iait.^  =  x -{~-^< '^'^<]''^''^'^  (^)  *^  Iransformera  en 

,0  =z  x^  i —  1 2^,62^9 .  a;  —  5 1 2,993ga8; 

.6quation  qui  a  trois  racines  r^elles.    On  trouvera  dQnc,  :par  la  m^lhode  .or- 

dinaire  .de  .la  triseclion  de  Tangle  que  nous  dJsignerons  {wr  .3(|)| 

^^«  ^^—        a56,4969H 

•cos  o q) ~  ■■                   — T - 
(40,875966. )f 

^et  les  troisracines  x,  enanulUpliant  ftV (40,8^596.«.)  ,par  cos^p^  «par  '-4in(3o^r-4^), 

let  par  • —  sin^Jo"  4"  .$)•    Cela  ^donnera 

.d'ofii  il  virndra  i  zz:  jr^"  9'»^^*^62o4;  donc 

{a)  . . . . .  i  =^11  i'  jog'^^  944;    *i  =  3^\6£|a46a;    A^  =  ^'^a^oSoS- 
^es  ]:acines  de  r^qualion  (Al)  ^ont 

«^  =  ^  I C  ±  y  (J  C^  -  ©),  partant 

v('0 «^i  =  —  «''^eeJao^;    g^  =  —  aS  ,5a854o7. 

<0n  a  donc  les  ^quations  .«uivantes  (§.  ^3.  274.^1 

'A"  =  B  sin  (p  4.  A/;  4- B,  sinXp,  4.  A,  0  +  B^  «in  (p^ +.  3,  0, 
(P) |^'"=^B^m(P+*0-h'^B,sin^p,4.*,0  +  ^B,«^ 

V^ = ^  B  sin  (p  +.  i  0  +  ^  B,  sin  (fi, + *.0  +  %f  B,  sin^p^-f  A^/J; 
y  =  G  sin  >j  4-  G,  sin  (t),  +^,  /)  +  G^  sin  (y\^  +g^f), 

f//''  =  Gsinr,  +  ^«G'sin(7,,+^,0  +  '5G,sin(>,^4.^^0, 

K"  K^ 

y'  =  G8intH-  ._1  G,.in(>,.+y,0-h  -j,f  G, «in  (^  +  ,^ ^. 

/•*,  /"',  /",  7",  etc.  ^lant  ce  que  deviennent  h'*,  h'",  A'%  p'\   etc.  lor»- 
qu'on  change  les  sinus  en  cosinus.  On  aura  par  ce  qui  pr6c%de  ($.  a-ji.  vj^.), 

N=[24]{i-(  3)}-[«3][34J,  M'z[34]{i-(a)Ha4][3a],  M'  r[a3][32>{«-(a)H*-(3)}; 

=(4)fe+(3;^+(a3)(34),  K'r(34){^+(2)}  f  (24X32),  K^r^i? t(a)Hy-K3)H*3X32); 
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ce  qui  donne  en  m^me  tems  N,,  Lj,  H^,  L^,  K',,  elc.  eii  mettant  b\,  t^fguBn» 
^  W  place*  de  b,  g.    Ainsi  les*  valeurs  prA^dentes*  dbnneront 

K:rr— 0,89698855    N,  =  —  1^49.1 5336 r    N,,  =  —  1,5374108; 

Mf  =  2,7:518198;    M',  =  — i,i79i6«25    M'2  =  — 1,4824995; 

M<'  =  — o,ioi48;    M'V=i,o5687i    M\=  —  27,o8564; 

t,.  =  4»^3o6528j     K',  — 3,49^9175;     K^',  =  —  52,9ino4j 

L^  =  1, 9003653;^    K.'a  =  ~  47^74^9)    ^\  =  o,2o425; 

i^oii  Fon  conclura  les  ^quations* 

'A«'  =B  sin  (p-l^  i/>+  b;  sin  (?]-^b\  i)  +  B.sin  (?. +  Z>a 0, 
h'''z:i—  3,067*437  .  B  sin  r^4-  *^j  4-  o,79o568  •  B^sin  (p,  +  4,  0 
(F>. . . .  .<,       4-  0,9645182  .  B^ sin  (p^  -4-  b^t)y 

l/i^^  =  Oyi  i3i34-i  .  B  8in  (p  -|-  *0  —  0,71085795^ .  B,  sin  (p,  +  4,  0' 

-h  1 7 ,6 >  76^5  .  K.  sii*  (pi  4-  b^  i)i 
r^>"' =  G sin  yH-G,  sin  (>ii  4- ^, /)  +  G^ sin  (ti,  4. g^ /),. 

(N) -5''"=Gsiny^+ 0,846609;  G,sin{>},  +g,/|— a,4735,G^sin  (tl^+i^sO. 

(y»*'=Gsinn>- 12,6096. Gi8in(>),4-^,/>4-oiio7479.^ 
S^^^poque  de  1800;  de  laquellie  nous  comptons  le  tems  t,  donne  (Ta^^L  §.  210.),- 
B"'=: 0,009310923  L"=  0,04727013;  H'"  =  o,o56i62i<i;  L*'"  =  o,ooo8335a; 

I 

11*^=0,01021128;  L'^= — 0,0455395;  ^"=^0,022697.735  9"= — 0,00336228; 

l^^^^^o^o^p^p^eS;  Q'"=— o,oi6i66i;  P"^=  0,0 1290276;  9^^=0,00398078. 

En  substituanl  H'V  V\  H"',  etc.  pour  h^\  P',  h''\  etc.  aprfes  avoir  fail 

l^rro,-  danff  les*  ^quations^  (F)\'  on  trouvera  par  le$'  r^gler  ordinairea*  de  Fi- 

limination, 

B  sin  8  =  -^^ — ■■'       '    .  ,  ^ =-^ — ^    '  '   /  =r —  o,oi  258i3i  1; . 

^  70,862426  '  '^ 

«*'         -.        i4,6Hr.L«*  —  i8-3!i6i28  .L"»-f. 0,175714.  L'^  •        ^- 

B  co»  ^=:  -2 y^^54^e =  0,00942076; 

•rt      .     ^^         o-fl642'8!i.H*»'— H"«'— 4,o3raia5  .B  »inS'  , 

B,,sin  pi  =  '        ' T—P ' — ^- — -  =  0,62041091 ;: 

B;,cospi=    '^  ^  ^ ■  -  ,    / E  =0,03892903;^ 

B^  sirt  pi  =  B"  —  Bsin  p  —  B,  sin  p,  =  0,001481 32. 
S^cos  Pvj  =  L"'  —  Bcos  ^^ —  B',  cos  Pj  =  —  0^,00107966] 
Qfiip  aur»  dJB  la*  mdme*  manibrei-  par  lea  dquations  (N;,- 
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et  ainsi  du  reste.  .  Cojaine  B|  est  plus  grand^qtie  U.sommQ  d»  p.et  B^  mos 
^gard  att  signe,  ie  d^nomiuateur  de  taug  ^*'  nb  pourra  jamais  devenir  nul ,  et 
Tangle  ^*  est  resserrd  d^ns  les  limiJLes  +  go^,  enire  lesquelles  il  fera  des 
oscil|aliQns 9  ensorte  que.c*est  la  v^ritable^qualion  qu  injgalit^  du  pirihilie, 
dont  ki  lieu  moyen  est  6|=:p^  4"  ^i^  ^i  ^lant  r<poqiue,  b^i  \jd  mojen  mou- 
vement  ou  r^quation  s6culaire,  et  Pi4~P^'  '^  lieuvrai  pour  T^poque  de  1800 
d'oi!i  l*on  parf,  si  on  fait  ^=1:  0.    Cela  pos6  on.aura 

to"  =  ^^'fl^df  +  / .  ?  ",6646a  4.  ^'\vi"  ^  i  »6^49  3a"  4-  i  •  »«",091094  —  p'"; 

J",=  loS^iS^iS"  + 1",  J'"  =  io3»i8'i^"  4-  i'»'i  J'*±:  loS-i^ia^ ^  i"; 

«-,1- -I /__  •««»«»» ag «9 ."«  («i^i^^oo^^-f-f  ./^4a««3'— 0,0167174 .  co»  (9 Va&^-+f  .16*^4896) 
"  "T  »,0459*44  + v,o»5-...«u»(90...+t.«(»",4...)— o,ooi8.MJO$(dio.~+*.i*'^...y 

»  * 

tane  P'"  =  o;oS47497.cot(9Q9^<y^4^^i6'^4a96)4-o,<H>i773a4.tin(o<>ft|»^6^^4-^ii>^^g5i8^ 
~  0,0402189  —  o,o3.^sin  (9°...+  ^.  i8",4...)  -f  o,ooi7...co»^a9'i6*^  H-  f .1 1,^,8.,..)* 

.        .„  ^0,0013978.  sin  (ggOj8^36^^^M^.466^)  — o,oo6366.tin  (««047^7^^— f.a6^^,^a86) 
^      ""  0,027  6386  -f.  o,uoi...coft  (a3^ t ,  a''.^ .,.)  —  0,006 ....  co»  (aa«»...  —  f.a6",6...)* 

.        .,,, o,ooiog|74.sin(a50i8^36^^-~f.&^^4663)-fo,oi57443.«in(ft^>^47^^— ^g^^^^aft^) 

*        ""  0,0376....  4-  o,ooi...cos  (23^..  —  i .  a'',^...)  -f-  o,oi6  • . . co»  (^aa** . . .  —  f ,  a6'',5 . .  .)* 

'         . , ^  _  O,oi66246;»in(a30|8^36^^t.-/^,i663)^o,ooo684i.tin(a2047^7^— ».a6^, Va86), 
^  o,oa7 6.... — o,oi6... cot  (23®... —  t  i^",i...) — 0,0006 . ..cot  (aa®. . . — f .  26",6...)> 

d^oik  il  est  clair  que  les  noeuds  n^ont  point  de  vrai  moyea  mouvement,  et 
qu^il  en  est  de  m£me  du  p^rih^lie  d^Dranus,  parcequ'aucun  des  coefficiens  dans 
rezpression  de  A'^  ne  surpasse  la  somme  des  deux  autres,  pris  positivement. 
S*  278.  Considjrons  maintenant  les  autres  planbtes,  et  supposons  que 
les  chiffresi  0,  1,  2,  5|6,  se  rapportent  respectivement  h,  la  ^ttit^  k  Mars,  Jt 
Jupiteri  \  V^nus,  et  k  Mercure.    Cela  posA  on  trouvera 

(oi)r=0|3o62644>  [oi]=:o,i355o5i5  (02)=  6,94381965  [oa]  =  1 ,6859ocoj 

(o5)  =  5,658551 3;  [o5]  =  4,7 1188555  fc6j  =  0,0975642;  [o6j  =  0,0462818; 
(10)  =  1,8252265;  [10]  =  i,4o35268;  (12)  =  144023096;  [la]  =  5,24^9^40; 

(i5)  =  0,5128827;  [i5)  =  0,2951 128;  (16)=  0,0186606;  [16J  =  0,0058776; 

(5o)  =  6,8905095;  [5o]  =  5,7377400;  (5i)=  0,1047958;  [5 1]  =0,0602995; 

(52)  =4,1287724;  [52]  =  0,7368968;  (56)=  0,4222649;  [56]  =0,2712973; 

(60)  =  0^8953797;  [60]  =  0)4474^7;  (6i)=  0,0287356;  [61]  =  0,00905 loj 
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(6a)  =  T, 5743993}  [631  =  0,1593933^  (65)=   3,ifi4o59j  [63]  =  9,0446410; 
j^'o6  IVmi  a  cckDclu  ($«  171.  {&))»  s 

(o)  =  i3,oo6i9^9j  (1)  =  16,7690794$  (5)  =  1 1,5463426;  (6)  =  5,68o85o5. 
Si  Ton  fa(t  pour  abr^gefi 

22'',o9ao944=^a«   3",66246t  =  a„  — o^oiS^i^Si  =  25,  0,0439554  =  *i, 
{    :     i»6*49'3a''4-a/  =  6,  27^407'' +  a,/  =  *„ 
a5",5a854o7  =:  f„  o,oa753856  =  ©,  —  o,oo636495  =  ©^, 

io3«i8'i&''  =  9,  i26^5'5>5''—  f,/  =  «„ 
on  aura,  en  n^g^igeant  l^action  d^Uranus  ($.  277*)^ 

^"  =  Baii>i-h-SB,«inJ,^  /''^  »ci»«bi-»,  qo8  6,^y  :?:©ain8  4.ei8ing„  cle. 
II  est  iis^  de ^oir  par  ce  qui  pr^cfede,  que  les  yariablea  A^; /,  p,  4f,Ji',,elC0 
auront  Ies,n)6mea  firgamena,  b>  6p  ^^  JB^.Sm  ^^  y^rtu^de  i*action  de  Jupiter, 
et  un  argidiieni  de.  la  forme  ^r^bt,  qu|r  efi  diL  k  Vwtion  des  aotres  plan^tes. 
En  fiiisant  donc     :       r  ^ 

cAr±A»in6-t-A,8lD6,-V.B»i»<p4-A0.<=Aco«6-f-A,cot6,-|-BcQ«rp+ft0, 

>^ CA'  =  A'«ii»fc-j*A',«B>,H-B'ainrp  +  *0..ptc. . 

les  ^^atioBB  (C)  ($.  273.)  deviendront 

(i) 0=  ^ ^ (o  }  A    +  [o>J  A'  -f  [o53  A^  4-  [06]  A"  i-  [oa]  «,  - 

(2) 0  =  |a  —  (i)}  A''  -f-  [10]  A  •+■  [i5]  A'  -\-  [»6]  A"  -I-  [la]  15, 

(3) o  =  {«  —  ( 5)f  A'  -f-  [5o]  A  +  [5i]  A'  -f-  [56]  A" '  -|-  [5«]  », 

(4) 0  =  {«  —  (6)}  A"  H-  [60]  A  -f  [61]  A'  -f  [65]  A'  -f  [6a]  »j 

(5) <?=!:{«,  —  ^o)}  A,    4- [01]  A,«  -f-  [o5]  A,'  -|-[o6]  A,"  4-  [oa]  »., 

(6) d  =  K-(OU.'    4[io]A.  -l-[i5]A.'4-[i6]A/V+[ia]»„ 

(7) o=z\a,r-{5}  A.'  .+.,[50]  A.  4-  [5i]  A.'  4- [56]  A/' +  [5a]  »., 

(8) .....  o  =  ^ot, -  (C)^  A,^';4-.[6o]  A.  4-*[|6i]  A,'  4.  [65]  AJ  4"  [6»]  ».; 

(9)  .....  o={i  —  (o;}  B  *^4-[oi]B«  i-  [o5] B' 4-  [06] B^S 

(io).....o  =  <*  — (OfB»  -f  [io]B  4-[i5]B'-|-[i6]B'', 

(11) o  =  <i-(5,|B'  4-i5o]B  -H[5i]B'4-[56]B",  V 

(la) o  =  {A  —  (6)}  B^'  -1-  [60]  B  -H  [61]  B'  4-  [65]  B\ 

SupposoM  maintenant  «  =  ||f  ^  =  j^: 

oela  pos^,  les  iquations  (i)  (2»)  (3)  (4)  donneront  par  rjlimini^tioiu 
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M  :=  [oa]  {«  -  (i)>  1«  -  (5)H«- («» 
-[o6][6!i]{a-(i)Ha-(5)}-[o5j[52]^a-(,)H»-(«)|t-[oi][l«-:^(5)K«-(6)| 

-H  {[o5j  [56J  [6a]  -}-  [06,  [65]  [5a]  -  [oa]  [56]  [65.  M«  ~  (O^ 

+  {roi][«6.[6-»J  +  [o6j[6i][ia]—  [o2][i6][6iJ  {«  — (5)^ 

4-  Ko»](:i5][5«]  +  [o5j[5iJ[i2]  —  [o»][i5][5i:>  {«  —  (6)^ 

-1-  [ot  :{[ia][56j[65]—  [>6][5a][65]-  [i5][56[l[6aj> 

4-  [05;.  f[iej  [5«J  [61J  —  [ra]  [56J  [6i]  —  [16]  [Si] [«.;& 

4- [o6]{[»5] [51] [6a]  -  [it][5i][65]  —  [iS][5a][60f  +  a . [oa][i5][5«][6i], 

N  =  -{«-ro)}{a-(i)H«-f5)J{«-(«)^ 

+[56][«5l{«-(o^H«-(»}-K'«3l«'](«-(o)H«-(5)}-Ki5][5i]{a-<oH«-^6» 
4^[o«jL6o.{«-(iH«-(5)Ho5][5o:{«-(i)H«~'«)^-Hoi][io!{«-(5)f{«-(6,} 

—  «.[i5][56;[«i]  {«-(o)^  —  a.[o5[5«J[«o]  {«-(i)> 

—  a .  [01]  [i«j  [«0]  {k  ~  (5^  —  a .  [pr]  [1 5]  [5o]  {«  —  r«)J 

4-  « .  [oi ]  [i5 j  [56J  [60]  4-  a .  [o5] [56]  [61 J  [10]  -f  » .  [o«;  [«1]  [i5][5o] 
—  [01] Cio] [5«] [«5]  —  [05]  [5oJ  [!«] [««]  -  [o«]  [«0]  [15] [5i]j 
M'r{[oa]  [i6J-[o6  ;[i  «lH»-f  5}H-C56.{[o5][i  a}-[ot][i  SJHS-^D^.oSIiSKo^J^i  6  J 
.[.6,{«-(o)H«-(5i-[o6j[io]{«-(5)}  -  [i5Jl56:{«--.(o:h^ 

l  +[o5j[io][5«]-[o5][i«j[5oJ  +  [o6j[i5JL5o]  (»• 

W=Co6j  {a-(i)J  {^— (5:>  -[o5J[56j  {«  — (•)>  -  [oi][i6j  {«-  (5)J 

4-  [oi][i5j[5«j  4. [o5j  [i6][5i]  -  [o6j[i5][5i], 

^^      [oaXi«l-Co«][ta]+{:  16  {*-(o)Ho«J[io  }"+{  oO(i6Ho«:{«-^i)»5? 

» =  '  ""  [o6.,[ii,  — [o5jLi6j  » 

AT»  __        foa}  __  o— (o)    M  __  |oO    M^        ^>«1   A^ 
*  *""       |b6)  t«»3    'M         [»6>*»»        £06}*  »• 

An  moyen  dJet  <qaationt  (S    6)  (7)  (8)",  on  Irouvera  ^,  ^,  ^-^  ~m~>  ™ 
aiettant  dant  iM.formulet  pi^dentee  «,  k  k  place  de  a.  bt  on  tait  ponr  abr^r» 

»  =  r>  T= T» •»■  =  17* *~^»)=*'  *-(')=*''  4-(5)=:«%  *-(6j=x", 
lee  ^uations  (9)  (10^(11)  donneront  per  r^liminalion, 

L  =[o6]x'a^— [o5!L56y— [oij[i6Jx''4.[oi][i5j[5«,+[o5j[i6j[5i]-[o«][i5][5ii, 
K^^^i^jjw^HiSiSe^— ^o6j[ioj*''4-;.o5j^iojl5«j— L*>5jLi«i:5oj4<o«jL»5j[5o], 
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idlCSi]*— [oeilCSo^^-HMJliejCSo]— [o*][io][5«J4-ro6][io][5i], 
K"  =:— ««'4f*-j-[i5][5>J*  +  Co5][5o]dc'-^:o>][io]aE'  — a.[oi][i5][5o1.  . 
Si  on  •ubslitue  ces  valeurs  dar*  r^uation  fi;),  elle  devteodrs 

o  =  *♦  —  0*3  -j.  DA*  —  EA  4-  F,    et  Ton  troovera 

C  =  (o)4-(0  +  (5)-f  6), 

D  =  (o)(i)  -  [oi][ioJ  -t-  (o)(5)-[o5j  L5oj  +  (o)  (6)  -  [06]  [60] 

+  (0(5)  -  [i5][5i]  -h  (0(6)  -  [i6j[60  ^  (5)(6)  -  [56,C65], 

E=(oXi)  5)— a.Coi]Ci5]C5o]+(oXO(<>)— «-[oOC^SjL^o  +  0)  5y6)— a.r.o5][56:c6o] 

+(»X5)(6)-».Ci5JL56:[6i]-{(o)+(i)J[56J[65]-{(o)+(5f  i6jl6i>{(o)+(6;K«5j[5il 

-  {(' )  +  (5)}  C06, L60J  -  KO  +  m  [o5J[5o]  -  {(5)  +  (6)}  ,ot  i [10], 
F  =  (o)(0  5)(6)-+  [oi][io][W][65J  +  [o5][5o][i6j,6iJ  +  lo6j[6oJ[t5j[5ii 

-  (o)(0[56]  651  -.  (o)(5)[i6.:6iJ  -  (o)(6)[i5j[5i] 

—  (0  («)Co6JC«o]  -  (i)(6)[i6,  \hS\  —  (5)  (6) [01] [10] 

—  ».(oX»4J[66^[6iJ— a.(0[o5j[56][6o]— a.(5)[oiJCi6JL6o]— a.r6)Coi]Ci5][6o] 

—  a.CoiJCi5jC561[6o]--  2.[c5J[ioJ[56J[6i]—  a.[o6j[i5][6oJ[6iJ. 

Pour  ie«  inciinaiMiu  et  lee  noeuds  nout  ferons 

= Fiiijg  +  FjSing,  -f  Gsin  (t>4^),  9=:Fco<9 + F,coi0,+Gco«(i|+g/3, 
y  =  F'  «in  8  -t-  F.  «io «,  -|-  G'  sin  (n  -ifgt),  etc. 
CeU  poa6,  les  ^oations  (J)  ($.  «74.)  deviendront 

(»3) o  =  {f,-.(o)>F,    +(oOF«,4-(c5)F,'  +  (o6)F,"-|-(oa)«„ 

(i4) o  =  {f,-(0}F',  4-(io)F,-H('*yF/  +  ('6)F,"  +  ria)»., 

(»5) o  =  {f,-^5)KF,*  4,6o)F,  +  ^OF^  +  ^S^jF.^  +  t^i)©,, 

(i^.....o  =  {f,  — <6)}F,'"4-(6o)F,+(60F'.+  65;F/  +(60»,> 

(«7) o  =  {y  +  (o}0    -(oi)G'  — (o5;G^  — (o6)G", 

(1») o  =  {y4.(i)jG'  —  (io)G— (i6)G'—  »6)G'S 

(»9) o  =  {j4.f5)jG'  —  (5o)  G  —  (5i)  G' -  (56)  G", 

(ao) o  =  {^-|-(6)}  G"  —  (6o)G  —  (60  G'  — (60)  G'. 

kn  noyen  des  iquations  (i3)(i4)  (i^(t6)  0«  trtmfmr  ^,  — ',  ^,  ^*,  pir 
hs  mtakes  formnles  qui  ont  doBn#  ^,  ^,  ^,  ^,  'ri  ron  ai«t  f .  It  !•'  pkce 
de  «,  et  des  crochets  ronds  ••  lieti  dce  croefaets  carr^    En  fruant 


(B) rJr 


I 
\ 
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les  ^quations  (^^)(i6)(ig)  (20)  seronl  idefaCiques  avec  (es  jqQatidits  f9)(io) 
(11)  (12),  si  on  met  y,  etc.  k  la  plice  de  x,  efo.  G/  ete.  k  1a  place  de  B,  ete« 
et  les  coeRiciens  repr^st^ol^s  par  des  crocheff  ronds,  et  pris  avec  le  signe 
conlraire,  au  lieu  de«  coefficiens  design^s  par  des  crochets  carr^ii,  oti  ce  qoi 
revient  au  m£me,  si  on  substitue  —  g  pour  ^^  ou — y  pour  x.  Ainsi,  ea 
d^ignant  par  1D,C,$^  ce  que  deviennent  les  quantit^  D,E,F,  ai  on  aubstitua 
des  crochets  rdnds  pour  les  crochets  carr^s,  on  aura  lei  ^quations, 

S  =:ro6y/^c5,  55y-|-(oi)(i6)/XoiX  6X66)+(c6)(i6):5i)^(o6)r.6)f5i), 
R'  =(.6)//-h(i5)  56jr+(o6)(io)/+(o5Xio)(56;4-(o6Xi5  (6o)-(o5)(i6X5o), 
R^=C66)j/+(i6  (5i)jr+(G6  (5o)/4-(oiX)6X6o)+(o6XioX6i)— (oiXio  (56), 
R^'=jrjry  — (15  (6i)jr  — (c6)(5.>)/  — <oi)(io)/  — a.(oi)(i5j(5o). 
S*  ^79*  Si  on  substitue  maintenant  ies  valeurs  num^riques  des  coeflB- 
ciens  rci)  [01],  elc.  95,95,   (S-  278.),  dans  Ves  rormuleflT  C,  D,  E,  F,  M^  N,  L« 

etc.  on  trouvera  que  les  valeurs  suivantes  satisfont  aux  iqiiations  (1) (la): 

A  =0,002799^ i,A'  z:o,oi 474^44 jA*  — — 0,00661 269, A^'  =0|Oooi359i; 


I»**.. 


'Aj=o,oi76i3i7j  A',ii:o»oi99o344»A^,  zzo,oi7955i9,A^',r3o,oa5456jSJ^ 


b=iY  ,6;ai,66,  A,  =  j6'  64896656,  b^  =  f.ieSii-jS,  b^  =  5"4oaioi3i; 
B'  =— .  i,936Ju765 .B,  B''  =:— 0,9^9^5 ioi>  .B,  B^'  =  0,1 2406299.6; 

.  M  =  94i77496B|tB,^=-i,a4663SJ.B,,Bj^'  =  o,ilr57io4a,B,j 

^    ^ V2  =  ^»^84883o3.B^,  65^=1,2:663543. B^,B2^'=-  i,848c6  5.Bj^ 

B'3  =  o,i6866428.B},  B3^=i,4834e543.B^,  B^^^zi  12,4106717.33. 
Leb  v&leurs  (C)  ont  ^t^  trouv^es  par  les  forroules  M,  N,  etc;  celles  de  6,  ea 
d^terminant  les  racines  de  T^quation  o  =  i^—- CA^  4"  DA^— EA-f-F,  par  la 
solution  ordinaire  des  iquations  du  quatrifcme  degr^ ,  laquelie  consiste  k  les 
r^duire  h  une  iquation  du  troisieme  degi^,  et  k  ramener  ceile*ci  k  la  tri- 
section  de  fangle:  la  substitution  de  ces  racines  b  dans  les  formules  L,  K^ 
K\K^%  a  donni  les  rapports  (D).  Mais  toules  ces  valeurS|  trouv^a  parvls 
mithode  directe,   ont  ^t^  corrigies,   ensorte  qu^elles  satisfont  aux  dquatioas 

(1) (12)  jusqu'ii  lahuiti^me  d^cimale.  II  reste  ainsi  huit  arbitraires,  B^B,! 

^21 B3,  p,  pj,  j3^,  P3  ,    qu'il  faudra  diterminer  par  les  vAleurs  de  h,  h!,  h^,h^\i, 
etc,  ou  de  7,  xSf  V,  etc.  que  les  observations  donnent  pour  r^poque  de  1800 
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($•  9}^.)'^^^^  ^^^  ^^  tirera  des  ^l^meqi,  renfermds  dans  la  Tab.  I.  ($•  aio.), 
let  Yaleors  sujv^ntes  de  h,  l,  elc. 

fHir:o,oi65496i,H*r — o,o43i3j)ii,H^n:o,oo5354f9,  tr':z;o,i()79o85^j 

i  J2j  }  •  •  •  •  •  ^ 

iL=— #,00276987, 1/i=o,o8a64o7,  U— — o,oo4^77o3,  L^':izo,o5539;65. 


Les  valeurs  (C)  etcelles  de  6  =  ia6'49'3A  ^i^^l^^WY^  (S^l^Of  donacront 

A  sin  b  —  0,60214075,  Aj  sin  6,  r=  0,0081788,  A'  sin  6  r:  0,01  i8o4, 

A'|Sin6|  ~  0,00914^3,  A^sinb  ir—  6,ooo4io3i,  A\sin  6^120,008^3762, 

A^'  sin  6  —  0,00010881,  A^',  sin  6,  rz  0,01 18206: 

(F) <  »11» 

Aco«6rr — 0,00167786,  AjCOs6^=o,oi55;)907,  A'cos6zi: — 0,00883873, 

A',cos6,  =30^017627441  A^cosb±=b,ooo3o723,  A^cos 61^:0,015901 98, 
A^*cos6= — 0,00008148,  A^',  cos6|  =  0,02264473.     ' 

Si  Top  fait  /=ro,  les  iquations  (A)  (§.  278.)  deviendront 

H  =A  «inb4-A,  sin  6,  f  B  sinp  +  B,  sin  p,  +  Bg^  sinPj-fB^  sin  p^, 
L  =A  C0S.6  +  A,  cos6,+B  cosjP4"Bi  c^^Pi  +  Ba  cosp^  +  Bj  cosp^, 
H'  =  A'  «in  6  -[.  A',  sin  6,  -f  B' sin  p  +  B',  sin  (3,  -f-  B'^  sin  p^  -h  B'^  sin  Pj, 

et  dinsi  du  reste.  En  substituai^t  donc  ies  valeurs  (D)(E)(F),  et  faisant  pour 

abrdgety 

1,23630765 —a;,g,4»7749^  =  ^i5  o,i84883o3  r=a^  0,16865428=103$ 

o^g^^.gS^ioi  =  c;  i,a456363  =  c^j  1,226635^3  1=  c^\  i,4834854i  =  C3; 

0,12406299  =re3  0,18671042  =  tf,;  1,84836  Srze^;  12,41067171=03; 

Bsinp  =  £,  Bcosp  =  F9  B,sinp,  =  E„  etc. 

on  aura  les  ^quations, 

o  =E  +  E,  -f-  Ejj  +  E3  —r  o,oc6i3oc6;   o  =  F  -|-  F,  -}-  F^  4-  F3  +  0,01669109; 

o=— cE — c,E,+c2E2+cjE3-Ho,oo26728250=— cF — c^Fi-f^^F^-f-c^Fj^^fO^o^^e^^i 
o=eE-fc,E,—CaE2-t-c3E3— 0,185979275  o=cF4-c,F,— «aFa4^3Fr-^>o3^93i4l 
auxquelles  on  satisfaira  par  les  valeurs  suivantes: 

E  =  0,01216486,  E,  = — 0,00618081,  £3= — 0,01373984,  £3=0,0128951?; 
F=— 0,00807961,  F^=  0,007077901,  ^2  =  — 0,016944261  ^3  =  0,00025^67, 

Maintenant  ies  formuies  tang  p  =  =^»  tang  p,  =  ^^  etc.  donneront 
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p  =  i2V36^^5'',3^  p,  =  i43^48T,«;  Pa^io^^S^ia^g;  %  =  88^52W( 
B  =  0,014595 i6y  B,  =  —  0,0087723,  B^  ir  —  o,oaio473iy  Bj  =:  o/>i »89^63; 
d^oil  roQ  tirera  par  let  iquatioiu  (D)| 

B'= — 0,01804412,  B^jr:— 0,08281528,  B^^rr— 0,003891 19,  Hfjzro^do^i^lgS; 
^^^==  —  0,0135:133,  B/zr 0,01 09^708,  Bg^rs— 0,01^581738,  B/zi: 0,1191  iJj^l 
B^'=o,ooi8i;.5;|,  B/'  =—0,00162911,  Bjj^  =0,03890319,  B3^*=o,i6o.6j8a. 
Connaissant  mainlenant  toutea  ies  cooatantes  qui  entrent  dana  lcia  exprei- 
aions  dea  variables,  k,  i,  h\  etc.  (A)  ($•  278.),  on  aura 

pour  la  Terre,  1r  ain  tv  =    .^^  ^ 
PfPoa7«9.«in  (ia6%'3a''  +  /.2aV»aO  +  o^oij^i^.ain  (37^4oV'4-'.3'',66  5) 
+  o,oi45tj5 .8ia(ia3«^36  45''-|-/.«/',673)  —  o^ooS^^a.ain  (i43^48'  5''4-'.i6">649) 

—  0,021047  .ain  (4o«45'i3''-|-/.7",i684)  4-  0,01^898  .sin  (88*^5  2'a3"-f/.5"4oai)j 

pour  Man,  Y  sin  xa'  = 

0,01474« -'in (116^49  ^^''-{"'•^^''jO^ai)  4-  0,019903. 8inr27*4oV"J"'* 3^ «5'-^*) 
—o,ci8o44.sin(i23«3645''-t-^»7'W>— 0,082615. 8inri43<>48'5^+/. 16^649) 

— 0,003891. sin(4o«45'i3' 4-/. 7'',268i)4.o,oo2i74.8in(88^5a'23''+/.5'4o2|)i 

podr  Flinus,  'V^  sin  «^  = 

—o,ooo5i3  .sin  (1 26®49'32'' 4" '-"^^9^0  4*0,017955 .  sin  (27^40^7 '4"^^^»66a5) 

—  0,013571  .Bw^ni^i&iy^-^-t.  i7'',«73) -1-0,010927  .sin(i43**4Br6'4^.ie",«49) 
— 0,025617. siii(4o«  45^  j3^-f.|.7^a684)4o,oi9i33.ain(88*5a'ay'4-£.5'',4o2i); 

pour  Mercure,  Y^  sin  w^'  = 
O,oooi36.sin  (ia6''49'32''4*./.a2V9eii>4-o,oa5456.8in (ay^^o'^''^-/.  3^,6625) 
4-0,001811  .sinCi23«  36  45^4-/.i7'',673)— 0,001679. «in^i^J^^a^S^^-Aift^^^eig) 
4-0,038903  .ain(4o»  45' i3''^-r.7^a684)4-o,i«oo6i3tn(88«^5a'23^4-/.S^,4o2i); 
ce  qiii  donne  en  mteie  tema  lea  Taleura  de  /=/Vcos<0,  ete.  en  aettanl  les 
cosintta  it  b  place  dea  ainua.  Ceia  pos6  on  aura,  pour  un  tema  qtteieoB<|ue, 
4k>ign4  de  II  ana  de  P^poque  de  1800,  lea  escentricit^  et  lea  pirilidlies  ds 
cea  planktes,  au  moyen  dea  ^uationa, 

'y  =  y(7*sin*t»-|-'y^coa*t0),        tangGJ=r;^?. 

^  •  ,    Too»U| 

$.  280.  Le  m^me  proc^d^  ^  donni,  pour  les  inclinaisona  et  lea  noeudsi 
au  moyen  des  iquations  (i3) (20)  ($.  278.)  ^ 
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F,  =:o,oo3i853i,    F',  =  0,0097764;    F^^  =0,0002^71,    ^""'1  rro,ooo3io6rj 

jr=:— ,8^672903,  ^  — -«ir/,7.4.S8a4a,  g^zr^e^^S^a.^ca,  ^3=-4'',73264  48; 

G  =  —  o,fe<  6  gS-i .  G  =  —  a  G,  G""  =  —  0,9666732  .  G  =  —  ^ G , 

G'''  =  0,16940982  .  G  =  cG;  G',  =  20,745966  .  G,  =  a,  G, , 

.       JG\=-i,7^s4bij37  .G,=-«,G„  G^  ,  =  o,3795964i.G,  =  €,G,; 

^   V'2  =  o,o364i  1 13  .  G^  =  o^  G2,  G\  —   1,13667:^^.  •  Gj,  =  «^2  G., 

G^'2  =  —  3,794i3i36.G2  =  —  «^Gj,;     ^'3  =  0,2181(894.^3  =  ^3^3, 
G^3  =  1,355496^5  .  G^  =  J3  G3,   'G^'3  =  5,500247 17  •  G3  =  £3  G35 
ffoA  Ton  lire,  en  substituant   9  =  io3^  18' 18",  fl^  =  106/ 5  25"  ($.  278.), 

F  sin  g  =  F  sin  g  —  F^  sin  9  =  F^'  sin  9  n  ®  sin  9  =  0,02^  799^9^ 
F  cos  9  =  F'  CO8  9  =  F^  cos  9  —  F^'  cos  9  =  ®  cos  9  =  —  0,006  J^^SS; 

(Hy <F,  »119=0,00257402,  F',  sii  9, =0,00790021,  F^,  sir  9^=o,oooi83:2, 

i^^',«in9j  =0,0002515  F,c<>sg,= — 0,00187634,  F',cos9,= — o,oo575888; 
F%  cos  9j  jz.  —  0,0001  ..378,    F''',  C06  9,  =  —  0,00018997. 
Les  ^l^mens  des .  planfetes  {Tab.   /.  §.  210.)  donnent,   pour  T^poque  de  1800^ 
lea  valeurs  suivantes^  des  quantit^s  /7  =  0flinJ  =  P,  9  =  ^co8j  =  Q,  etr. 

rP  =  o,     P'=o,oft '01366,     P^  =  0,057 23621,     P^*  =0,088262:9^ 

^^ W  =  o,    9  =0,0  :i6t  a35,     Q^  =  0,01^46733,     Q^'  =  0,0853571^ 

et  lea  ^quations  iB)  (§•  278.)  devieunent,  en  liiisant  /  =  o, 

P  =  F  sin  9  4-  F,  sin  9,  -f  G  sm  ii  -}-  G,  sin  ii,  +  G^  sin  -^^  -t-  G3  sin  tjj, 
P'^  F  siii  9  +-  F',  sin  9j  -h  G^sin  y^  -[-  G',  sin  y\^  -f-  G'^ «in  '^2  H"  G ^sin  1135  etc» 
Substituona  les  valeurs    G:  (Hi  ^K  ,  et  taisons  pour  abri^ger, 

G  sin  -n  =  R,     G  cos  >|  =  3,     G,  sin  yj,  =  R,,   elc. 
Cela  pos^,   les  derui^res  ^quations  se  changcront   en 

0  =  0,07917341  4- R  +  Ri  +  R2'+-R^  o  =  — 0,00  a  392  +  S -f  S,-t-S+S39 
0=0,0106)694 — aR-|~a,R,+  a^R^+a  .Rj,  0= — o,o3»i699oi—  aSH-ajSj+a^S^+a^Sj; 
o=— o,o3o2533-5R— a^jRj+d^^R^+d^R^,  o=— 0,1  ^igHr^^-  iS-^^iS^+i^S^H-ijS^j 
0= — o,o6i2ii8-f-£R4-6,Ri-e2R2+«3R3»  o=— o,o9i^7765-f-gS-f-H,S,-e2Sjj-f-€3S3j 
letquellea  seiont  satisfaites  par  (es  valeura  suivantes, 

R= — OjO^^"^''^^»  R,  =  —  0,0014**^96,  Ra= — 0,0^718218,  ^3=0,006(^8366; 
S  =  —  0,00617927,  S,  =:  0,00128105,   83  =  —  0,00218607,  ^3  =  0,015298215 

^'oil  ron  a  coocia 
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r,  =  77*  21' 22t",9;  yj,  =  i3i^52'3y',8;  >,^  =  ^3^  3o' iffV.;  7,3  =  a^*  3<  la^^j 
G  —  —  o,o2823o5i,  G^—  —  0,00191911,  Gq—  —  o,oo7699«>fii,  03=0,016816865 
G'= — 0;0i96  685;  G\— — o,o.'^98iJ89,  C^zz: — o,ooi82oi4i  G' 3=0,003667913 
0^=0,027^897?,  G^,  =  a,ooJ425o6,  G^2  =  —  0,00876132,  G^3=  o,o*-Aa795i5; 
G^'= — o,oo47^^253,  G^',  =—  0,0007 ^849,  G^*„  —0,02921  laS,  G^^jZo^og^^gfiSS. 
11  ea  r^flulte,  en  vertu  dea  ^quations  (B>  ($.  S178.),. 

p<Jur  la  Terre, 
0  sin  J  =  0,026799  ?9  -4-  Ojoo  ^^5  .  sin  (1 26**  5'  25"  —  /  .  25",5285) 

—  0,028231.  sin  (77*2  i''2J'-- /.18', 6729.1  —  0,001919  •sin^i^i^^a'^^'' — '•i6'^7«49) 

—  0,007699.  sin  (73^30' j6''—/. 6', 87>)-|-o,oi68i7.8in(24*>32'i2"— /.4^7326), 

pour    Mars, 

d'  sin  J'  =0,026799^9  4-  0,009776  ►sin  (126*  5^25''  —  /..a5'',5285) 

-fo,ai9657.sin(7.7'2/23''  — /.18^67  9  —  o,o^9M4sin(i3i^52'34"— m6'',7i49) 

— o,ooi82a.sin(73^Jo'i6''— /.6  ,872)  +  o,ooJ668^in(24*a2'i»''— /.4",73^6), 

pour  f^inus, 

d^sin  J^  =:  o^o^^e^^gS^  -f-  0,000227    sin  (126^  5'  25''—  f .  25^,5285) 

-|-a,of>7  >.9o.sin  ^^^ai''!^''  — /.18'' ,6729  4-o,oo3425.sin^i3i^5:i'34*' — /.it)'^7i49) 

-^0,008751. sin  (7  i*»3o  16*''— /.6",87i^4-o,022795.sin(24?3a'i2''—f.4",7J26,V 

pour  Mercure, 
f^  sin  J^'  =  0,026799^9  4-  o,ooo3m  .  sin  (1  ^6®  5^  25''  — / .  25^^,5285) 
— o,oo4783.sin(77'*2i'23''— /.i8',6729)— o,ooo728.$in(i3i<^2'34"— /.i6",7i49) 
4-o,osi92ii.sin  73^30' 16'— /.6^,872)  4-0,092497. 8ip(24^32'ia"—f.4'^,7326). 
Si  on  met  les  cosrnus  h  la  place  des  sinus,  et  ®  josg= — o,oo6i3758  aa 
lieu  de  ®  sin  g  =  o,oi>679:.39 ,  les  forinules  pr^c^dentes  se  changeront  ea 
^cosJ,  0'cosJ^,  etc.  et  Ton  aura,  poup  un  tems  quelconque,  les  inclinaisons 
8t  les  longitudes  des  noeuds  sur  P^cliptique  de  iSoo^  par  les  ^quations 

«  =  y  (j»  sin=  J  +  0=  cos»  J),        tang  J  =  ?-^. 

§.  281.  On  a  d^ja  vu  .(§.  275.),  que  la  disposition  des  masses  qui 
Gomposenl  le  sys^eme  solaire,  et  celle  de  leurs  orbites,  est  telle  que,  malgr^  toutes 
les  pertuibalions  qui  i&ultent  de  leurs  attractions  mutuelles,  les  orbites  des 
planbles  seront   toujours  a  peu  pres  circulaires  et  dans  ua  mdme  pian.     Les 
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iquatioDS  ini^grales  que  nousvenons  de  trouver,  donnent  le  moyen  de  d6« 
lerminer  plus  exactement  le«  limites,  entre  lesquelles  oscilleront  toujours  let 
excentricit^s  et  les  incUnaisons,  ainsi  que  le  mouvement  des  apsides  et  dea 
tH)euds.  11  ^r6sulte  des  ^quations  {A)  (B)  ($.  279.  a8o.) ,  qu'a  une  ^poque 
quelconque  on  aura 

**=A-+ A%4-B^-HB%i-.B^a4-B^3-f  !iAA,cos  (6-  6,)+ 2  ABcos  (6— p— fo)  +  ceL 
•^=F=^+F%+G'+G^+G%+G*3+-2F F.cos  (9  -g,)  +  ^FGcosvg— n-^/)  +  cet 
et  ainsi  dii  reste.  II  est  visible,  que  -ces  carr6s  ne  peuvent  jamais  devenir 
plus  grands  que  les  valeurs  qu'ils  prendraienti  si  tous  les  cosinus  devenaient 
^n  mSme  tems  positifs  et  ^aux  k  i'unit6j  ^e  qui  ne  peut  atriv^r  qu^apres 
une  infinit^  de  si^cles.    Alors  on  aura 

-y^A  +  A.i-B+Bi+B^+B^,    dz=F+-F.,i-G  +  G,  +  G,-t-<J3. 
n  en  est  de  jn^me  des  expressions    que  nous  avons  trouv^es   pour  UranuSi 
Saturne,    et  Jupiter  ^$.  3^77.)«    Ainsi    les  limites,   au  dela  desquelles    il    esA 
impossible  que  les  excentucitds  ^  les  incUnaisons  des  planfetes  puissent  crol* 
Ire,  seroat 

f  our  Uranus, 
Excentriciti  z=  o,o6532x,    Inclinaison  ~  0,044^47  —  ^^  ^4'  8^1 

pour  Satume, 
£xcentricit6  =  o^oS^^^^i    Incliuaison  —  o,o4438  =  2*^  3a'  aS'',* 

pour  Jupiter, 
Excentricit6  =  o,o6i5i2,    Inclinaison^  0|0352oa  =  2^  o'58'^; 

pour  Mars, 
ExcentricitS  =r  0|i4i375,    Inclinaison  =  0,^02274  =  5*  5o^  22^; 

pour  la  Terre, 
Excenrtricil^  ~  0,077725,    Inclinaison  irr  o,o85389  iz:  4*  52^  bo^^ 

pour  V^nns, 
Excentricit^  =:  0,087917,     Inclinaison  —  0,090027  n  5*  8'  40"; 

pour  Mercure, 

Excentricit^  =  0,227995,    inclinaison  —  o,i55o68  zr  8**  48'  52"« 

On  voit  que  ces  maxima    soat  peu  diff^rens    des   valeurs  actuelles  (§.  209.), 

k  Texception  des  excentricit^s  de  la  Terre  ^t  ^e  V^nus,  lesquelles  sembleot 
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tiire  pr^  ie  leur  mmirfwm,  et  qui  ne  pounront  Jamals  devenir  aussi  grandes 
que  rexcenfricil^  actuelle  de  Mars.  On  voit  en  m^me  tems,  que  lea  plan$  des 
crbites  ne  soiiiront  jamais  du  zodiaque,  auquel  on  donne  ordinairement  une  lar* 
geur  de  hutt  degr^s^  et  que  rinclinaison  de  Satume  est  tr^s-prfes  de  son  maximum. 
PJous  avons  vu  (§.  277)  ,  que  les  ^moyens  mouvemens  sid^raux  des 
apsides  de  Saturne  et  de  Jupiler  sont  de  22'^i  et  de  'i'\^  par  an,  mais  que 
le&  apsides  d^Uranus  »  et  les  nueuds  de  toutes  les  plan^tes  n'ont  point  de 
Trai  m  lyen  mouvement.  Le  vrai  lieu  des  pirih^lies  et  des  noeuds  ,  ppur 
une  ^poque  quelconque»  est  donn^  par  les  ^quations  tangiszr  «-,  tangj=  -^ 
si^  dans  les  foimules  de  7  sin  ti?,  7cosg5,  ^sinj,  d  cos  J,  etc.  (§.  279.  5>8o.; 
on  substitue  pour  /  ou  — t  le  nombre  d^ann^es,  duquel  T^poque  est  posli» 
rieure  ou  ant^rieure  h.  Tan  1800.  Au  reste,  toutes  ces  longitudes  sont  com- 
pl^es  depuis  le  point  ^quinoxial  de  1800;  et  il  est  ais^  de  voir  que,  pour 
avoir  les  vraies  longitudes  compties  depuis  T^quinoxe  mobile ,  on  n^a  qu'ii 
ajouter  So^'^,!  k  tous  les  coetficie:;s  de  /,  c*est-k-dire  k  a,  a,,  f ,,  b^  h^^  b^, 
^V  8>  8i>  8a'  ^3  S*  -7*^0»  Pour  le  prouver,  consid^jons  un  terme  qucl- 
conque  de  /r  el  /,  ou  de  p  et  ^  ^  tel  que  A  ir  B  sin  ((l -|- & /y  —  7  sin  tff, 
l—BcoB^-^rbtjZzycoBXSS^  ta  ^tant  la  longitude  du  p^rih4lie»  compt^e  depuis 
r^quinoxe  fixe.  Fn  nommant  {xs}  la  lougilude  compt^e  depuis.  r^uinoxe 
mobile^  on  aura  {xa)  zz  xs -\- So^\i  ./>  et 

_  y  Mii  (xg  -4-  So'\i  .  /)  frcos  5f/'  i  ,  t-hl  Mn5o'',i  .  f  

tang  (tB)  _  ^  ^^^    (q,  -h6o'V  .t)   ~  iV^7^'\i  .  f  ^  b  s.n  5o^,"T7  ~ 

BMn  r(34-&t)  cos5/^  I.  t  -h  h  cos  (^  -^  ht)%inS  y^  ^.t  B  sin  (3  -^bt-hSt^',  .f) 

BcosQj-efttj  cos^o''^!.^  —  Bsin  (fS-f- 6f)sin5o'',i.f  ~"  Bcos  (jj  -+  6  t^^o'\  .t)  * 

expression  qui  est  identique  aver  --  ,  si  Ton  augmente  b  de  5o",i» 

$,  9^2;  11  en  est  de  m^e  des  inclinaisuns.  Les  valeurs  pr^c^dentes 
de  cet  ^l^ment  se  rapportent  au  plan  fixe,  dans  lequel  la  terre  a  fait  &a  r^ 
yolution  autour  du  soieil  en  1800.  Dans  tout  autre  tems  roibite  de  ia  terre 
fera  avec  ce  plan  un  angle  qui  est  donn^  par  la  valeur  de  d,  r^pondant  k  ce 
tems  (.  Si,  dans  les  formales  de  ^sin  J  et  dcosJ  (§^  280.)  on  fait  /  =  0,  on 
trouvera  ^sinJzzo  et  tfousJzzo,  re  qui  veut  dire  que  Torbite,  d^crite  par  la 
terr&  en  1800,.  coincide  avec  Is  plaa  fixe  auquel  oa  rapporte  toutes  lea  orhi<* 
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tes,  et  que  par  cons^quent,  le  point  d*iateraeclion  de  ces  deux  plans  qui  na 
font  qu'un  seUl^  est  ind^lermin^.  Mais  ^  la  m&uie  ^poque,  le  plan  dan&lequel 
la  terre  cincule  autour  du  soleil,  conimencera  k  se  s^parer  du>  plan  fixef  et 
les  pointa  ou  se  fttit  cette  s^paration,  et  qu'on  appelle  noeuds^  seront  d^ter» 
min^s  par  )a  methode  ordinaire,  en  faisant  tang  J  =:  — ,  et  supposant  t—o 
aprfes  la  dilTerentiation.  Si  rou  dilierentie  la  ionnuie  ^B;  (§.  278 )  ,  en  fai* 
sant  fzz  o^  il  vit>udra 

j^  =--Fif,cosi26^5'25^'-f.G^cos>)+G,y,cos>i,  +  G2^2Cosn3-+-G3i^3CO«^3r 

—  :z:F,fjsinr>6^i'ti5"—  Ggs\r\y\—  G,g,  sinii,  —  Gg^.sinyi^  —  Gjj^siniQj^ 
et  en  substiluant  pour  F,    f^,   G,  ^,  n,  etc.  leurs  valeurs  (§.  280), 
—2 —  0,18361988,       —^  —  —  o,3^4^46o*i  ^ou  il  vient 

J  =  1 5  2°  36' 7''. 
Cest  dans  ce  point,  dirig^  sur  une  ^toile  de- la  quatri^me    grandcur    dans  la 
constellation  du  Uon,  que  forbite  ^^e  la  terre  en  i8oos'est  ^iev^e  au-di8su&  du 
plan,  dans  lequel  cette  plan&te  venait  dVcbever  sa  revolution. 

Le  mouvement   de  Torbite  de  la  terre  etant  un  de&  objets  les  plus  im* 
portans  de  rastronomie^   attendu  qu>n  d^pend  la  r^duction  de  toutes  le»  ob* 
servations  ^    et  ce  mouvement  ^tant  compos^  de  la  variation  de  fobliquit^  de 
r^cliptique,    et  de  la  precession    des  ^quinoxe&,    due  k  l'action    des  planfetes 
ffur  la  terre,  il  faudra  d^lerminer  cea  deux  ^l^mens  par  dfs  expressions  ana* 
logiies  aux  pi^cedentes,  lesquelles  ,    ^tant  des  int^grales  complettes,.  pourront 
6trt  ^tendues  aux  ^poques  les  plus  ^luign^es.     Soit  (/'^*  4-0  ^^  r^quateur,, 
N'l  te  plan    de  Torbe    terrestre  en   iSoo  ,    qui  est  regarJ^  comme  r^cUptique* 
fixe »   NI  la  v^ritable  orbite    &  \me  ^poque  queiconque  ^    ensorte   que  I  sera 
le  ivpeud  ascendant  de  Torbite  sur  i^^cliptique  fixe,  ^^'INiiit)  ou  dson  incli- 
naison,  N',  N,  les  points  e.|uinoAiauxaux  ^poques  1800  ct  t:<oo  -f^f,  desquels  oa 
compte   les  longituiles   et  les  ascensions  droites,.    N' I  =::  J  et  NI  =  J  —  i  les 
longitudes  du  noeud  sur  r^iliptique  fixe  et  sur  r^cliptique  mobile^  N^  N  ~  v 
et  N^l  —  Nl~f  la  partie  de  la  pr^*ession  du  point  ^quinoxial  en- ascen&jon 
droite  et  ea  iongitude  ^  laquelile  ne  d^end  pa^  de  ractioa  iuao  •  so4aise  aur 
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le  sph^roide  terrestre ,  mais  aeulement  de  raction  de<  planMes  «ur  le  centre 
de  la  terre,  IN^N  =  e  et  INC  —  e^i  les  obliquit^  de  r^cliptique  aux  6po* 
q\ie$  1800  et  1800  ^/.    Cela  pos6  on  aura  dans  le  iriangle  N^IN, 

€0S  (e  +  Bjzz  cos  e  cos  n  —  sin  e  sin  if)  cos  J,    et  -— ^  .— r  —  - —  zr  — ^^ -f, 

Les  angles  y\f  ^,  v,  '^  ^tant  tr^s-petits^  la  premr^re  ^quaiion  deviendra 
cos e  —  E  sin  e  —  cos  e—  ^  cos  J  sin  e,  ou  £  =  ^  cos  J  ^-q, 

la  seconde  donnera  >t—  —, .  etsinesinJzrsineMnJ— {sinecosJ4-£CosesinJ,  done 

sin  e  ' 

i=.6  tang  J  cot  e  =z  ^  sin  J  cot  e  ~p  cote. 
On  doit  observer  que  N^I  =  J  est  la  iongitude,  compt^e  depuis  le  point  ^qul- 
noxial    de  Pan  1800.    Pour    la  compter  du  point  6quinoxial  vrai  ou  mobile, 
il  faut  substituer  J-f-^-So'',i  pour  J  ($.  28i.)i  donc 

j0siaJcos/.5o'',i  -j-- ^cosJsin/.5o'',i  =;?cos/.5o'',i  •^- q sini .So'^ ^i  pour  p,  et 

•^  cos  /  .  5o''',i  —  p  siu  t  \  5o",i  pour  ij. 

Or  p  itant  z=  G  sin  (>j  +  ^O  +  cet.  9^  =  G  cos  (>)  -f- g^O  4-  ^et,  (§.  »78.  (B))^ 
il  laudra  mettre 

Gsin^ii-j-g^  +  ^-So'',!)  au  lieu  de  p,  et  Gcos^(yj-f-^/^^5o",i)  ^^  1*®'*  de  y^ 
ce  qui  revient  k  ajouter  5o'^^i  k  chaque  coefficient  de/^  tel  quejj,  g,  gj^  etc 
Cela  pos6  on  aura^  par  ce  qui  pr6cfede, 

t~q,  et  /  —p  cot  a3*  28'  i^  a,3o35  .  p. 
Les  formules  pr^c^dentes  (§.  280.)  donneront  0sin  J  ou 
P=:o,027539sin(io3°i8'i8''+^.5o^i)-t^o,oo3i85.sin(i26^5'a5''4-/.a4",53i5) 

—  o,028a3i.8in(77«2i'23^.f  ^3i^427i)_o,ooi9i^.8in(iJi^6i'34''-+-^^^^^ 

— 0,007699. sin(73^3o'i6^-f^43'',2o8) +0,016817. sin(24^32'i2" -+-/.45^3674)^ 
et  Ton  aura  q^  en  mettant  les  cosinus  &  la  place  des  sinus«  Si  ^n  d6compose 
chaque  terme  sin(a-f-£i/)  en  deux  autres,  sinaco8a/-|-cosa8ina/^  el  co5(ct-f-fl/)  en 
cosacosa/  —  sinasin^i/,  qu'on  exprime  tous  les  termes  en  secondes  d^un 
degre,  et  qu^on  multiplie  ceux  de  p  par  2,3o35;  41  viendra 
Pcaigmentalion  de  PobUquki  de  PecUptique,  6  zi: 

—  i3o7",2i  .  cos  /  .  5o'^i  —  5527'\78  .  sin  / .  5o'',i  —  387 '',0^  •  cos  t  .24",57i5 

—  53o^93.8in/.a4'',57i5—  i274'',56.cos/. 31^427 1  -+-  568i%76.sin-/.3i",427i 
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■f-  i6i"M   cost.  33'',385i  -f  vg\".i .  sinv  .  33 ',i85i  — 4.5o".9i  .cot,  / .43",22a- 
+  .5t2",68.sin/.4:{^a28-|-cT55',49.cos/.45  ,3674  —  i44p",48.sin/.45",3674j: 
la  prScession  des  points  equinoxtaux  en  longitude,  i:^. 

ia73iJ",a8  .  co»/ .  6</',i  —  3oii",i7  .sin  / .  5i/',i  -\-  i223'',o  .  cos/ .  24',5^>5» 
— 89i",5*  .8in/,24".57i5  —  iJo87",96.co8/.3i'',427i  —  29.^5"  97.sin/.3i",497r 

—  678*,i6 .  C08 f.  33",385i  +6o8",67  .8in /.  33",3K5i  —  35- 7"  5-..co8/.4J",a«8 

—  io38",68.8in/.43",a28-f  3Ji>8',i5.co8/.45',J674+7'68",68.8in/.45',3674. 

I 

Si  Fon  fait  /=o,  les  deux   formules  pr^c^dentes  deviennent  nulles,  ainsi  que 
cela  doit  fitre.    En  faisant  /zrioo  et  /^ — loo,  on  trouvera  t~ — 49 '»J  ct 
c  =  ^S'',^,  i  —  8"  et  i  —  —  io'^9.    Pour  /  =  —  2000  on  aura  rzr  847  ,4  cl 
i  —  — laSo";    d'oit  Ton  conclura   ce  qui   suit.     L^obliquiti    de  r^cliptique  a 
^prouv^,   des  pTus  anciens  tems  de  rastionomie,  une  diminution  qui'  va  tou> 
fours  en  croissant ,    et  qui  est  actuellement  de  ^\/^  par  sifecie;  ensorte  qu'an 
tems   d^Hipparque  robliquit^  doit  avoir  ^t^  de   a3^4''«     Tout  cela  est  con« 
fbrme    aux  ofiservations   (l,  $.  83.\     Depuis  te  tems  d'Hipparque    les  pointB 
dquinoxiaux  ont  avanc^  de  20'  5j%  et  leur  pr^cession  s^culaire,  qui  est  ae- 
iuellement  d^environ    g\  va  en  d^cioissant:    elle  se  changera  en  r6trograda- 
iion  au  bt)ut  dVnviron  4^0  ans.  Si   on  suppose,  suivant  les  meilleures  obser* 
vations  (I.  §.  go.),  la  r^trogradation  annuelle  des   points  ^quinoxiaux  6gale  h 
5^',!,  elfe  doit  avoir  6i6  de  27^5/  depuis   letems  d^Hipparque.  En  y  ajou^ 
fant  la  pr^(i,*essron  de  20' 5)^,   due  k  Taction  des  planbtes,  on  atira  la  r^tro- 
gradation  moyenne  pendant  cet  intervalle  =28®io'5o'\   ce  qui  itant  divisi 
par  2000,   donnera  Ta  pr ^cession  annueHe  des  ^quinoxes,  due  k  Paction  luno- 
solaire  =r  S.V^^j  ,    k  peu  prfes  eomme  nous  Tavons  trouv^e  par  la  tfa^orie  de* 
rattraclion  (§:  J18O. 

La  formule  prdc^denfe  de  c  ne  renfermant  aucun  arc  de  cercle,  mars^ 
seulement  des  sinus  et  cosinus,  il  est  ^vident  qne  les  variations  de  robIiquit6' 
ne  sonf^  que  p^riodiques,  ou  des  osciUations  dont  les  limites  extr^mes-  pour- 
ront  £tre  d^termin^es  de  la  manibre  suivanfe.  La  somme  de  deux  termes* 
de  €,  d^pendant  du  mSme  argument  %  et  ajfant  la  fonne  A«osii/+Bsinn/^ 
•eca  un  maxinium,  Iprsqiie 
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^  Ay\siny\i -^- By\cos  y\t  —  Oj  ou  tangi^/ri--,   donc 

B  A 

d^ou   il  resulte  la  plus  grande   valeur  des  deux  termes, 

-    A  cos7jl-f-Bsin73/zz:±:V(^A''-f  B^). 
Cela  donne  la  limite,  au  dela  de  laquelle   e  ne  peut  jamais  croitre  ou  d^croitre, 

6-  5'Wo^94-f  66;'  ,ca  4-5  ^^y'-^  3^5' \  5^^+  i5i8'',i/4-f   468^^7  3  =  4^5  rja',^ 

II  est  donc  impossible  que  robliquit^  devienne  jamais  plu«  granJe  que  sS^^i^ 
ou  plus  petite  que  i8^J5',  et  ies  oscillatioo^  de  cet  angle  seront  toujours 
renferm^es  dans  un  arc  de  Q^^^Y»  Mais  comme  cela  snppose  que  touies  les 
jDombinaisons  de  deux  termes  homologues  de  e  parviennent  a  leur  maximum 
en  m^me  tems,  il  est  aise  de  voir  que  les  oscillations  de  robliquit^  seront 
•effeclivement  renferm^es  entre  des  limites  beaucoup  plus  resserr^es ,  qu^oa 
irouveva  en  ^galant  k  zito  la    diff^rentielle  de  e.    Les  maxima  et  les  minima 

m 

<le  Tobliquit^  seront  donc  donn^s  par  les  vaieuis  de/,  qui  satisfont  k  T^quationi 
jOZZ^(i ^07,21  .sin  ^t  —  55  '7,78  •  cus  ^/.<  4*  ^(^^7^®^  ^**^  ^^  —  53o,93  .  cos  y^i) 
.^- K  >^i  74,5li .  sin  xf -|- 5o'Si  ,76  .  cos  x/)  —  X(  e^/^^-*'^^^ — '294,4  •  cos  X /) 
4"  H(i^  '9*  ^**'*  M-^H-  i5  2,6d  .  co6|JL/3  — v(..  55;49  •  «in  ^t^  i44^)4^  •  cos  v'}, 
•en  faisant  pour  abr^ger^ 

&.!',%  — i,  24^5;  5zi7j,  3i'',47fzzx,  33^3:5i— X,  ^IV^qS^ji,  45',3674-v. 
II  est  visible  que  f^quation  pr^t^iiente  ^'la  Sdtisfaite  par  un  noaibre  ind6- 
fini  de  valeur^  de  i ,  parceque  chaque  sinus  appartient  k  une  infinitc^  d^arcs, 
^t,  rit,  etc.  d^ou  il  rdsultera  un  nombre  tcfini,  non  seuUment  des  maxima  et 
mlnifua  de  £,  mais  aussi  des  p^riodes  de  rangmentation  et  de  la  diminution 
de  robliquit^,  lesquelles  ne  reviendront  dans  le  meme  ordre ,  que  lorsque 
tous  les  anglcs  ^t,  y\f,  etc.  auront  fait  un  nombre  entier  de  r^volutions,  ayant 
respectivement  augmeutd  de  /w.o6o®,  /i,3t)t>*,  etc.  d'oii  il  naira  une  grande 
p6riode  -qui  renferme  un  grand  noiubre  de  petites  p^iiodesi  et  une  immensit^ 
de  siecle&.  Nous  nous  bornerons  a  d^terminer  les  peiiodea  les  plus  proches 
de  r^poque  ou  nous  sommes,  les  autres  se  perdant  dans  P^ternit^.  Uequation 
pr^cedente,    -    zz:  o,  est  satisfaile  par  ies  vateurs  suivantes  de  /.* 
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i)  /zr  — 31179,    a)  /  =  —16200,5,    3)  /rr  — 38oi; 

4)  /  =  +  4782,      5)  t  =  +  17546,      6)  /  =  4-  32S59J 

qui  donneiit  ces  valeurs  de  c, 

3)  €  =  +  4*  3'  30'',    2)  f  =  -  2^  7'  49''     3;  6  =  +  o*  4'  4/1 

4)  €  =  —  0^3^37",     5)  6  =  +  1«53'20",     6)  6  =  —  2«  28'  51''. 

On  en  a  conclu  les  r^aultats  auivana.  L'an  29^79  avant  Ffere  chr^tienne,  robli- 
quil^  a  eu  sa  plus  grande  valeur  de  27*3  i'3o^^  Depuis  cette  6poque  robliquitj 
a  diminu^  pendant  i4979  ads  jusqu^k  Fan  144^^9  ^^  ^ll®  ^  ^t^  de  21*20^1 1'^ 
Apr^.  cela  i^pbliquit^  a  augment^  pendant  12398  ans,  et  deux  milieana  avant 
J.€.  elle  a  6li  de  23^52^4?'^*  Pendant  les  8584  ans  suivans  Pobliquit^  va  ea 
croissant ,  et  Tan  6582  de  Fbre  clir^tienne  elle  sera  de  22*54'i3^.  Ensuite 
Vobliquit^  augmentera  pendant  12764^^3,  jusqu^en  19346,  oik  elle  sera  de 
25^2i'2o'^  Depuis  cette  ^poque  elle  diminuera  pendanl  i48i3ans,  et  Tan 
34169  elle  parviendra  h  son  minimum  de  20^  59'  9'^  Dans  cet  intervalle  de 
plus  de  635  sifecles  les  variations  de  robIiquit6  seront  renferm^es  dans  un 
arc  de  6^32^2 1^',  de  20^59^9^'  k  27^3 i'3o^':  le  milieu  entre  ces  deux  extrfemes 
est  24^  16'  ^^"i  ce  qui  n^exc^de  Pobliquit^  actuelle  que  de  47'« 

Les  ptfriodes  de  raugmentation  ot  de  la  diminution  de  robliquit^  sont 
tr%s*diff(6rente8  entre  elles,  de  £6  h  i5o  sifecles;  inais  malgr6  toutes  ces  anoma- 
Kes  on  apercevra  ais^ment  la  loi  de  stabilit^  que  la  nature  observe  ici,  ainsi 
que ,  dans  les  r^gnes  organis^s  de  notre  globe ,  elle  maintient  la  perp6tuiti 
des  esp^ces,  sans  consiJ^rer  les  individus;  on  verra  qu^aprbs  un  nombre  infini 
de  petites  modificalions,  elle  revient  toujours  k  T^tat  primitif.  L^angle  formj 
par  P^cliptique  et  T^quateur ,  duquel  d^pendent  les  vicissitudes  des  saisons, 
cbange  avec  une  lenteur  excessive ,  dtant  tou jours  renferm^  dans  les  limites 
^troites  de  21^  i^  28^  II  y  eut  un  tems,  ou  T^t^  et  1'hiver  des  zones  temp^ 
ries  ^laient  plus  rigoureux^  les  jours  A^&\i  et  les  nuits  d^hiver  plus  longs  qVii 
pr^sent;  il  viendra  un  tems,  oh  les  saisons  seront  plus  moder^es  ^  les  jours 
d^t^  'et  dliiver  moins  diffiSrens  les  uns  des  autres.  Mais  la  difference  sera 
toujours  peu  consid^rable,  et  au  bout  d'une  infinit^  de  sibcles,  Viii  et  Fhiver, 
!•  printems  et  Tautomne,  se  succ^deront  precis^ment  comme  aujourd-hui. 
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§.  283.  La  v^rilable  r^volutkDii  de  la  terre  aulotsr  du  aoleil,  que  BOQt 
appeloDS  rannte  aid^iale,  eat  cofiatammeni  de  Bi£me  daTfr,  parceque  lea  per« 
turbations  des  planbtea  n^alibrent  point  les  grand  axea  de  leAra  orbitea.    Maia 
Tann^e  tropique   est  plua  courte  que  Tann^e  sid^rale ,    dfu  tema  que  le  aoleili 
auivant  aon  moyen  monvement,    emploie  ik  parcourir  Pare,  duqml  lea  pointa 
^quinoxiaux  r^trogradent  dana  cette  ann^e.    L^ann^e   tropique  9tT9,  donc  pa- 
reiliement  d^une  longueur  conatante,  ai  le  mouvemenk  dea  pointa  ^uiaoziaux 
eat  uniforme  \  maia  elle  diminuera  ou  augmentera  i   ai  le  vrai  mouvement  des 
poinla  ^quinoxiaux  s^acc^lfere  ou  se  ralentit:  cequi  eat  rjellement  lecaa,  mal« 
gr6  runiformit^  du  mouvement  de  5o''  k  b\'\  du  k  Taction  luno-aolaire  aui 
le  sphdroide  de  la  terre»  parceque  le  mouvement  d^nne  demi-aeconde,  qui  r^* 
sulte  de  Taction  des  planfetes^  change  d'un  sibcle  k  Pautre  ($.  siSs.J.  Or  rann^e 
tropique  ^tant  d^termin^e  imm^diatement  par  observation,   en  suppoaant  uni« 
forme  le  mouvement  des  pointa  ^quinoxiaux  (L  §.  122'— la^Or  ^^  ^^  r&ulte, 
que  la  dur^e  de  Tann^  paraitra  diminuer  ou  augmenter,  aelon  que  la  correction 
de  la  r6trogradation  dea  pointa  ^quinoxiaux,  due  k  Paction  dea  plan^tea ,    est 
positive  ou  n^gative:  par  cona^quent  le  moyen  mouyement  du  aoleil  paraiira 
avoir  une  dquaiiun  siculaire ,    qui  aera  posilive  dana  le  premier  caa,  n^gative 
dans  le  second  ,    et  qui  en  effet  n^est  qu^une  ^quation    du   point  dquinoxial. 
D^apr^  ceUii    la  longueur  moyenne  de  Tann^»  tropique  seirn  celle  qu^on  aura 
concluey  en  ne  consid^rant  que  la  r6trogradation  dea  pornta  6quinoxiauX|  qui 
siaulte  de  l^action  du  soleil  et  de  la  lune,  parceque  le  mouvement,  dA  4  Taction 
des  planHeSy  est  p^riodique,  tant6t  positif,  tantdt  n^gatif,  tant6t  nul.  Ainai,  pour 
trouver  la  moyenne  ann^e  tropique,  on  doit  retrancher  de  sa  longueur  vraie  ou 
observ^e  ,   la  parlie  qui  r&ulte  de  raction  des  plan^tes ,    en  convertiaaant  ea 
tema  le  mouvement  annuel  dea  pointa  ^quinoxiaux  d^environ  une  demi-seconde, 
en  raison  du  moyen  mouvement  du  aoleil.  L'expression  prjc^dente  de/($  aSa.; 
donnant   Fint^grale    de  ce  mouvement    pour  /  ana ,    on  aura   le  monvement 
annuel  pour  une  ^poque  ,    post^rieure  ou  anterieure  k  Tan  iSoo  de  ±/ans^ 
en  diffSrentiant  r^quation  i,  et  en  ^galant  dt  k  une  ann^e,  ou  faiaant  d/r=i: 
ce  qui  itant  converti  en  tems,  en  multipliant  par  t-^-V?  —  7F7TT7  — ^4»^494^» 
donnera   la  difiiSrence  entre  Tann^e  moyenne    et   Tann^e   vraie   en  aecondea. 
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11  le  nombre  de  seomdes ,   dont  la  vraie  ann6e  tropique  est  plus  longue 
qne  fann^  tnoyenne,  sera  24t^494^  *  Tl~^>  ^^  ^^^  trouvera  * 

o  t 

kzz--  75';3o83  .sin  ^/  —  17^8089 .  cos  ^^  —  3",5475 .  sin  tj/  —  086 .  cos  nt 

-|-48'',6553  .  sln  x/  —  lo^Sg^S  .  cos  k/  -f  a",^^?^  .  sin  \i  -f-  a^^gSS  .  coS  X^ 
+  ij",899  .  sin  fjt/  — -6",3oo4  •  ^^^  ^^^  —  i7"»77o5  .  sin  v/  -|"  38",9a82  •  cos  v/. 
Si  Von  dte  il  de  Tann^e  tropique  vraie  ou  observ^e,  il  restera  ranfiiemoyenne^ 
on  aura  Tann^e  vraie,  en  ajoutant  i  avec  rannie  moyenne. 

£n  faisant  /=0,  on  trouvera  pour  I*^poque  de  i3oo,  ^~4~  4^)74;  ^® 
qui  nous  apprend,  que  Tann^e  1800  est  de  4|  secondes  plus  longue  que  ran- 
n^e  moyenne:  d'oi^  il  suit  que  k  —  4^^74  ^>^  raugmentation  de  la  vraie 
ann^e  tropiquo  pendant  /  ans  depuis  1800.  La  plus  grande  valeur  possibh 
aera  trouv^ei  comme  pr^c6demment  (§•  282.),  en  ajoutant  ens^mble  les  racines 
de  la  somme  des  carr^s  de  deux  coefficiens  du  m6me  argument.    Cela  donne 

*  =  ±:i96\6  =  ±:3'i7": 

d^oii  il  suit  que  la  vraie  ann^e  tropique  ne  pourra  jaroais  s'6carter  de  Fann^e 
moyenne  de  plus  de  3j  minutes,  et  que  la  plus  grande  di(Krence  possible 
entre  deux  ann^es  vraies  est  de  6 .,  minutes.  Mais  pour  trouver  les  viritables 
maxima  et  miiiima  de  i,  qui  indiqueront  Jes  changemens  qu^^prouvera  rann^e 
tropique  dans  un  grand  nombre  de  siecles  avant  et  apr^s  iSoo,  il  faut  ^galer 
k  z6ro  la  diffirentielle  de  ^  ^  et  substituer  en  k  la  valeur  de  /  qui  r  jsulle 
de  r^quation  —  =  o.    Cela  donnera 

/  =  -«4836  et  >t  =  4-37'',^)    /  =  +57640^  A=— 38''. 
On  trouvera  A  =  o,  si  /  =  4-4^7* 

Delk  on  tirera  les  condusions  suivaates.  Ant^rieurement  k  Tann^e 
3o36  avant  J .  C  Tannee  tropique  a  ii6  plus  longue  que  rannie  moyenne, 
et  Tann^e  3o36  a  ^t^  la  plus  longue  parmi  un  grand  nombr»  de  sibcles^  sa- 
voir  de  38  secondes  plus  longue  que  Tann^e  moyenne.  Depuis  cette  ^poque 
jusqu^en  1800  apr^s  J.  C.  Tann^e  a  toujours  diminu^  ,  et  diminuera  encora 
jusqu^en  7564.  Kann^e  1800  n^a  exc^d^  Tann^e  moyenne  que  de  5  secondes, 
et  ranhie  2227  lui  sera  exactement  6gale.  Depuis  cette  ^poque  Tann^e  sera 
plus   courte    que   Fann^e  moyenne  jusqu'en  7664  t    oi^  la  dillSrence  montera 
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4  38'':  aprb  cela  les  mnies  recommenceront  k  aogmenter,  en  ae  ftpprodumt 
^e  rann^e  moyenoe.  La  diminution  conlinuelle  de  Tannfo  depoia  3ooo  ans 
avant  J.  C.  )U3qu'k  nos  jours,  que  noos  venons  de  trouver  par  la  th^orie,  est 
conforme  k  ce  que  quelques  aslronomcs  ont  conclu  des  observations  les  plos 
anciennes  ,  compar^es  avec  les  observations  modernes  (II.  $.  190.)  3  maia  la 
m£me  th^orie  prouve ,  que  cette  diminution  n^existera  pas  toujours  ,  qu*aa 
bout  de  5764  ans  elle  se  changera  en  augmentation »  et  que  la  longueur  de 
Tann^e  est  toujours  renferm^e  entre  des  limites  tr^-^froites. 

J.  284.  Pttisque  Xiquation  sdculaire  de  la  lune  d^pend  uniquement  de 
rexcentricit^  de  Torbe  terrestre  ($.  25o.) ,  on  pourra  maintenant  d^cider  la 
question  ,  si  cette  ^quation  est  d^une  progression  continuelle  ou  pdriodique, 
et  quelles  sont  se$  p^riodes  et  limites.  Nous  avons  trouv6  (5*  a58.)  Texpret- 
sion  g^n^rale  de  T^quation  stfculaire  de  la  lunCi  ce, 

m'  ff  V  =  —  70,4974a .  /7*  dt, 
ou  en  secondes  d*on  degr^, 

a?  =r  —  i454ii36\/7*  3/  =  —  a/7*  8/, 

y  jtant  rezcentricit^  variable  de  la  terre,  dont  la  valeur  est  donnie  poor 
vine  ^poque  quelconque,  par  TiSquation  ($.  a8i.) 

7»  =  A«  +  A\  -h  B^  -t  B%  +  cet.  =/i-  $• 
Cette  expression  est  compos^e  d^une  partie  constante 

ot  d'nne  partie  variable 

cp  =  2  A A,  cos  (6  —  6J  -t"  2  A  B  cos  ^6  —  p  —  A/)  +  cef. 
On  aura  donc,  en  int^granty 

op  =  —  <f// —  a/(p  d/, 

le  premier  terme  appartenant  au  moyen  mouvement  de  la  lunei  et  le  second 
donnant  T^quation  s^culaire  de  ce  mouvement.  Si  on  d^signe  par  F  la  vraie 
excentricitj  de  la  terre  a  T^poque  de  tSoo,  on  aura  pour  un  tems  quelconque 
t,  le  carrd  de  la  vraie  excentricit^  en  fonction  du  tems  ($•  aSu.), 

'V»  =  12  +  D/-f-E/^i-cet, 
ce  qui  (Stant  compar^  avec  T^quation  y^  =7*-+*  ^9  donnera 
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^ = r*  — /4.  D  / -t- E<* + ctt. 
d'oik  ron  tiren,  en  &iMnt  <  =  0 , 

$'  =  !«-/, 
ce  qui  fst  la  parlie  variable  ou  requalion  du  carr^  de  rexcentricite,  &  Tepoque^ 
de  i8oo.    II   en   r^sulte  r^qualion  s6culaire,   ou  plul6t  la  partie  variablJB  du 
moyen  mouvement  de  la  lune  dana  le  dix-neuvi^me  sifecle, 

donc  en  nommant  N'  le  moyen  mouvement  a^culairei  apparent  ou  observ^i 
dans  le  dix-neuvikme  sibclei  et  N  le  vtfritable  mouvement  moyeui  on  aura 

N'  — N  — a(r— y),     partant  N  =  N;+ arr*  — /), 
en  fisiisant  /=i,  parceque  i,  dans  ces  formules,  disigtie  le  nombre  des  si^clea 
($.  25o0«  Dans  tout  autre  sibcle,  la  difliirence  entre  les  mouvemens  s^culaires» 
moyen  et  apparent,  sera  —  aj^de— — a^^  parcequ^on  peut  regarder  (P  commo 
constant  pendant  cent  ans.  St  on  emploie  les  valeurs  pr^c^dentes  ($•  279.  209*X 

A  =  0,002799,  A,  =  0,017613,  B  =  0,014^95, 

N 

B|  =  —  0,008771,  8«= — o,02io47)  ^3  =  0,012898;  1=0,0167798,' 
on  trouvera 

y*  =  0,0012173416»  r^  =  0,0002815617;  donc 

r  — y=  —  0,00093578,  a  (r^  -y) = — 13607',  n  =  n^  — 13607^ 

Ainsi  on  aura  le  vrai  moyen  mouvement  s^culaire  de  la  lune,  en  retranchant 
3^4^47'^  du  mouvement  observ^  dans  le  dix-neuvikme  sikcle. 

La  plus  grande  valeur  possible  de  rexcentricit^  de  la  terre  ^tantYro,07772S 
($.  281.);  y^—J^^^  ne  peut  jamais  devenir  plus  grand  que  0,0060411761  ce 
qui  donnera 

y^  — /=  cp  =  o,oo4823834,   donc  a^  =  70144''  =  i^''^^'^". 
II  s'en  auit  que  le  mouvement  s^culaire  de  la  lune  ne  peut  jamaia  dtre  de 
19I  degr^s  moindre  que  le  mouvenient  moyen,  ni  de  23|  degr^s  moiadre  qn^ 
le  mouvement  actuel.    La   plus   petite  valeur  de  (^  ou  7^-— y*est  o  ^y  = 
—  0,0012173416;  ce  qui  donnera 

a4)  =  —  17701''  =  —  4«55'i". 
Ainsi  la  plus  grande  valeur  possible  du  mouvement  s^culaire  de  la  lune  sera 
de  4*&5'  plus  grand  que  le  mouvement  moyen,  et  de  i®8'  plus  grand  que  dajii 
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le  dix-neuyikme  sibcle.  ii  anit  4e  Ht,  qoe  4e  snoiMreneBt  s^cuUire  de  la  lone  tera 
foujours  renfenn6  entre  les  limites  M'-{~^^^^  ^^  ^ — sl^i^,  et  qoe  1e  ptee  grand 
changement  possibte  ne  monte  qu'a  24^a4^  Mais  lei  vjritabiet  iimitee  itant 
beaucoup  plus  resserr^es,  ii  ne  aera  pas  inutile  de  les  d^terminer. 

$.  »85.  Le  moyen  moovement  sfeulaire  de  la  lune,  poor  une  ^poqoe 
quelconque,  itant  ii=N-«  a(7^— -/*)  ($.  2640f  i^  ^toviendra  un  maxunum  oo  on 
minimum  en  mSme  tems  que  f —  Y^:  ainsi  les  p^riodes  de  IVxcentricitd  de  la 
terre  donneront  ceiles  du  moyen  mouvement  de  la  lune.  Poor  les  trouveri  il 
faot  igaler  it  adro  la  diflSrentielle  de  Tiquation  V*=A*+A/+B*'H:et.  ($.  aSi.). 
Au  moyen  des  valeurs  pricddentes  (§•  ^790  on  trouvera 

y^  =  0,001217342  -^  0,000098609 .  cos  {99*9'a5''  -f-^.iB^^^^S) 
4^,oooo8i7i3jx»(3^2'i3''4^4'^4i9i)— 0,0000491  i3.cos(J43<*i'27''4-/.5'^4^^ 

^-o,oeoj  i7836*cos(86''4V-+^-'4Va37)  4-0,00007  »^09.00^(37^07  V-+^-^^'i^) 
«hc),ooo5i4i34xos(95^W38''h^.i4Vio5)— o,ooo3o9ui6.co8(ii6Y58''4^.xa^^^ 
—  0,00074 1 42 .  cos  (i  3**5lS'^+/.3';6o6)  -f-  6,ooo454335 .  cos  (€i**i  Vi  6''4-/.i",7396) 
— O,oooft56c66coa(339°48'4i''4^a'',o24>-o,ooo6i4378.cos(8a^5i'32'4^.io''4o 
4-o,ooo376485.cos(34^44'22"+/.i2'',2709)+o,ooo369267.cosrio3*»2'52"+/.9'',38o5) 
— o,ooo226;i83xofi(54"55'4a''+AiiV469)-o,ooo542t,a.cosf3ii°52'5o''+/.r',8663). 
Parmi  le  graad^nombre  de  ralenrs  de  /,  qui  font  ^vanouir  la  di€i£rentieHe  de 
l'e;qpressiMi  fr^oddente,  les  plns  pelites  sont 

/  =  — 13248  et  /  =  -f-236io, 
£9  tttbstitiuanl  ces  vaieurs  dans  r^nation  pr^clenle,  on  troareva 

7*  =/—  O,ooo83i3o8  =  o,ooo3«6o34,  et 
y^zz,f — 0,001201909  =  0,0000154*^26;  donc 
7  =  0,01964775  et  7  ±:  0,003908435. 
llielk  on  tirera  ies  conclusions  suivantes.  Uati  11448  avant  J.  C.  rejccentriciti 
im  rorlw  teirestre  a  iii  un  maximum  =  0,01964775.    Depuis   cette  ^pcqoe 
eUe  va  toujours  en  ddcroissant  pendant  36858  ans,  el  parviendra  k  son  mim' 
miim  =  0,003928435  Tan  25410  de  T^re  chr^tienne;  alors  elle  commencera  ^ 
croitre.    Dans   cet  intervalle  de  36858  ans,  qui  renferme  le  sifecle  pr^seot, 
rexcentricil^  de  la  terre  sera  toujours  renferm^e  entre  0,00^9  et  0,0196* 

On  en  a  conclu,  pour  cette  p^riode,  les  Iimites  de  qczfif^-^f  ($.  ^SJ^.): 
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^  ir— 0|OOo83i3i  et  (p=: — 0,001201915  donc. 
—  a(p  =  i?%\^'\  el  —  a(p  =  ^""^Vi^''. 
U  s^ea  suk  que»  1 144^  ^^  avanl  J.  C.  le  mouvemeAi  s^culaire  de  la  lune  a 
M  tto  minimum^  savoir  de  3®2i^a8''  plus  grand  que  ie  mouvement  mo^ren,  et 
de  25'ig''  plus  petit  que  dan«  le  dix-neuvibme  siecle*  Depuis  cette  ^poque  le 
moovement  s^ulaire  augmente  pendant  36858  ans,  et  parviendra  k  son  maximum 
Taa  25410,  quand  il  sera  de  ^"'Si^i^''  plus  grand  que  le  mouvement  moyen, 
et  de  i*'^'^^^'  plus  grand  que  dans  le  sitele  pr&ent:  ensorte  qne,  dans  celte 
Imgue  p^riode  de  36858  ans,  le  mouvement  s^culaire  n^augmentera  que  d'uo 
degri  et  demi»  aprte  quoi  il  commencera  k  diminuer..  Ainsi  om  voit,  com« 
bien  ks  viritables  limites  de  i^  degr6s  sont  plus  itroites  ^e  leslmutes  possi* 
blea  de  24^34'  ($•  284.). 

^  a^'6.  L^expUcation  pr^c^eate  de  riquation  sfeulaire  de  la  Ume,.  qul 
itMX  trouv^  parbitement  eonforme  aux  observations  aussi  bien  qu'ii  la  tbdorie 
de  la  gravilationi  n^est  pas  moins  importante  sous  un  autre  point  de  vue, 
parcequ^elle  prouve  quei  depuis  Torigine  de  rastronomie»  la  vitesse  de  la  rota* 
tion  de  la  terre  n^a  point  chang^  (§•  ii^.).    £n  eflet  le  moiudre  cbatigement 
de  cette  vitesse  alongerait  ou  accourcirait  le  jour,  qui  est  la  mesure  uiHver* 
selle  du  tems  dans  Tastronomie:  il  changerait  donc  n^cessairement  le  nombre 
qui  exprime  chaque  p^riode,  quand  m£me  cette  p^riode  serait  invariable.  Si  la 
vitesse  de  la  rotation  augmente,  ou  que  ia  durte  du  jour  diminue,   chaque 
p^riode  astronomique,  Tann^e,   le  mois,  etc.  sera  exprimd  par  un  plus  graod 
nombre  de  jours  et  de  %et  fractions;  le  contraire  aura  lieu^  si  la  rotation  esl 
retard^e.    Ainsi,  lorsque  le  nombre  qui  reprtonte  une  p^riode,  ind^pendante 
de  la  rotation  de  la  terre,  ne  change  pas,  il  faut  en  conclure  que  cette  rota- 
tion  est  invariable,  k  moins  que  d^autres  observations  ne  prouvent  le  contrai^ e: 
car  il  n^est  pas  impossible,  quoiqu^il  soit  infiniment  peu  probable,  que  la  rota- 
tion  et  cette  p^riode,  itant  suppos^es  ind^pendantes  ruae  de  Tautre,  ehangent 
pr^is^ment  dans  le  m^me  rapport.    Le  resultat  ne  sera  plue  douteux,  s'il  est 
confirmj  par  difiiirentes  periodes.   Or  il  est  certain  que  la  longueur  de  Vannee 
n-a  pas  chang^  depuis  deux  mille  ans,  ou  que  le  petit  changement  qu'on  croit 
avoir  aper^u,  est  expliqu^  par  des  causes  physiques  (§.  a830.  li  en  est  de  mdme 
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de  la  kme.  Les  observations  de  vingt  si^cles  nous  aprennenti  qne  le  moii 
diminue  conlinueliement,  ou  que  ie  moyen  mouvement  de  la  iune  devient 
plua  vite;  mais  on  a  yu  que  c^est  une  v^ritable  acc^I^rationi  dont  nona  venons 
de  donner  l^explication  physique.  Si  l'on  en  fait  abstractioUi  le  rapport  da 
]Our  k  i^annde  et  au  mois,  et  par  consifquent  la  dur^e  du  jouri  ou  la  vitesse 
de  la  jotation  de  la  terre,  n'a  point  cbang6  tlepuis  deux  mille  ans. 

Supposons  par  ex.  que  la  longueur  du  jour  ait  augment^  de  la  cen* 
tihne  partie  d^une  secondei  depuis  Hipparque  jusqu^ii  nos  jourSi  ensorte  que 
Tespace  de  cent  ann^es  JulienneS|  ou  le  sikcle  soit  actueliement  plas  long 
quo  celui  d^Hipparque  de  365  secondesi  pendant  lesquelles  la  lune  parcourt 
un  arc  de  ^w'^.  Cela  pos^  le  mouvement  s^culaire  de  la  lune  serait  k  pr6*- 
aent  de  3  ao^^  plus  grand  que  dans  le  tems  d^Hipparque.  Mais  cet  arc  sur- 
passe  beaucoup  la  diflSrence  qui  existe  entre  ces  deux  mouvemens:  en  efleti 
la  mouvement  sicoiairei  observ^  par  HipparquOi  aprfcs  avoir  iii  corrigi  par 
r^quation  s^culaire  dont  nous  venons  de  donner  i^explication  physique,  est 
aensiblement  ie  m£me  que  le  mouvement  actuel.  On  peut  donc  £tre  certain, 
que  la  longueor  du  jouri  ou  la  p^riode  de  la  rotation  de  la  terrOi  n'a  pas 
change  de  la  centi^me  partie  d*une  seconde  pendant  deux  mille  anS|  et  que, 
par  cons^quent,   elle  ne  ch&nge  paS|   dans  Tespace  d'un  au,  de  la  aooooon>« 

partie  d^une  seconde» 

§.  287.  Les  recherches  pr^c^dentes  tiennent  k  uh  des  objets  les  plus 
int^ressans  de  Tastronomie;  et  il  faut  convenir  que^  sous  ce  rapporti  une 
d^termination  sure  et  exacte  des  masses  des  plan^tes,  principalement  de  Venus, 
serait  un  des  plus  grands  enrichissemens  de  cette  sciencCi  puisque  lea  r^sul- 
tats  pr^c6denS|  ^tant  fond^s  sur  la  grandeur  suppos^e  des  masses  pIan^taireS| 
pourront  paraitre  douteuxi  si  les  masses  ne  sont  pas  bien  connues.  Mais  il 
est  ais^  de  s'assurer|  que  cette  incertitude,  sans  alt^rer  les  conclusions  gin^* 
rales  que  nous  en  avons  tir^es  relativement  k  la  stabilit^  du  systfcme  solairei 
nUnflue  que  sur  la  grandeur  des  limites  et  des  periodes  que  le  calcul  nous 
a  donn^es.  Les  limites  pourronl  8'6laigir  ou  ritrdciri  les  periodes  pourront 
s^alonger  ou  raccourcir^  roais  elles  ne  pourront  devenir  infiniesi  que  lorsque 
les  expressions  analytiquesi  qui  ont  donn^  les  mouvemens  s£colaireS|  renfer-' 
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nenl  des  arc»  au  Heu  des  sinus.  On.  se  rappellera.  que  loutes  ces  (bnnules 
dependeiU  de  la  solutioa  de  r^quaiioiL  alg^brique  qul  donne  les  quan^ 
iiiis  byg-f^  par  lesqjueile&  le  tems  /  se  trouve  muUiplie  dans  ies^  expressionsi. 
B  sin  ("p^rA/),  G  sin.  (;») -f-^/)  (§,  ajS.  a^^Oj  ^^  nous-avons  vu  (.§.  a^S.)  que,. 
quelles  que  soieBt  les  masses  des  plan^tes»  ces-  cxpressions  ne  peuvent  renV 
&rmer  ni  exponenlielles  nl  arcs  de  cercle^.  parceque  toutes  les.  planetes  cir^ 
euient  autour  du  soleiL  dans  le  mdme  sens.  U  est  donc  cerlain,  que  rarrar.* 
gement  du^  systkme  plan^taire^  que  I^Auteur  de  la  nature  a  choisi,  ne  renferme 
aucun  germe^  duquel  puisse  sortir  le  moindr-e  d^ordre ,  et  que  son  etat 
actuel,  &  de  petites  oscillations  pr^,.  durera  dterneliement^  &  moins  qjue  des 
causes  externes  ou   des-  corps  elrang^rs  ne  v^iennent  a  le  derangeD.^ 

U  n'y  a.  donc  que  les  com^tes*  qu^  en  s^enfoncant  de  tems^  en  tems 
dans  rinterieur  du  systfeme  plandtaire,.  pourraient^  h.  ce  qpi  paraii,  detruire 
les  conclusions  pric6dentea.  Maia-  une  pareille  crainte  seraii  beaucoup  moins 
raisonnabie  que  celle  des- inondations  ^  combustibns ,  ou  autres  destructions, 
auxquelles  on  croyait  autrefoi»  que  la  terr«  fal  exposde  &  cliaque  approohe 
d^une  comfete..  11  est.  infinjment  peu-  probable,  qu^une  com&te  vienne  raser  la 
terj*e|.  mais  il  nVst  pas^  tout-4-iait  impossiblei  et  dans^  un  par^il  cas^  les 
vapeurs  qui  environnent  ou  composent  la  comfete^  pourraient  saiis-  doute  pror 
duire  sur  notre  globe,  des  r^voiutions  funestes  ou  salutaires.  Mais  un  hazard 
81  peu  vraisemblable  ne  sutfir^it  pas  pour  d^figprer  le  mouvement  de  U 
terre^.  ou  pour  ddranger  le  systfeme  entier.  Le  grand  nombre  des  com&tea 
qu^on  a  observ^es,  surtout  de  cellesr  qui  ont  pass6  tr^s^pres  de  ia-  terre,.  ou 
qui-  ont  travers^  le  systfeme  dea  sateliites  de  Jupiter  (|I.  $.  36i.)^,  a  fournl 
une  preuve  inconlestable,  q^ue  leur  masse  est  si  peu  comparable  k'  celle  des 
pianetes,,  que  les  cometes  ne  pourront  jamais  causer  un.  trouble  sensible  dans 
le  mouvement  des  planfetes.  Quand  m^me  le  cas  extraordinaire  d'une  ren? 
contre  on  d'un  choc  aurait  lieu^.  on  pourrait  &tre  assuii:qu'4cause  dela  peti«- 
tesse  de  la  masse,  cela  ne  produirait  que  des  rdvolutions  iocales^,.  ou  des 
ddrangemens  passagers  q.ui  n'influeraient  par  sur  lesmouvemens  sdculairesf  ou 
aur  rdtat  g^ndral  du  sy^tfeme  planetaire.  Aussi  a-t-on.  vu  que»  malgr^  lea» 
choca  ou  rencontres  qpi  dans:  le  grand.  nombre  dea  siecles.  ^coul^s.  peuvenii 
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avoir  eu  l!eu,  ratiraclion  mutuelle  dcs  plan^tes  suffil,  pour  expliquer  toutet 
les  inegaiiies  de  leur  .mouvement,  et  que  raction  des  cometes  n'a  laiss6  aucune 
trace,  les  orbes  plan^tarres  ^tant  aujourd^hui  aussi  peu  excentriques  et  inclin^, 
quUIs  Pont  6ii  dh$  leur  «origine.  II  semble  donc  qu^on  peut  admetlre  ie 
principe  g^a^ral,  qu'aucun  corps  c^leste,  dont  Torbite  est  irfes-excentrique, 
ne  peut  causer  des  perlurbations  sensibles  dans  Jes  orbites  circulaires,  h 
tause  (le  la  petitesse  de  sa  masse ,  ou  de  la  disposition  de  son  orbite*  De 
pareilles  r^flexions,  en  dissipant  la  terreur  qii^iuspiraient  autrefois  les  comfeles/ 
rassureront  les  astronomes  sur  rexactitude  et  la  certitude  des  r^sultats  qu^ijs 
oni  trouv^s  et  qu^ils  trouveront  encore  par  le  calcul  des  perturbations  des 
planetes  (').  Ces  r^sultats  donnent  sujet  ^  une  observation,  par  laquelle 
nous  allons  terminer  la  th^orie  de  Tastronomie,  et  qui  rend  ^ette  science 
aussi  ini^ressante  pour  le  philosophe  que  pour  \e  g^om^tre. 

Nous  avons  di]k  observ6  (§•  lo.),  que  les  lois  de  la  nature,  aussi  bien 
que  celles  de  la  sociiSt^  civile,  sont  de  deux  genres  essentiellement  ditTerens, 
qu^on  peut  distinguer  par  le  nom  des  lois  ^soJues  et  posUives,  ou  ndcessaires 
et  drbitraires.  11  faut  mettre  au  nombre  des  premf^res,  non-seulement  celles 
qui  sont  absolument  n^cessaires  k  Texistence  d^un  monde  mat^riel  <iuelconque, 
comme  rimp6n^trabilit6,  mais  aussi  chaque  loi  g^n^rate  que  le  hazard  ou 
la  sagesse  supr^me  nous  parait  avoir  choisie  parmi  plusieurs  autres,  parceque 
tious  n^en  voyons  pas  la  n^cessit^,  et  qui  influe  essentiellement  sur  Torga- 
nisation  de  Tumvers,  en  sorte  que,  cette  loi  ^tant  abolie,  il  r^sulterait  une 
autre  physique,  une  autre  naturej  enfin,  toute  loi  qui  peut  Alre  (Snonc6e 
par  un  th^orfeme  g^n^ral,  telle  que  la  loi  de  ratlraction.  Les  lois  arbitraires 
ou  positives  comprennent  la  manifere  individuelle,  dont  les  lois  g^n^rales  ou 
flbsolues  sont  appUqudes,  Varrangement  des  diverses  parties  de  funivers,  la 
grandeur  de  iMchelle,  adopt^e  dans  Texecution  du  plan,  la  direction  du  mou- 
vement,  etc.  Uinfluence  ^ssentielle  que  les  lois  de  la  premifere  classe  ont 
sur  ia  nature  entifere,  pourrait  autoriser  la  conclusion  qu^on  sVst  permis  iTj 
fonder,  que  ces  lois,  ^tant  indispensables  pour  IVxistence  de  Tunivers,  n'ont 
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besoin  iPaulre  l^gislatcur  que  la  n^cessil^.   La  seule  consdquence  qu'on  pour- 
rait  en  iirer,    c'est  que  tout  ce  qui  suii  des  lois  absolues,    est   le   risullat, 
non  d'un  choix  libre,   mais  d'une  nicessili  imperieuse;   el  il  esl  visible  que 
cetle  consiquence  ne  peut  nullement  fetre  itendue  aux  lois  que  nous  avons 
appelies  arbiliaires.    Ainsi,    puisque  les   lois  genirales  ne  conslituent  qu'uft 
TOonde  possible  ou  idial,  et  qu'on  ne  peut  pas  concevoir  un  monde  rdd  sans 
lois  individuelles,  sans  dimensions  d^termin^es,  etc.  qu'en  un  mol  aucun  *tre 
ne  peut  exister,  sans  que  toutes  les  circonstances,  mdme  les  plus  indiff^rentetf, 
dans  lesquelles  il  pourra  se  trouver,  soient  pleinement  diterminiesj  on  iidxX 
oblig^    d^abandonner   au   hazard   les   lois   positives  que  les  observations  nous 
foQt  connailre,   pour  ne  pas  recourir  4  une  cause  agissant  librement  et  sage- 
ment.    Mais  si  oa  r^fl^chit  que  Tunivers   a  existe   des  milliers  d'ann6es  sam 
le  nioindre  d<Srangement,  si  le  calcul  et  ies  observations  prouvent,  ainsi  que 
nous  Tavons  vu,    que  cet  ordre  et  cette  slabilil^  sont  reflfet  des  lois  mdmes 
que  nous  avons  appel^es  arbitraires,    que    ces   lois  ont  ele  choisies  pi'6cis6- 
ment   telles   qu^elles   deyatent   l'Mre,    pour  que  le  mondc  conservat  son  etat 
primitif  6lernellement  ou  pendant  une  immensit^  de  sifecles  —  peut-on  attri* 
buer   au   hazard,    ce   qui   indique    de   la   mani^re    la   plus  ^vidente  un  plan 
g^uerai?  est-il  po>sible  de  ne  pas  reconnaitre  la  sagesse  suprfeme,    qui  a  eu 
autant  de  soin  de  la  conscrvalion  que  de  la  beauti  de  son  ouvrage? 

Ce  n^est  pas  ici  le  lieu  de  donner  plus  d^etendue  2^  ces  r^flexions,  dont 
rapplication  est  facile.  Quand  mSme  on  voudrait  supposer,  que  la  loi  fonda* 
mentale  de  la  mecanique  c6)este,  ratlraction  de  chaque  molecule  en  raison 
inverse  des  carres  des  dislances,  soit  absolument  ndcessaire,  parcequ^autrement 
runivers  se  d^truirait  en  peu  de  tenis,  et  que  par  cons^queut  les  lois,  suivant 
K^squelles  les  planfetes  d^crivent  des  ellipses  autour  du  soleil,  et  troublent 
mutuellement  leurs  orbites,  ne  prouvent  aucune  sagesse  l^^islatrice^  — -  quand 
on  se  permettrait  cette  supposition,  quoique  rimpossibilit^  duutres  lois  ne 
puisse  dtre  d^montr^e;  on  ne  disconviendra  cepenJant  pas,  que  sans  piejudice 
de  ces  lois,  les  masses  c^lestes  auraient  pu  ^tre  distribuees  dans  Tespace  de 
mille  maniferes  diflferentes^  qui  n'auraient  assui6  au  syst^jne  solaire  qu'une 
courte  existence.    C*est   ctdirement   prouve  par  le  calcul  qui  a  £ait  fobjet  du 
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Chapilre  pr^sent ,  et  dont  le  r^suliat  depend  de  la  distribution  arbitraire  de^ 
iuasses  plau^laires,  laquelie  nous  esi  CQnnue  par  Fobservation  seMle,  et  qui 
xi'admet  aucune  cecherclie  a  prion^  aucune  apparence  de  n^cessit^  Oo  a  vm 
qu^une  autjre  dispositioa  des.  masses  traAsformerait  tout-k«fait  le  syst^me  solaire, 
ct  qu'ua  autce  airangement  dcs  orbite»  pourrait  le  d^ruke  a  lalongue  ($*.  184«)) 
nais  que  Varrangement  actuel  est  tel,  qi^e  nen:  nes^oppose  k  une  dtir^  ^ter^- 
Belle.  Quiconque  est  capable  de  comprendre  cee  v^ril^s  sublimes^  ne  peot 
qu^adorer  la  sagesse  supr^me  qui  deslina  la  plus  parfai4e  machine  k  une  durje 
^ternelle,.  en  mettant  dans  sa  premi^re  organisation  le  germe  de  rimmortalit^^ 
et  en  prescrivant  aux  corps  c^lestcs  des  limites  insurmontables ,  dans  les* 
quelles  ces  masses  immenses  circulecont  ^ternellement  sans  iAterxuptiou.  et 
aana  confusioa^ 
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